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OB OJIHOJUCTHBIX OBJACTHX

(RPATHOE COOEPHAHNE)

Bosepamasacn, & o0BerTy OAHOII W3 CBOMX NpefLAymuX paboT, aBTOp
XapaKTepusyeT IAOCKWe ¥ HPOCTPAaHCTBEHHEIE ONHOJHCTHEIE obmacrm Gec-
KOHEYHOIi cucreMoii HepaBeHCTB, TpPeOyOIINX BBEJCHHA pPANA METPUIECKHX
NOCTOAHHEIX, CBABAHHEIX C COOTBETCTBYIOMIEl 00/gacThio, UM HABEIBAeT 2aTU
TIOCTOAHHEE CPeIHIMH fuaMerpamMil mopsapgkra n. lpyroit monbop sTHX mepe-
MEHHBLIX IPUBOIUT K CHCTEMe KOHEYILIX VCJIOBHII, XapaKTepH3YIOIIHX OJHO-

JIICTHEIE 00JIaCTH .

SUR LES DOMAINES UNIVALENTS

(RESUME)

En reprenant un de ses travaux antérieurs, I’Auleur arrive i caracteriser
les domaines univalents du plan et de 'espace, par un systéme infini d’inéga-
lités faisant intervenir une suite de constantes métriques attachées 4 ce domaine,
constantes qu’il appelle diamétres moyens d’ordre n. Un autre choix de ces
constantes conduit & un systéme de conditions finies, caractérisant les do-

maines univalents.
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SUR LA REPRESENTATION ANALYTIQUE
DES REGIONS DU PLAN

PAR

G. CALUGAREANU

Les‘ considérations qui suivent ont eu pour point de départ la recherche
de conditions nécessaires et suffisantes pour I'univalence d’une transformation
continue du plan

X=Xy , Y=Y(@uy. M

Supposons les fonctions X et Y définies et continues sur une région
(domalne_D avec sa frontiére) bornée du plan 20y, région que nous désigne-

rons par D. De plus, supposons que la transformation (1) posséde un jacobien
continu et non-identiquement nul dans D, L’étude de I’ensemble qui résulte

de D par une telle transformation nous impose d’envisager la notion d’ensemble
mullivalent, ainsi qu'une opération sur les ensembles que nous appelons super-
posilion,

Nous appelons ensemble multivalent un ensemble dont certains points
sont concus comme des points mulliples. Si, en M, I’ensemble E a ¢ points
superposés, la valence de E au point M est égale 4 ¢. La superposilion de
deux ensembles E et E, est la réunion E U E, ol I'on donne & chaque point
une valence égale 4 la somme des valences de ce point dans E et E, respecti-
vement. Si un point M quelconque n’appartient pas & E, on prend la valence
de E ¢gale a 0 au point M. On peut désigner la superposition de E et E, par
‘.E.U E,. On voit que la superposition de deux ensembles univalents et dis-
Joints coincide avec leur réunion,

Revenons a la transformation (1). Elle applique D sur un continu R du
plan_ XOY, qui pourra couvrir plusieurs fois certains points de ce plan. Un
par:ml continu résulte Loujours de la superposition de plusieurs semi-continus
univalents (M est un semi-continu si, a et b étant deux points quelconques
de M, il existe un continu appartenant a 1, qui joint a & b). Appelons région
riemannienne un pareil continu R, '
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Nous dirons qu'un point P est inférieur a4 R s’il existe un cercle de
centre P donlk chaque point est couvert ¢ fois exactement par R, avec ¢ > 0.
Dans ces conditions, ¢ = ¢ (P, R) sera appelé la valence locale de R en P,
ce nombre entier pouvant étre infini.

L’univalence de la transformation (1) dans D revient 4 exprimer que
la valence locale en chaque point intérieur 4 R est égale a 1.

I’ensemble des points intérieurs & R, que nous désignerons par I (R),
étant ouvert, ce qui résulte immédiatement de sa définition, peut étre décom-
posé sous la forme

I(R) =Gy + 26, + 3G5 + ... +qG, + . ..

en désignant par G, des ensembles ouverts univalents, et par ¢G, la superpo-
sition de g ensembles identiques 4 G,.

Si G, = 0 pour ¢ > p, mais G,= 0, nous dirons que R est une région
p-valente. Considérons la fonction

r =3 ,»2
[, M) = _1_5 re 12 da,, (2
T JE

>
it

ot A est un parameétre positif, M, un point du plan, M, un point courant
de R, do, est I’élément d’aire contenant M,, ry, la distance M, M,, 'intégrale
étant prise sur R (au sens de Lebesgue si R n’est pas quarrable).

vy étant un cercle de centre M, et de rayon p, on a, avec { = A3

1 ol Ap2 L
—S re 12 dw, = S e~tdi =1 —e2e2,
T Jy

0
Désignons par II le plan XOY. En faisant p - oo on trouve
1 2 .
ﬁg ne 12 g, = 1 3)

T J1I

pour chaque 2 > 0. En laissant p fixe et en faisant A — co, on a

1 ¢ a2
—57\8112(1&)2—>1s A = 0, (4)
Ty
aussi petit que soit le rayon p du cercle v.
Si M, €G,, on peut choisir p de mani¢re que le cercle y soit couvert
q fois par R, et
1 - 2 1 -2,
f Oy M,) =q—5 e ’lzdmz+—s ne 22 g,
2B AN T JR—qy
Nous désignons ici par R — gy la région R dont on a enlevé g disques
v superposés. La région R ¢lant supposée de valence p finie, on a
1 a2 1 —2 1 2
—S he ‘3dmz\<pﬁs Ae }ledmzzpll—ﬁs e 7“’12dw2J,
R—qy T—y L T Jy

i

7T
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donc

1 a2
—\ e ”12dm2-+0,?\—>-—|—rf;.
T JR—qy

Il résulte ainsi
[, M) = q (M), A= + oo. (5)

On voit que si la fonclion f (A, M,) est donnée, on peut reconstifuer la région
R. En effet: le point M, appartient 4 R si lim f > 0 pour A - - oo; lorsque
cette limite est un nombre entier ¢, le point M, est intérieur &4 R et ¢ fois cou-
vert par R; les points ol lim f = 0 n’appartiennent pas a R; les points ol
lim f (A, M,) n’existe pas, ou n’est pas un entier, sont des points frontiére de R.

Mais la fonction f (A, M;) ne peut étre choisie arbitrairement si 'on veut
qu’elle corresponde effectivement a une région R. On a, en developpant sui-
vant les puissances de 2,

h\z 2 7\u+1
[ G, M) = APy (M,) W.ﬁpl (M) + . (= Pu(M) . (6)
n
avec
1 ¢ o 1 ¢ 2 o
P, (M,) = *\ rigdo, = — S [(®, — 29)% + (1 — ¥o)*]” doo, . (7)
™ JR T JR

On voit que P, (M) est un polynéme de degré 2n par rapport aux coor-
données x, et gy, du point M,. La région R est ainsi caractérisée par une suite
de polynomes P, (M,) et cette suite contient toutes les propriétés de la région
R, puisqu’elle la détermine complétement. En derniére analyse, la région R
est caractérisée par une suite numérique: le tableau des coefficients des poly-
nomes {P, (M,)}. On se demande de quelle maniére ces coefficients intervien-
nent pour exprimer les diverses propriétés, métriques ou Lopologiques, de
la région R.

Nous supposerons que R est une région bornée. On a alors, 8 désignant
le maximum de r,, pour M,€ R, et A D'aire de R,

A5

T

l Pﬁ (]V[l) I <

et (3) nous montre que f (A, M,) est alors une fonction entiére de A, de genre

1 au plus. En employant des variables complexes, soit z, I'affixe de M, et
z, celui de M,. On a
1 -

e 1 on n - — \n
Pﬂ(ﬂfl) == 'Pu (zl L] zl) S S I 2 — 2y Ja dw2 T S (zl Ear "2) (21 = 22) d(ﬂ2 Tl
T R
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en posant
1 e
P — S 2,7 dew, - (8)
T YR

On a oy = oy,. La matrice hermitienne infinie {e,} détermine donc R.
Remarquons que l'on a, A désignant le laplacien,

2 E— ) da, = 40P, .

2 An2
e e A R T AT S e
0z, 0z, T Jg

En superposant deux régions R et R* on obtient une nouyelle régi(:l:
R** = RU R* et 'on voit que o'.;; =o -+« , donc la matrice de R
s’obtient en ajoutant les matrices correspondant a R et R*.

Mais les constantes o, dépendent du choix de l'origine dans le plan de
R. 11 est naturel de chercher & caractériser la région R par une suite de cons-
tantes intrinséques, indépendantes d’un déplacement de R dans son plan.
Ceci revient a la recherche des invariants de déplacement des polyndmes
])1: (Ml)' h | : _ .

Dans le cas des polynémes a une variable, le probleme des invariants
de translation est résolu, et nous avons montré [1] que, P (z) étant un poly-
néome quelconque de degré n, il lui correspond une suite d’invariants quadra-
tiques (par rapport a ses coefficients)

Agi) ol .P(”) P[-uf%p) e P(nfl) P(;=72p7}—1) + Al (_ﬁl)i( P(»z—i’r) P(-nr—2p+k) + i

. d i :
En effet, on trouve fac;lement—Aj(,”EO. On forme

n
— ( eyl — I
ou p=0,1, ,}2 T

L
encore une suite d’invariants cubiques

n—1
Bgﬂ) o p(ﬂ—l) A;,,“]-— p{'i?) L;(:!)’ == o200 _,l 5 }

avec

LM — 2% Adz = @2p + 1) P pUPY ¢

§ 1) (@p—2k + 1) PN pitth=tl L o qyp pleme plmeh,

On voit alors que, ces invariants étant donnés, le polynome P (x) est
déterminé a une translation prés (z' = x-+ h).

D’une maniére analogue, on peut obtenir les invariants de déplacement
d’un polyndme & deux variables z el y, mais nous n’enlrerons pas icl c{ans
les délails de ce probléme, en nous contentant d’indiquer qu’un tel polynm'ne
est déterminé, a un déplacement prés, par une suite quadratique, une suite

cubique et une suite quarlique d’invariants fondamentaux. Pour les poly-

() |
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nomes P, (M), on refrouve ces invariants en partant directement des cons-
tantes intrinseques attachées a R

}- 2n
; I” = ‘—‘-, S S I'io dml (10)2

neJR VR
28 2 2u v

[.s'!u = _.}g S g I'yo I'og I'gy d(})l d(-.)z d(o3 (9)
Jr JR 'R
1 2 2t 2u ¢

28 2u 2v

Ist!w == jS S S S I'ip I'og I'gy I'yy d(;)l d(uz {1(03 f](ull . =

®=Jr JER JR JR

Ces intégrales multiples, ol les points M, , M,, My, M, décrivent indépen-
damment la région R, sont visiblement des invariants de déplacement de R.
Leur expression 4 I'aide des coefficients e,; n’offre que des difficultés de calcul.
On a par exemple

1 ' 2 5 pig (L) [N
= —ZS S (0 —2)" G —5) doy doy = 37 (—1)° “f( ) ( -
TeJR JR n,q=0 P q
et 'on calcule les autres invariants (9) d’'une maniére analogue. On voit alors
que les suites {I,}, { L}, {Iu»! étant données pour toutes les valeurs entiéres
positives ou nulles des indices, la région R est déterminée 4 un déplacement
prés (les coefficients o, el o,y restant indéterminés). Les propriétés intrinse-
ques de R pourront donc étre exprimées analyliquement, & I'aide de ces inva-
riants seulement.
Cherchons d’abord les conditions nécessaires et suffisantes pour que la
valence de R soit au plus égale a p. On a, si R est une région p-valente
- 2 -2
f(n, M) < X S Ae M”dmz — £S e L2 dw, = p.
T JpIL ™ Jno
Il est donc nécessaire et suffisant, pour que la valence de R soit au plus
¢gale a p, que
| p—1Q, M) >0,

quel que soit A réel et quel que soit M, dans le plan. En tenant compte de

‘EJ 1:2?;—1 T?.n
g = g LS e LA e g
2 2n—1)! (2n)!
on a
22 %
J O M) = 2PAME) — Py (M) 2 Py (M) — .. —
] ?\214 (_L[ ) - 2n4-1 ) —lf)r?,, [

—— o1 (M) +———\ "¢ “do,

=l Y T @l :
32 38 320

el ANE S Al S R RR T G I
e A - il Gyl -
)L‘Jn-{-l 5 28 9.9

— g 12 dw, >0

&5 o
T (2n)!J),
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et, la derniére intégrale étant non négative,

72 73 7“2.)&
PP Pk b P i 0,
oM el 5 @—D1 (10)
= aied Yy e LR e [N P

Les polynomes P, (M,) étant partout positifs, il suffit d’écrire ces condi-
tions pour A > 0. Les conditions (10) sont donc nécessaires et suffisantes pour
que la valence de R soit au plus égale 4 p.

Le cas p =1 est particuliérement intéressant. Nous mont‘rerons, dans
ce qui suit, que les condilions nécessaires el suffisantes pour I'univalence de R
engagent la suile des invarianls quadraliques I,, seulement. En effet, pour
p=1,o0na

fOL.M) <1, lim f(, M) =1, MER.
Ao
Posons

gy @) = 2 S f (o, M) do, .
E

ik
L’intégrale étant prise au sens de Lebesgue, on a

A . A
g < —> lim ¢g@) =—- a1
7L A0

T

A . ! - oo
La condition ¢ () <<~ —> A >0 est nécessaire et suffisante pour I'uni-
™

valence de R. En effet, si p > 1, on aura

lim [ (A, M) = q pour M,E G,

A0
done, en désignant par A, l'aire de G,
A=A +24, +3A, + ... 4+ p4,

lim mg (A) = A, + 2°4, + 3°4, +

Ao

.+ pRA, > A

Ainsi, on aura lim =g (1) > A, donc ¢ (1) >— pour 2 suffisamment
T

.
grand, contrairement a (11). La condition g (1) << — s’écrit

T

n+-1
n '-17

Iyt oot (1) —-f,, oo e T L)

)
~
w

A .
T G R
b1 1! 21

X

7 REPRESENTATION ANALYTIQUE DES REGIONS DU PLAN 287

Cette condition peut étre traitée comme nous venons de le faire pour
(9). On a
2 }ﬂ ?Zn
g () = Al —-‘-—I il A PRI S T
TR T @y e

zn +1 —
- 55 J"“ e 2 dw L do,
7tz (2n) !

et ¢ (x) << — nous donne
T
‘4 2 2 -\3 -\21?
SRR el e R S
T 1! 21 2n —1)! (13)

— < AL +eo,n=1,2,...

Ces conditions sont nécessaires et suffisantes pour l'univalence de R, et

; . ] . " : . - 1
Pon voit qu’elles ne font intervenir que les invariants I,. Posons A —= 5 ,
6 représentant le diamétre de R. On sait que I'on a

7 W
8 =lim | 1,.
N=p 00
Avec
1 cr T 2n -{—_2
Tn = SS (ul—‘ dw, dwy = ——— I,
fl A3
les conditions (13) deviennent
L) ot 7 e
HH R S AR 1 R e S N e e (14)
A 11 21 (9n —1)! '

ou les 7, sont des grandeurs homogénes de degré zéro, donc invariantes par
déplacement et homoLhetw dans le plan de R.

On transforme (14) en une suite infinie d’inégalités, chacune sous forme
finie, nécessaires et suffisantes pour I'univalence de R. En effet, pour que les
conditions (14) soient satisfaites il faut et il suffit que

] I_,,
L R R | 72,,_1_;)(11 >0, n=1,2,...
2n—1)!

SO TPOP (

quel que soit le polynome P (f). C’est une forme quadratique par rapport aux
coefficients de ce polynome, forme qui doit étre positive. On obtient ainsi

o b P
=00 s g =000 (15)

[_l

o

Py P

EJ‘U oo 0: as == Os

Ulnd
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avec .
7d” Ll e (0
- L — 1)k o e
(.Lu——V![A i h:1( ) ( % ) R 1‘{
Revenons & la transformation ponctuelle (1). On a
I, :,1—-5 S 2 do, do,
T J/RJIR
1 o X(x 2 Y (¢ o (16
= ~;§ S [X (21, 92) — X(@a, y2)I° + [V (2, 1) (16)
w5 p JD

b X i .z’, Y) |
| DX, V)| | DX, Y) ey e dis

D@ w0l [ D w0

et nous pouvons conclure que I'univalence de la transformation (1) se traduit
par la suite infinie d’inégalités (15), en termes finis, faisanl intervenir les
I, seulement.

LY (2, yg)]‘z}
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SUR LA STRUCTURE DES CONDITIONS D’UNIVALENCE
D’UNE FONCTION HOLOMORPHE DANS UN CERCLE

PAR
G. CALUGAREANU (Cluj)

(Communication aw Congrés des mathématiciens roumains, Bucarest, mar-juin 1956)

Le probleme des fonctions univalentes dans un domaine & frontitre circulaire
est, parmi les problémes spéeiaux concernant les fonctions analytiques, I'un de
ceux qui ont suscité de nombreuses recherches dans les 30 dernidres anmées. Ce
probleme se pose de deux manibres équivalentes, en partant de Iune ou Lautre
des définitions suivantes:

L. Appelons S la classe des fonetions holomorphes et univalentes dans le cercle-
unité, dont le développement est de la forme

'P(Z) *'Zﬁ»(rz Zz—l— +(5nzra+__.

IT. Appelons X la classe des fonctions holomorphes 3 extérienr du cercle-
unité, en exeeptant le point co qui est un péle simple, univalentes pour |z|>1
et de la forme

. ) =z -
2

On passe de § & X, ou inversement, par des transformations simples, ce qui
permet de se borner & I'étude de I'une de ces deux classes. Les propriétés de ces
fonctions, connues aujourd’hui, sont assez diverses et assez nombreuses.

Nous voulons indiquer ici des considérations qui ont permis d’éerire les condi-
tions nécessaires et suffisantes que doivent vérifier les coefficients o, pour que f (2)
appartienne & la classe 2. Le probléme correspondant pour la classe S se ramene
au précédent, en posant par exemple '

Gﬁ

g g e
zn

(@) =

;)

Le premier résultat remarquable concernant les coefficients «, d’une fonction
de la classe X fut le théordme de I'aire de L. Bieberbach (1919), qui §’expri-
me par I'inégalité

o0

2> nlan 2L 1. (1)

n=1




