2

ir_ue la frontiére de ce continu corresponde aux fonctions
es co;dmous (4) deviennent toutes des Goalitéy
Remarquons encore g s conditions (4) ge rédui
L ik é S flu.me que les conditions (4) se réduisent toutes i des
galltes rationnelles en termes finis pour des fonctions de 1la forme

J pour lesquelles

R

"

flo) =24 2p 4

I

n

® |
]

ks

qui _;ou’ei ici le rdle des polynémes univalents de la classe .

B IcJI gt}l,ﬁct ?ﬁst foirlfztlgnm de cette forme 2 P'aide des inégalités (4) pré-
sente ‘mteret, c¢tant donnée la possibilité d’approcher uniformément
ii_; llzud‘e de L}alles fonctions toutes les autres fonctions de la classe 3.
Q]_g.zglj?,dlx)(}m 1{_-(:2‘1'11{].]1?1', flezrpromé{ne sui\'-in;nfr‘: Peut-on déterminer des
anses de lonetions, appartenant a S ou &4 X, dépendant de N parame-
tres, exprimables en termes finis, ot pour lesquelles les conditions néces-
saires et suffisantes d’univalence se réduisent 3 un nombre fini d’inéga-
ités en termes finis, reliant ces parametres ? J i
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Astron. och Fisilk

I'INTEGRALE DE GAUSS ET I’ANALYSE DES N(EUDS
TRIDIMENSIONNELS

(Rev, Roum. Math. Pures et Appl., ¢, 1959 p. 5--20)

On doit & Gauss la découverte du premier invariant d’isotopie ?)
relatif & un enlacement de deux courbes fermées de 'espace euclidien tri-
dimensionnel. Les courbes fermées rectifiables €, et €, étant sans poinf
commun, cel invariant est donné par la double intégrale curviligne

1 1 iy —ay diyp da,)
b= I S S % — ¥ dy dys | = (2 — @) (1 — Y2 ) (21— 22)3,
™ s
G Ty | 2y — 2 dz dzg

les poip{:s M (), yl,z-,’),_ M (g, Yoy 23) 1)3:1‘(_:0111‘&1[[) les _uou.rbes ¢, et O
respectivenent. En désignant par o(M,;) une determination de l'angle
solide sous lequel on voit le contour ¢y en se plagant en M,, on trouve

gt S des( M),
47

[ veprésente la variation, divisée par 4w, de o (M,) lorsque M,
parcourt (', done I est un nombre entier. (Vest un invariant pour
toute déformation continue des courbes ¢, et (¢, pendant laquelle
¢, et C, ne se traversent jamais I’une ’autre, et cette invariance résulte
du fait que I, regardée comme fonction des lignes () et (', est continue
par vapport & C; et ', tant que r,, reste supérieur & un nombre positif
fixe, et du fait que 7 ne prend que des valeurs entiéres.

A noftre connaigsance, aucun invariant de cette nature n’a été
signalé pour une courbe fermée € unique et, afin d’en obtenir un, nous
avons songé & faire coincider ¢, et €y dans l'invariant I de Gauss. Nous
montrerons ici que l'on obtient ainsi un invariant d’isotopie attaché
3 une courbe fermée € de l'espace, et que cet invariant n’est pas banal,
c'est-a-dire qu'il n'est pas nul pour toute courbe fermée . Examinons
d’abord la double intégrale ecurviligne

| 1 g, — @ oy J_,’}
(1) 45 S o |y — wawi i | didt,
4w J T2 WA
GE @y — By By Ry |

- Deux courbes fermés de Vespace, € et €, sans points multiples, sont isolopes s’il
existe une-déformation continue de € en €, pendant laquelle la courbe déformée n'acquiert
jamais de: point mulliple, L’isotopie est une relation d’¢quivalence qui permet de partager I'en-
semble des courbes sans points multiples en closses d’isolopie qu’il s’agit de caraclériser par
une suite d'inearianls d'isolopie. Un probléme analogue se posé pour les enlacements de deux
ou plusicurs courbes fermées sans points communs deux 4 deux. On appelle noeud toule eourbe
feamiée sans points multiples. -
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prise sur la courbe fermée ¢ : z — o(t), ¥ = y(t), = = 2(1), 0 <
Y= ylt), &= <t<a
?PG }es pon‘lt.\ M () et M,(t,) parc.ogr(?nt indépendarmnent.)T’_\Tous a;dl?lef:
rons que (), y(t), #(1) ont des dérivées continues jusqu’a ordre 8, et
sont périodiques de période a, de maniére que la tangente, la cour‘bitreF
Sttia torsx%n de ¢ varient continiiment le long de cette '(_'.(?)urbe, et que
zﬁ e ](l,’guré e‘ ne plé.san’pe pas” de point multiple ou de rebroussement.
ors l'mtegrale (1) a un sens, malgré le fait que r,, s’annule en méme
perr}])s que 7, — t,. En effet, en posant ¢, — ¢ + h on trouve sous le signe
intégral, en écrivant ; Skt o

k2 .

A = ha! g e ' e o I h? i

Fo v e i 5 M R-::?-wﬂ*zﬁﬂ]“ﬂ“h-K-f'qL?:1‘:]"—}1?.},,...,

.y 2 :
P’expression

1 L2

57 — | hay L g o F7 0 il h?
h|3[8 4 h(...)pPe| - 9 “1 T @, @+ el 9 @'+

en convenant d’éerire une seule ligne du déterminant. On voit que e
gl(aﬁermlnant est de 'ordre 4 en h, pour & infiniment petit, done Ia 'fuiw?" -
A intégrer dans (1) est continue dans le carré 0 < ¢, 1. < a ;T e]}; M:s]t]
1.11l1].19. sur la dll;lugOIIlEL]p t, = #;. Aingi, J a un sens. Noil’s 2\7(3\}'1'0,11; ( u(}’; i
terprétation géométrique de J est encore lide a la variation ti’lljn )"mfd]'
sol;de. Re_.n?arquons qne la valeur de J est indépendante du sens de( 2 £
cours choisi sur C, et que, en remplacant ¢ par sa symétric ue: ar ra; e
a 1'un des plans de coordonnées, J Ehm]ge de sigl-fe. AP
Nous croyons utile de préciser un peu la détinition de I'angle solide.

f, r;?:lui ?]Deﬁcgtlgj?fl ;Pfl'il}jltiél,llecplilﬂb]e., de: l’gsl)fl,qcf et M un point’non

; ; X é spliere unité de centre M, soit T 1a projection coni-
que de C sur X, avec M comme centre, Le sens positif adopté sur ¢ i L‘I it
un sens positif sur la courbeé fermée sphérique T, courbe%ui ‘ TéR I‘L“{m |
général des points multiples. La courbe I pa.rtagé. 2 en (Ilojmailne‘; i?m( ]ﬁ31
ment connexes 0, qui sont quarrables. Attachons 3 chacun dé '('eki p’I(/_
maines un {ndlce entier, suivant une reégle [1] que 1’on ut-ilise‘ T '?_
(-.a]eql‘de P’aire orientée d'une courbe plane fermée & ’aide d'une m}iqgrr le
curviligne classique. Alors, n; étant I'indice attaché au domaine D) aire
{}_)omtnfe)' A la somme Xu; A; donne 1aire orientée de 1Ia ('()E_I’b‘ d*&l'lll(‘e
rique I', qui est aussi 'angle solide sous lequel la courbe ¢ (est' vu e‘edthpfff_
3 La régle pour le caleul des indices n, est la suivante : on attache
d’abord un indice entier n, 4 1'un des domaines D, ; ensuite,’f), é%al]‘fnn

zlgrimbfne _cor%tlgu a Dy, on a-t-ta_cl_le a D, 'indice n, - 1 si un observateur
]5 pd:r‘(.my 1,) dffm le sens positif, 'are commun aux frontiéres de Iy et
f ?_pu ¢oit Dy a sa gauche, et 1'indice n; — 1 dans le cas contraire. En
; : l I ; " g B A ). e 4
continuant de proche en proche, tous les indices #, seront déterminds
ar on voit, comme dans le cas du plan, que cette ri*g'ie n ;e%.. pa e
tradictoire. Mais, tandis ¢ ) cas d'une courbe plane, Thm dos
rad 3 8, tandis que dans le cas d’ our un '
domaines D; est pl'ivil("gié,[:\. Ha‘\:oi'r cghfiaflu(il :;I’léfelgglg?%llj;!ape?] 1‘1’11: de:
T a1 e a i g .‘ " . * 0 ! B . i ]n] 1 D !]’D t)'SI
}J’}gsl._dg_nms ;da.n.s_le cas d une courbe sphérique. 11 ‘est naturel d’attacher
dice zeéro au domaine indéfini extérieur & une courbe plane, afin d’ob
tenir une aire finie pour celle-ci. Dans ; Sherigne T
s i e b i pind' elle-ci. : a-nhl;le cas.d’une-courbe: sphérique T
) > mier mdice n; reste arbitraire. En' rémplacant # Ui
: « g ‘ ire. mplagant n, par un
autre entier nj, tous les ef indices au b e ot Dt
ry LOUs les autres indices : i de Ny, c 1'ai
; g dices augmentent'de n)— Hye,. doné Daire
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orientée de I' augmente de 4n (n; — #;). Ainsi, les diverses détermina-
tions de 1’angle solide différent entre elles par des multiples de 4.

Si A M est un arc de courbe rectifiable qui ne rencontre pas la courbe
O, on sait [2] que 'intégrale ‘

OD(M) = S dtl.s

A C

’
<
o

‘I'I’rﬁ'-y yr oyl dt

A
=

représente la variation continue de 4 & M d’une méme détermination
de U'angle solide sous lequel la courbe ¢ est vue du point M, € A M. (Vest
une fonetion de M continue dans tout 'espace, sauf aux points de C qui
est une ligne critique, et ®(M) est une fonetion multiforme qui embrasse
toutes les déterminations de P’angle solide attaché & (.

Le calcul déja fait pour J montre que @©(AM) est bien définie méme
s8i 'are A M coincide avec un are de (' (cette courbe étant supposée con-
tinue jusqu’d 'ordre 3). 11 en est de méme si I'are 4 M a son extrémité I
sur (0, les autres points de A M étant extérienrs a ¢, et la courbe AM
ayant une tangente en M, faisant un angle 0 non nul avec la tangente &
¢ au méme point. En effet, I'indice zéro marquant les valeurs prises en
M, ona xv=ua,+ha'y+ ..., & = x,+ k¥, + ..., et la fonction %
intégrer devient, en prenant pour paramétre 1'are, sur ¢ et A M,

1

AR opo B ek s N T b
[h.3 - 2 —I——‘_).]ILTE‘()H 0—%"...}3!2” 0 W o PR ylu'l I

Pk — Qht +

- (h* A—MT(]—R'_F_. . ‘"):;,':

P, §, & étant des constantes, [E| << 1, el les points de suspension désig-
nant des infiniment petits d’ordre supérieur & ceux déja éerits. En passant
aux coordonnées polaires dans le plan (h, k) on voit que l'intégrale @
existe malgré la singularité pour h = k = 0. Ainsi, lorsque le point M,
tend vers A le long de ’arc 43, Pangle solide ®(M,) tend vers une
linrite: Il est facile d’obtenir 'interprétation géométrique de cette limite.
Tragons la sphére unité de centre M, et soit I' la projection de € sur X.
Cette fois I' n’est pas une courbe fermée. (est un are de courbe sphéri-
que:joignant les points antipodes N, et N, ot la tangente & (' en M perce
Y. Le plan passant par cette tangente et la tangente en M a A4AM
coupe X suivant un grand cercle qui passe par les extrémités de I'. Com-
plétons T par le demi-cercle situé, par rapport a la tangente en M a C,
du eoté opposé & celui qui contient 'are 4 M. On obtient ainsi une courbe
sphérique fermée T'*, ayant des points de rebroussement en N, et N,.
L’aim sphérique correspondante. représente. bien lim ®(A,) - pour
My —8, Mye AM. Celte image permet de reconnaitre le caractére multi-

de ia tangente en M & (', tout en restant voisin de A.
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forme de ®(M,) autour de chaque, point de (, quand M, tourne autour
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1. Formation de Vinvariant K. Nous montrerons maintenant que,
dans les conditions de régularité déja indiquées pour la courbe €, I’ex-
Ppression :

W X @ — @,
1 1 i x
K= = e e v | b dt, = — \ ~ds
Ys Y1 — 4 by TS
i s, i Yo Y1 — Yo %
s sl . L
®] <2 & %

représente un entier qui est un invariant d’isotopie attaché & €. Ic¢i 1 ve-
présente la torsion, et s I'are sur la courbe (. Ainsi, en ajoutant la « tor-
sion intégrale» de ¢ & la double intégrale curviligne de Gauss prise sur
¢, on obtient un invariant d’isotopie attaché i C. D’ailleurs, aucun des
deux termes figurant dans K n’est un entier et ne représente, & lai seul,
un invariant.

Avec la courbe ¢ considérons encore une courbe % paralléle a @,
représentée par a* = x + ca’, y* = y + ef’y #* =2 + ey’ ol o, P,
v’ sont les cosinus directeurs de la normale principale a € en M, et ¢ un
petit nombre positif. La courbure de ¢ étant bornée, on peut choisir e,
assez petit pour que les courbes €' et C* ne se rencontrent pas guel que
so0it € €(0, ,]. Nous obtenons ¥ comme limite pour e — 0 de l'invariant;
I de Gauss correspondant™® 3 (f et O*.

Prenons comme paramétre, sur ¢ et C*, Dare - s mesuré sur ¢ i

- e - da™* =
partir d’une origine fixe. Alors i Hie( = ge A e, A et e
£

représentant la courbure et la torsion au point M (s) sur €. Soit M (s,)
un second point de €, et M*(s) le point (z*, y*, 2*) de C*. Posons
|y, ek el ok vy e B = | s e ]
e — &l — T Ty —P—8 |— —=—— | oy, 08— 0],
T 13 P LI | ML 15110y

Soient A(s — H) et B(s 4+ H) deux points de C, voising de M(s),
H > 0 étant fixe. On a

SU(L?l = S Uds, + S Uds,,

U(S, 81):

c C—4aB AB

*) Lorsque la courbure p s’annule, avee ' # 0, en un nombre fini de points * de €
(points d'inflexion), il sera nécessaire, pour que C* ‘soit une courbe fermée, de modilier la
conyention habituelle sur le sens posilif de la normale principale en M, qui cst eelui ge
la coneavilé de la projection de € dans son plan osculateur en M, En effet, au passage
par un point ot p = 0. p’ # 0, le tri¢dre de Frenet tourne brusquement de 'angle m autour
de la tangente, si 'on se maintient aux conventions classiques relalives au sens posilif de
la normale principale. Mais, si les coordonées de M ont des dérivées continucs jusqu’a Popdre
3, comme nous le supposons, on peut éviter cetle’ discontinuité en changeant le sens positif
de la normale prineipale 4 chaque passage par un peint d’inflexion de (. La courbure p(s)
étant une fonction continue périodique le long de C, ceci revient a admetlre que p(s) change
de signe a chaque passage par une valeur p = 0, p* % 0. Dans I’in tervalle [0,1) il y aura dene
-un nmombre pair de valeurs s correspondani A ces passages, et [0,1) se trouvera divisé en
un nombre fini d’intervalles partiels sur chacun desquels p(s) garde un signe constant. Dans
ces intervalles partiels, le sens de la normale principale scra alternativement celui qui est situé
dans la concavilé de €, ou son opposé, En changeant le sens habitucl de la normale prinei-
pale, on devra changer simultanément celui de la binormale, et de celte maniére le tridgdre
de Frenet variera sang discontinuilé le long de (). Le signe de p changeant en méme lemps que
celui de rTct de E: sans que la torsion 7 change de signe, on voit que les formules de Frened
restent valables sous leur forme classique, tout le long de C.
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et
Uds, —» 0, e = 0
C— AR

) ; - Y oear M*M,
uniformément par rapport & se(0, L], L = longueur de C, car M*M,
et MM, restent > & > 0 pour H fixe. Donc

S Uds, | < n, & < go(fl, 1), € (0, L].
C—A4B

Posons h = s — ¢. On a

H
S dh T .
Sl-rdb'i == s W !Cﬂ.l, UZ—'rC(fPG(.—}— To "), &y —a
M- ne.
A ATy
AB —H

On a vu que, dans Ia derniére intégrale, la fonetion a intégrer est
partout continue, done
H
| h 3 i}
c oy, w, & — || < 7, H < Hy(n).
MM}
—H
Quant a Paufre intégrale, utilisons les développements bien connus
oI 917 31 | F 3 5
x, — & = ah[l ++ h2F(R)] + o'B2V(h) + «"R3W(h),... |h| < H

@y — a(l 4 3REF 4 ') + o'R2V + hV') + &' (BW 4+ W), ..

avec
2 T pe’
T . p el =FRE) piriny S b PR
F(0)= — P‘_) R,y 7'(0) s
’ (AT R
g™ L pt’ + Tp
70) = =, W'(0) = —"—""
V(o) s (0) BY )
On a
lag, & + e(—pa + 7a’’), # — & — ca'| = oy — &, ate—(patTa )yl —
—& — ga'| 4 la; eve; @ — & — e’

et U'on trouve
e(—putta’), ;y—m — sa’'| = eh¥2V < — 3W) + 3e*h¥(F1

|ay—a, @ + 7 ’
A W) FBVW L eh¥ V' r—W') 4 *3(F' v 4+ W p)+ ehf(5FV ~ —
— VWe) +=-8(—V'W + VW) 4 ehX—-VE'7+F Ve 4+ V' Wp —

] | i T — gd | = €21 —ehiV'T
—VW'p), [, eva’’y @) — @& — ca’' | = ¢ Vr,
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i

M*M} = [ah(l + B2F) | «'(hV — ¢) + a”h3W ]2 - ...

= h* + &* — 2eh?V 4 WY2F | V2) - 1S (2 1 we),
s H .

g dh o

S= Y o et ek e n

—H

H

X S g2 ".'*l*ie}t-f +B Eéi? 2+ 0eh? +Dh? +Leth? +G el Mh®4- N ch®

[h‘l JI__ e2 — QehiV oy }54(21‘1 + Ir-_z) s h[i(l,ng + ”73).'.3“_ dh,

—H

) f i s . P s . _ ,
ot 4, B, C,..., N sont des fonctions de k quirestent bornées pour [h| <H.

I

<

BN ' 1 . - C .
Posons h = e, [t| < T =— . L’intégrale S devient, en posant e= 4 '
k2 7

T

g - Sl 1, ,
© o g AR B 4 O DR T B G M) v

/2

§= S :
SHTV {2 T2 2 g e ey qae©
Y o B ARV R
T 14 ¢ 31 4 t3) 11 4+ 12

1t.

1* A

Intre crochets en dénominatenr, les fractions - ’ :

4 1 42 ma 2
; 141 TH(1+12)
TH(1-12) e
Done, pour H suffisamment petit, H < H,, on pourra utiliser le dévelop-
pement binomial, ce qui permet d’éerire

,z‘l+_

[ {28V ¢  H}2F 4 V? HYF*® 4 W*
T SH 48 (A= 0d RLLLg8

) 4o ]'h_.l +H o(t, I),

p(f, H) restant inférieur & un nombre fixe pour 0 < ¢ < 7, H < H,.

o8 On voit que § se compose d’'un ‘terme indépendant de I, auquel
s'ajoute un autre contenant H en facteur, et que le premier tend vers
une limite pour ¢ — 0 (done 7' — - oo, H fixe), tandis que dans le second
terme le coelficient de I reste borné. Pour cela on tiendra compte des
relations , : ; : :

T y r ; T
Sﬁ vy, \ et ' vt
T R e T Tt Gl e T
= ¥ — Ve =T
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sont sous-unitaires, I', ¥ et ¥ sont bornés pour 0 <t < 7.

pour T ='4-00. On trouve'ainsi
S =2c 4 H.001)+ (), avec Y(e) - 0, e — 0.

Aiunsi, quel gue soit 5 = 0

‘ S Uds; — 21| << 2 + Hp + U(e), H << Hi(n), € < 5(n),
| ’
€

w Stant constant, ou encore

(2) S Uds; = 27+ y(8), avee |x(s)| <8, H<H,(3), < gy(3),

C
d’olt
ds*ds, 2 ' dsds,
B J"/‘ Gf,*, & — :':I"""JI = = RET 0 ry — +
S SJHM? ity S S i
G OCF ¢ G
- 2 S zds + g Z(5) ds
[ C
avee

S (&) ds

C

e LA ) € (@)

Or, 'intégrale du premier membre représente, au facteur 4= pres,
le coefficient d’enlacement des courbes ¢ et ¢, qui n'ont pas de point
commun pour = suffisamment petit. Le premier membre reste done cons-
tant pour z<(0, g;) avee e, suffisamment petit, et il en résulte que

S 7(8)ds = 0,

).
done

ds*ds ] l. dsds, ‘ : =
(3) S S ——L |y, &, 1 —aF| = S S ——— |y, o, #—® [-[28 tds= 4n K
MMz : MM ’

G G* y ‘C C e

pour = < gy Aingi, K est un nombre entier.

La méme relation (3) montre le caractére invariant de I pour toute
défornation continue de la courbe €' pendant laquelle (' ne se {raverse
pas elle-méme, les éléments différentiels jusqu’au froisicime ordre variant
continiiment. Pour de telles déformations, 'intégrale du premier membre
de (3) varie continimernt, et comme ses valeurs ne peuvent étre que des
multiples de. 47, il en résulte son invariance, et celle de I(.
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2. Application d'une méthode variationnelle. Nous retrouverons ce
résultat en montrant directement que la variation 3K est nulle pour toute
déformation de ¢ en une courbe isotope & (. Les courbes fermées sans
point multiple €' et € sont isotopes 8'il existe une famille de déformations
dépendant d’un parameétre ae (0,1

(4) X=a+o, N, Y =y+ dt A), Z =2+ x(t X

¢ étant le paramatre sur la courbe €, o, ¢, ¥ des fonctions périodiques de

t, de période a, continues jusqu'sy l'ordre 3, de manidre que o(f, 0) =

= J(t, 0) = x(t, 0) = 0, tandis que pour » = 1, (X, Y, Z) représente la

courbe C, et que pour aucun e [0,1] la courbe (X, Y, Z) ne posséde des
. : o X ol .4

points multiples. En posant §x = El—f ,- .-, 0L peul écrire, pour toute

d o

fonction ®(z, y, 2) continue jusqu’ 'ordre 3 et pour A infiniment petit,
E - )\3 5 - .

O(X, Y, 7) = O(w,y,2) + 23O - g 3 ® 4 ... Il nous suffira de

[y
<

montrer que 'on a 3/ = 0 pour toute déformation du type (4). On a

@y — g+ A S, — darg) 4 . ..

S diydt,
J A NS 3 L = PANDT. . o i
| 2 U e i (Pt A872,) 2
ey 1By -
[ ISJ—S.I:Z! i — &, ry — @y
¥ 1 (
) = SS E ay T day =+ & | =
©e e v, Swy |
Ly s
3 3y
") (T Y '_’g" ditydés,
] 12

en convenant d’éerire la premiere colonne seulement,pour chague déter-
minant. Cette intégrale a un sens, car, pour {, — ¢, - k, le coeflicient de

1 i 1 . .

=5 est de l'ordre de h?, et celui de & est de l'ordre de 1%, ce que 1'on voib
tig T2
en écrivant a,—a, ++ hay ..., 32, = 3=, + k32 4 ... Nous transfor-

merons 8/ en utilisant 'identité

da, —8.‘:12; X — Ty Ty — By &y — iy
1 3 3}
12
e oy Wil | =7 o W SEp. —_—
== - bl 5 dai | &y o ¥y pr
12 = fl
& 124 day | 8
w4 By — By |yl Yy « d 3xq— S|y ¥y — M
LS s N e I i 0 T
dt, " A 2 By di, g | &2 %3 — 2

olt le signe X se référe aux termes analogues, én 3y, — 8y, 32, — 8z,
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L’intégrale 8J est étendue au carré @ : 0 <1, < @, 0 < iy < a. s]*)n
tenant compte de la périodicité, on peut remplacer ¢ par le parallelo-
gramme w:0 <, <a,t <1, <1+ o Intégrons @ dans le parallélo-
gramme plus petit 0 <ty <a, b+ o <, S th +a—H, ;yuquel‘
on peut appliquer la formule de Green. On a, lintégrale &/ ayant un sens

3 = SS ddt,dty - O(H ).

7

On trouve, toujours en tenant compte de la périodicité,

a . i (e o)
bazai, — S 8 2[ 3,32y |1 1 — Walb = b HH | g |
) rie g — & = t}._HI
7 {
_;_S ¥ [:E2 _ﬁl P2 Y2 — W itz =1 +H] -
p 'rilz :-; 552 — 2y f"Z = tl '—}?
_S LBy — Bay Yy — yi¥ys — it =1 +H'dt1 i
) 7y 2o el s [, = m—H
v At PTH ._-',f_ill'h--:}l
= s S}—lﬁl—] v fiyy" + hiyi dt, —
|h|%® kst + ... ks he—n
= — 2 S( E pyai’ 8ay) At + 0(H)
(1]
d’on
SS Odi, dty, — — ZS plo' da'+ B 8y 4" 8') dt - O(H).
b C
Poar H — 0 on obtient
(5) S = — BS p(a'’ 8o -+ P8B4 y"'dy)ds.

G

Calculons maintenant

SS Tds :S dtds -+ <3 ds.
C C
On simplifie le calcul en remarquant que I'on peut se restreindre &
considérer seulement des déformations «isométrigues » de O, telles que
dds = 0, sans perdre la généralité. En effet, C étant une déformée isotope
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¥y o a s . % 3 . =] =
de €, une homothétie permet de transformer @ en une courbe € de méme
£ W ] S = : 4 -
}éongugm que €, évidemment isotope & ¢, dont la torsion intégrale: sera
gale a celle de €. On peut méme supposer que les courbes ¢ et ( se corres

pondept par égalité des arcs, donc 8s — 0 e § ds — 0.
On a L ;
Z o 80’_ = ZO’.’ 80’_" == _)_:0{_” 8:{” == O’

a2z "

[~

St — ¥

pa'=a'8p 4 pda’,

ds?
aw:u = (8‘,.’;!1)1 : "J.’Sp’ + PJ 3(11 _17 (790£ + Tcx”}gp _,_ PS(* pd_—{— Ta”} o

= a'8p" 4 p'da’ — Zpadp— p¥at p-’.S:f.”—f‘(_pS_r—{—Tap) e

d’olt
™ IRy o , = ;
3p = Xa'dx”, pdt+t t3p = Ta" B’ — p' La""8a" + pXa' e,
il
3 *_a Yia" 8 — v Za”’ 3o,
(6)
™ (] LY ’ al rr
:—1- 2o 80’ - pXa jde
s

On a done

d Slren e "og
SS tds = S(‘T; Yo' '8a" + pZa bo:) ds = S pla” 8o + B3P +3v" 3y) ds,
¢ &

8 + 25\ wds = 0, 3K — 0,

O™y

ce qui prouve linvariance de K.

; 3. Inlerprétation géométrique de K. Nous avons construit I'invariant
I en employant une courbe C* paralléle & ¢, représentée par M* —
=M + en, ol 7 est le vecteur unitaire dirigé suivant la normale prin-
cipale & € au point M. Soit AM un arc de ¢ et A* M* 1’arc correspondant
de C*. Nos calculs montrent que, pour e — 0,

{ ds*ds; o " ds ds
S M*——ﬂﬂ |etq, :x*, @ —a*| - S g :ﬁ | ey, oy :UlmmJ+ZS tds= (s).

A°M*® C AM TC AT

Les intégrales

ds*ds, ds*ds
S S M*ﬁ*Mi loyy o*, & — a*|, S S -—M*M} oy, a*, @] — a*|

44° ¢ MM €
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i

étant infiniment petites en méme temps que e, on peut. éerire, P étant
un point choisi gur A* M*, en omettant d’éerire toujours la méme fone-
tion & intégrer,

(1) 2eivs QM_,S SR A R

AA*P C PM*M C PM*M C PA*A €

En effet, donnons & ¢ un petite valeur g,, et soit ¢’ << g. A ¢’ correspond
une courbe €', paralléle & O, et 'on a

Qs) =lim S S = lim[ s S I S S ]
=0 ef 50
Ad'M'M C AATM'M C A A MM AT C
car la derniére intégrale double est nulle, puisqu’elle représente le coeffi-
cient d’enlacement de € avec une courbe fermée engendrée par deux
courbes paralleles {rés rapprochées de €. Cela s’éerit

Q(s) = Llim — + .
ef =0
AN AP MMM C AA*P C PM*MC

Ainsi, la formule (7) est établie. Or, nous avons vu gue

ds*ds, )
e gy, &', & — a*
S Sfli’i‘ﬂf Lot |

PM*M C

représente 1'angle solide aufoscope, sous lequel la courbe € est vue de
son point M, correspondant a l'aire sphérique définie par la projection
conique T" de € sur la sphere unité X de centre M, complétée par le de-
mi-cerele situé dans le plan osculateur a ¢ en M, qui forme avec I’
deux points de rebroussement sur X. En désignant par «/(s) cet angle
solide, on a done

O(s) — #(s) — #(0), 8 = are AM

la détermination de <7(s) étant suivie par continuité le long de AM.
QL) = 47K n’est que la variation de ##(s) le long de €, done

AnK — st(L) — (0),

ce qui nous fournit une interprétation géométrique de J.

Quoique la fonetion 7(8) ne soit pas, elle-méme, invariante par iso-
topie, elle fournit un invariant d’isotopie, qui est sa variation le long de
O: [#(8)]g = 4nK. On se demande si 1'étude de V’allure de £/(s) dans
P’intervalle (0, L] ne permettrait d’en déduire d’autres invariants d’iso-
topie de €. Par la méthode variationnelle on trouve les formules

ds
S\ ds\=— 2= |y, 0 73 — @] = —2 «'’8a-t- B3P+ v Sy)ds
S \sipr s & — Sp( 8736+ v 8y) ds,
A C AM
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3 S rds = [ X" 8o M 4L S pla’ da B33 4 Y 8y)ds,

(&) AM

ds— 2[ o' 3o’ 12,

ds
27+ g_— L oy @, @)

4. Cas dun contour polygonal. Nous avons supposé plus haut que
la tangente & €, la courbure p et Ia torsion r, varient continfiment le long
de €. Voyons ce qui arrive lorsque la tangente, la courbure ou la torsion
font des sauts en nombre fini. -

Un saul de la tangente est caractérisé par la présence d'un point
anguleux A, sur ¢/, sans que le plan osculateur cesse de varier conti-
ntument au voisinage de M. Les deux demi-tangentes 3 (! en M, pereent
la spére unité de centre 47, en deux points N, et N, qui ne sont plus des
antipodes. Mais la trace du plan osculateur sur cette sphére tendant
vers une méme position limite lorsque M, tend vers 8, d’un cdté ou de
Pautre, on voit que dans ce eas U'angle solide Q(s), construil comme nous
I'avons indigué, n’éprouve ancune discontinuité au passage par M, Un
saut de courbure en M,, accompagné ou non d'un saut de la tangente,
reste aussi sans effet sur la continuité de Q(s) en 2.

Mais il n’en est plus ainsi lorsque la torsion fait vu saul en M.
En supposant que la tangente varie continfiment au voisinage de M,
les points ¥, et N, seront des antipodes, mais la trace du plan oseulateur
sur la sphére unité ne tend pas vers la méme position-limite, suivant que
M, — M, par 'un ou 'autre edté. Le saut de Q(s) sera visiblement donné
par 'aire d’un fuseau sphérique déterminé par les deux plans osculateurs
a O en M,

Ces remarques nous permetient le calecul de invariant K lorsque
C est un contour polygonal. Sur chaque coté A:d:,, de ¢ prenons un
point arbitraire p.. Nous admettrens que le plan osculateur & ¢ en chaque
point du contour p; A p:coincide avec le plan de ces trois points, et ceci
pour chagque 7. Les sommets de ¢ n'introduisent done aucun saut pour
€}(s), et 'on aura en p; un saut de la torsion, mesuré par o; — angle des
]_.)lﬂ.[lﬁ Ag_gﬂi—lfli; —Ai—lATAf-H-

Il nous reste &4 montrer de quelle maniére nous avons conduit le
caleul pour nous convainere que I n'est pas identiquement nul. Le calcul
effectif de K, avec une approximation inférieure & 1/2 serait suffisant,
puisque sa valeur est un entier. Mais ce caleul étant des plus laborieux,
méme pour les courbes unicursales les plus simples, non isctopes & un
cercle, nous avons préféré recourir & une représentation du neud par un
contour polygonal fermé. Le calcul de I est alors possible exactement.
Ceci revient au caleul de Uintégrale de Gauss lorsque M, et M, déerivent
respectivement deux segments rectilignes dirigés, A B et ¢D. Examinons
donc D'intégrale

1 2 A
Lipep = =7 (M, M, . [ds, ds,]).
inép
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Posons a= AB, b= (D, ¢ = AC, M, — A + 84, M, = C+ tb;
8, te[0,1].

S o) %
On o MM, —=¢ —sa + b, et

11EE 11
1 = e (7 ds
7 AN (T B, Basts — @B AL 2L
ML U

00 i 00

M, M, = c? 4 as® - b%® — 2sac + 2ube — 2siab — as® 4 b2 —
—2abst cosy — 2acs cosP 4 2bet cosa 4 ¢ = P(s, 1)
en désignant par a, b, ¢ les longneurs des vecteurs «, 5; ¢ et en posant
ab = abcosy, b¢ = becos a, 64 = ca cos B.

On trouve comme fonetion primitive

de di 9 iy 4 Sy
(s, 1) = \\ ——— = —arctg — [(L — cosy)(as4 bt — | P(s, 1)) +
ik SS s, npr v e v)(as V E(s, 1) -

-+ ¢(cos a — cos B) ]

U

e ’
o L ud8dtc PYE
le caleul de I. Remarquons que l’expression entre crochets ne devi-
ent jamais infinie pour s, % e [0, 1]. On peut done toujours prendre pour

b x:
et —. On tro-

avec V =abc¢, |V| = aber. On a, en effet, ce qui permet

pour arctg sa détermination principale, comprise entre —

uve ainsi les formules suivantes, néeessaires pour le calecul effectit de I,
% |

P 0 e . 1
- L5 D§ = arctg —- — arctgF — aretg I/_ —+.arctg ;

.

(8) :

LI |

avec :
= ab[(1 — cos y)(@ + b —Jd) + c(cos « — cos B)] = a.b¢ — b.a¢ -
+ (@ 4+ b — d)(ab — @b),
Q = ab[(1 — cosy)(b — f) 4 ¢(cos & — cos B)] =a. b¢ — b. a¢
+ (b — f)ab — @b),
R = ab[(1 — cos v)(@ — €) + o(cos @ — cos B)] = asbd — b.G6 +
+ (a — e)(ab — ab),
8 = ab[(1 — cos y) (—e) + e(cos &« — cosP)] ="a. be—b.4¢ — c(ab—ab), |
d= BD, e= B0, f= AD.
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La formule (8) suffit pour calculer K dans le cas d’un contour poly.

gonal, puisque le caleul des sauts o, de la torsion est immédiat. La formule.

(8) peut servir également pour calculer I'intégrale de Gauss relative 3 un
enlacement de deux contours polygonaux sans point commun. Dans ce
dernier cas on n’aura aucune correction i apporter par suite de existence
des sommets.

5. Linvaraint K n'est pas identiquement nul. Nous avons effectué
ce caleul pour le neeud en tréfle de la figure, les coordonnées des sommets
étant

Ny A(2, 0, 0) B(O, 2, k)

0(—=1, — V3,00 D3, —1, k)

K(—1, /3, 0) F(— V3, -1, k),
.k étant un paramétre positif, représentant
A4 la hauteur des points B, D, I' au-dessus du

- plan des sommets 4, ¢, K. La valeur posi-
tive attribuée & k sera visiblement sang in-
I v fluence sur la valeur de notre invariant, la

: clagse d’isotopie du neud considéré étant la
méme pour tout k& > 0. Il suffit de caleuler,
par les formules que nous venons d’indiquer,

Lan,nmy Laspry Iooppet Pon a 4nd = 61 4 pr + 61,5 5 + 61 sc, pi-

On trouve :
1. Pour I,pps. Posons, afin d’appliquer (8)

a(—2,2, k), b(—1 — V3,1 +V3, —k), 4(J3 — 2, —1, k).

¥

On trouve apres caleul

P=@+WETF + 2+ 8 — 23 |5 1 1y 43 +

+ (4 — k2 + 4V3) |8 + k— 4B — |/(2 + 8)(k L 16%* + 16),
Q=(6+4Y3) V8K — (64 2//3) /8 + k2t 4/3 +

+ 24 + 8/3 — 23k — 2Y3 /(8 + k(8 + K2 + 4)3),
R= —(6+4/3) Y8+ # + (6 + 2J3)/8 + k*+ 4/3 +

+ 24 + 8/3 — 2Y3k* — 23|/ (8 + k28 + k2 + 4)/3),
B=—@+ 8T — @2+ % —2/3) |8+ &+ 43+

+ (4 — k2 + 438 + 12 —4f3 — V(&2 + 8)(k* + 16k2 + 16),
V — 6k.
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2. Pour [ ,;zp on pose
E(“n, 2’ L:)’ E(l A7 V'gi =1 V-S! 7‘); ?(—37 V-S_y O)
el l'or, trouve

P=12(—2/3 + V83, Q = —12]/8 ke 413,

R= —12 |8 + k> —4)3, § = —1202f3 + V8 F &), V = —12k
3. Pour Iz pz on pose _ o
By, =9 =3 — k) B(—d—<f3p0 418, —K), 43, —3, 0)
et Uon trouve

P36 _24f3 4 (12 + 6V3) /5 + £ 45,

g = —(1% 6{3) Vs + 2— )3, B'S —(12 4L 6)3) /8 F &5
§ = —36 — 24)3}— (12 4 6f/3) |/8 + k*+ 4f3, V = 6k.
Il est avantageux de changer de notations en posant
2 =VEF8 X=|a4+ 43, Y= |22 43 avec = > 2)2.
Reste & faire la somme des termes suivants

T, —arctg 65 [—62—2(3 + V3)X+ 4(3+V3) ¥ +2°+ Xa?—Ya?— X V7],

T,—arctg — [60+2(3 + DX +4(3+ V3)Y —2%—Xa?—Ya? — X V],
B © 6k

T,— — arctg 517 [(34+2)3)z—(3+ V3) X +12(1+ V3) — VBa(z + X)],
. et ;

Te=r arctg; [ (3 + 2 VB3 V3T +12(1+ V3) — Valo+ X)),
B ¥

‘ 1 i i ' 3
T, —arctg L. (2)/3—=z), T, = arctg i (2/3+m), T, = —&mtg—}; ’
] i; #
1 o < o
Ty= —arctg ]X, Ty = — arctg [2(3-F2 [3)=(2 V)X,
; = ik 243
Lo == — arctg]i [2(3+2 J3)+(2+V3)X], Tu= a.rctg_‘Fk_V_ Y,
[

243
T12: aI‘Ctg '_—l;‘;L L2
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On trouve sans peine

fral m }zyll: 1]A‘

B its Ty o e PO e e, Pt Y LS L R kT

ok L3 Vsai_z gy ot TuT AL
d’olr

I+ 1y - Ty + T, = 0(mod =)
D’une maniére analogue, en calculant
Ty+ Ty To+ Ty Ty T, on trouve
Ts+ Ty + T+ Ty + To+ Tyo =0 (mod x).
Quant aux termes 7', | 7,, ils sont compensds par la correction
due aux sauts du plan osculateur. En désignant par % (4BC, BOD)

Pangle des plans 4 BC et BOD, ces corrections sont « — + ABC. BOD
et B = % (BCD, CDE), et l'on trouve (4BC, BOD)

a = aretg - J—gﬁ’—, B = arctg MTA'L —
4 + 23 V8a> 8-+ 4)3
d’oll
2T; = —a, 2T, = B

Aingi, on a

12
L] 27— a+tP= 2= I 4 pp-+ L as.er4-1pe pre= %thf
d’'ol
K = 3.

On trouve la valeur 2n pour la premiére somme en prenant k =1
et en calculant les T & une minute prés.

Ceci prouve que 'invariant K n’est pas identiquement nul.

Un caleul analogue permet le caleul de K pour les classes de nauds
les plus simples dont le tableau a été dressé par Alexander et Briggs [3]
en chercl;ant pour chaque classe un modéle polygonal aussi a,vantageu'x,'
que possible au point de vue caleul, c’est-a~-dire un contour polygonal
pour lequel le nombre d’intégrales I,5cp# caleuler sera minimum. On
choisira, & cette fin, des contours & symétrie de rotation, ou par rapport
@ un plan. Il y a lieu deremarquer que I ap,cp €8t nulle lorsque les cotés
AB et OD sont dans un méme plan.

I’invariant K, que nous venons de signaler, serait le premier terme
d’une suite infinie d’invariants d’isotopie attachée toute courbe fermée
de D’espace, qui devrait caractériser la classe d’isotopie de cette courbe,
suite qui reste encore inconnue. D’ailleurs, le probléme se pose également
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pout un enlacement de deux courbes, car I'invariant de Gaurs ne saurait
suffire pour caractériger les diverses classes d’enlacements, classer en
nombre infini. Pour les enlacements de trois ou plusieurs courbes, aucun
invariant de nature intégrale n’est connu. Il nous semble possible que de
tels invariants puissent étre déduits dela fonction spatiale £(s) définie
plus haunt (il y a 4 fonctions spatiales attachées & un enlacement de deux
courbes).
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