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H30 -
3O0TEPMO-COIIPSDKEHHBIE CETH HA JIMHEMYATBIX TOBEPXHOCTSIX
(Kparxoe comepxanue)

S ) 0 OHOHOH JmHeffuaToil
P YUKa CONpAMEHHBIX ceTell, TOCTPOEHHOTO Ha com enoh Co e
PAXEeHHOll ceTn, npencrag.

JIeHHO
- I:;_rgmimggggnﬁagpec:rg,ﬁ pzzl;fo}OTCH KacaTeNnbHEIMU K OaH
A LYIO NpAMYIO
:ggni(;glcxzéﬁib;acaregbuue TJIOCKOCTH K KgHyc]gr (1(" 39.) ‘0
e omer OCbK B(é ) B Ay, a mpyras xacaTempholi x
e HmHHEﬁqaangara, ACCOLHHPOBAHHYIO ¢ OAHOI
ek '.r'cm;3 nosepxHocTH. CONpsizKeHHble ceTH
ClaR Ll i (8), sBasercs COMpAKEHHOH JHHelY
PMO-CONMPSIKEHHBLIMH  CETsM,

Comepmamyo Touky Ap MOKHO
AHd M3 HUX SABJNAETCH KAcaTedb.
(') Bmoae opmmoi npaMoii (8)
CONPAMXKEHHOH CeThIo, HaXOH,H:
A KOTOPBIX KOHIPYEHTHOCTE
aTon noBepxsoctH (S), ABASL

LES RESEAUX ISOTHERMES-CONJUGUES SITUES SUR
DES SURFACES REGLEES

(Résumé)

Les plans osculateurs i
gy 1 en un point 4, d'une surface réglée (S i i
G = dt;n%}liﬁs :::;)nstrmt sur un réseau donné comme rgéseafl Aea ;x el
¢ classe (T"). Par la génératrice rectiligne de (S) quia;ea.s:: ]11: ta;gents e
ar 4, on peut

mener deux PIE.]IS tang sa 1 ( P.
a5
1 ent. u cone I ) und eux est le plan t&ﬂgeﬂ.t a (5) an POIIlt Aetl autre

OMy H TOMY JKe KOHycy

DESPRE OVALE PE BAZA ECUATIILOR LOR INTRINSECI

de
EUGEN GERGELY

Este cunoscut ci o curbi plani este datd univoc (ficind abstractie
de miscérile in plan), dacd ddm curbura sa ca functie de lungimea arcului,
adici functia K = K(s), unde K este curbura curbei, iar s lungimea ar-
cului. K = K(s) este numiti ecuatia intrinsecd a curbei.

Caracterizarea diferitelor clase de curbe prin condifii impuse ecuatijei
intrinseci, este pufin studiata. fn cele ce urmeazi vom studia ecuatia
intrinseci a ovalelor si a unei familii de ovale din acest punct de vedere.

Fje intr-un sistem ortogonal de coordonate

x = x(s), ¥y = y(s)

ecuatia parametricd a unei curbe plane, unde parametrul S este lungimea
de arc. Se stie ci functiile x(s), y(s), K(s) sint legate prin sistemul de ecuatii

diferentiale
' = —K(s)y', v’ = K(s)%'. (1)
Sint deasemenea cunoscute formulele
A ‘ s s
w(s) = S cos f(u)du, y(s) = S sin f(u)da, i(s) = [ K (wydu  (2)
0 0 0

pentru curbele tangente in originea axei x. Formulele (2) se obfin usor
din definitia curburei. Aceste formule permit calculul ecuatiilor parametrice
ale curbei cind se di functia K(s). Pentru aceasta este suficient s presu-
punem ci funcfia K(s) este integrabild.

1. Vom da intii solufia generald a sistemului de ecualii diferentiale
(1) si vom regési in particular, pe aceasti cale, ecuatiile (2) (fird comsi-
deratii geometrice directe). Aici insd facem ipoteza restrictivd cd functia
dati K(s) are derivati continud.

Obtinem din (1) cd atit x(s) cit si ¥(s) verifici ecuatia diferentiala

Kx'" — K'x" + Ka-x’ =0 (3)
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Tgt_roducind funcfia 2(s) = #'(s), problema revine la rezolvares

ecuatiei
K(s)2'"(s) — K'(s)2'(s) + K3(s)z(s) = 0 (4)

care in forma autoadjuncti

d :4_1M ds - L
ds K(s) ds) dals) = 0

devine prin substitutia

Solufia generali a ecuatiei (4) este

s §
als) = Csin j K(u)du + C, cos ug K(it)du.
0 0
§i din aceasta obfinem solutia ecuatiei (3)

i) = Cl‘!. [sin §K(u)du]dv + Czj [cos S K(u)duldy + (5)
A

Luind x(s) si ¥(s) ca doust solutii linear inde e
; : : | 1 pendente ale ccuatiei (5)
care indeplinesc (1), si conditia x'2 Sl b p i ) :
S e t + , obfinem in forma parame-
%= x(s), v = y(s)

Este usor de demonstrat ci futr-un sistem ortogonal de coordonate
t(\?atg aceste curbe integrale (5), sint congruente la migcirile planului 5
cd K(s) este curbura lor dati de definitia geometrici obisnuits.

®

2. Ne restringem la ovalele definite ca curbe inchise, convexe care au
in fiecare punct o tangenti bine definitd, care variazi continuu La ovalul
as_stfel czefmit, curbura K(s) nueste in general o functie continuu derivabild
nici macar continud. S3 luim de exemplu ovalul care consts dintr-un
semicerc si dintr-o semielipsa ; in punctul de racordare al acestora, K(s)
nu este in general continu, are un salt. Punctele de acest fel, pot si formeze
la o curba, o multime numerabild de puncte. !

Vom presupune ci curbura K(s) este o functie integrabild. Este cunos-
cut cd existd curbe algebrice de orice ordin, cu ramuri ovale, adjci unele
parti reale curbej sint ovale. Calculind pentru curbele acestea K(s), care
in general este o functie foarte complicatd, definitd sau pentru toate va-
lorile variabilei s, sau numaj pentru anumite intervale si dindu-se numaj

3 Despre ovale pe baza ecuatiilor lor intrinseci Y 177

pentru anumite intervale partile reale ale curbei, vedem ci relatiile intre
functiile K(s) si ovale, sint foarte multiple.

Dacd functia K(s) este definitd in intervalul s; < s < s,, K(sy) = K(s,),
si in acest interval K(s) este funcfia de curburd a unui oval $i daci pre-
lungim definifia functiei K(s) ca funcfie periodicd cu pericada S =5, —s,,
K(s + S) = K(s) pentru toate valorile reale ale variabilei s, atunci primim
ovalul definit de K(s) initial, repetindu-se de o infinitate de ori. Daci in
schimb, — cum am amintit mai inainte — K(s) este dat ca mai inainte, ca
o funcfie definitd pe axa intreagd s sau pe un interval al axei, atunci pri-
mim o curbd generald care eventual alcituieste una sau mai multe ovale,
dar acestea in general nu sint congruente.

#

3. La un oval, funcfia K = K(s) are un semn constant, de exemplu
K(s) > 0. Tinind seama de ecuatiile (2), rezultd ca f(s) este o funcfie mono-
ton crescitoare. Deoarece un oval este o curba inchisa, fird puncte mul-
tiple, din ecuatiile (2) rezultd ci existd o valoare S astfel ca

§ = mg §
Séos Fu)du = S sin f(u)du = 0
0 [}

iar dacd 0 < s < S, atunci

5 2 s \2 s
Scos fu)du | + S sin f (u)du | =0si SK(S)(ZS — /(8= 2
0 i 0 0

Se vede foarte ugor cd aceste conditii sint si suficiente.
Astfel am demonstrat teorema urmitoare :

TEOREMA 1. Fie K(s) > 0 o [unclie integrabild pe intervalul
s

[0, 8] s [is) = jK(u)dﬂ. Conditiile urmdtoare sini necesare si suficiente
0

pentvu ca ecuatia K = K(s) sd fie ecuatia intyinsecd a unui oval tangent
in origine la axa x:

] S
1) S cos f{ut)du = S sin f(u)du =0,
0 0
5 2 ~ 2
2) Scos Flu)du | + S sin f(u)du | 3£0, 0 < x<S.
0 (]
3) £(S) = 2.

12 — Babeg—Bolyal: Matematici
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Observatie. Dacid functia K=K(s) ain i
' d unc = genereaza in intervalul [s, s,
un oval, atunei cu o translatie a variabilei s, functia K(s) este transf[o;‘rrlsé]
bild la forma folositd in teorema I. '

#

4. Din definitia curburei K(s) rezulti ci /(s) =& i
. 1 _ =4, unde 9 este unghiul
format de tangenta (cu direcfia pozitivd) si de axa x pozitivi 1
La un oval, K(s) fiind pozitiv, /(s) este o functie mq a0
3 1L, ; ctie monoton cr t
si astfel ecuafia § = f(s) se rezolvd univoc in raport cu s YaE

s = 0(9)
unde si funcfia ®(9) este o functie monotoni. Astfel
K(s) = K[D(8)] = K(9) ;

aici curbura este exprimati in functie de unghiul §.

: Sd fie in cele ce urmeazi h(9) distanta de la originea 0 a sistemuluj
e cogr::lonate la tangenta ovalului care formeazi cu axa pozitivd x unghiul
9, adici functia de Sprijin a curbei. Atunci, cum este cunoscut h(9) satis-
face urmétoarea ecuatie diferentiald ’
1

L= = 401 &), (6)

Dacd este datd ecuatia intrinseci K — K(s atunci cunoast i
functiile K(8) si L(9) si solufia generald a ecuzstzéi (1) este iginad
o o
h(9)=C, cos 9 + C, sin 9 -+ sin 9 SL(%}COSM du —cosd \ L (u) sinu du (7)
0 0
La un oval L(9§) > 0 si L(8) = L(d + 2n).

Dacd ovalul dat este tangent in 0 la axa « atunci A(0 i
_ , =0 s L(0) =
= L(27). In acest caz funcfia de sprijin 2(®) va avea (fo)rma u§rmé(to)are

{ L) b
B(®) = sin g (%% 7, .o q( Sinu _ sin(® — u)
() in (5 — 1 cobﬂs = dut = S‘KW(]” (8)
Y 0

%

O clasd importantd a ovalelor este clasa ovalelor de largime constanta.

Ldrgimea ovalului intr-o directie dati este dj a
l ! istanfa celor doua tangente
paralele ale ovvalulm care sint perpendiculare pe directia dati. Lérggimea
ovalului o notdm cu d(8), unde 9 este unghiul intre directia dati si axa

pozitivd x. mind(9) este numit largimea ovaluluj
0< =2 '
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Despre ovale pe baza ecuatiilor lor intrinseci
Dacid d(#) = constant, ovalele se numesc ovale de lirgime constanti,

Pentru pozifia particulari folositd mai inainte avem

n) _ _( _sinwdu_
d{& ‘E] — W(8) — h(® + =) _§ = 9)

(am aplicat expresia (8) si citeva transformiri evidente).

Pentru ovale cu lirgime constantd, obfinem din aceasta conditi®

necesara i suficientd

X
S sin du

E(u + 1)

=constant (10)

0

pentru toate valorile 4. Am demonstrat astfel.

TrOREMA 2. Condifiile ardiate in teorema 1 si condifia (10) sini
necesare st suficiente pentru ca curba tangentd in ovigine la axa x, datd

en ecuapia intrinsecd K = K(S), sd fie un oval de ldrgime constantd.

Catedra de geometri€

OF OBAJIBHBIX HA OCHOBAHHMKE HMX BHYTPEHHHX YPABHEHHWH
(KpaTkoe comepixanne)

Ypapuenue onHoH KpuBOH paércs B BuAe
8 s
% (S)= S cos f(u)du, 9(S)= Ssin f(at) du,
0 0
s
f(8) = S ke (u) du
0

rie

K = K(S) sBasercsi BHYTPEHHMM ypaBHenuem KpHBoil, Ha ocHoBaHHH 3TOro ypaBHeHUS
nokageigaioress teopemel [ 1 11, Bupamaa npu nomomn dyukunn K =K (S) neobxomumere
H AOCTaTouHbE ycaoBu#A, ytobel K = K(S) crana BHYTPEHHHM ypaBHeHHeM 0Baja, COOT-

HOCHTEJIbHO — OJIHOIO 0BaJia NOCTOSHHOMN HIHPHHEL,
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PROBLEMES DES OVALES FONDES SUR LEURS EQUATIONS INTRINSEQUES
(Résumsé)

Dans cet article, I'équation d'une courbe est donnée sous la forme

§ §
%(s) = Scosf(u)du, y(s) = Ssin f(u)du,
0 0
- i §k(u)du ASUPRA UNOR SUPRAFETE CE INTERVIN
! IN NOMOGRAFIE

de
LASCU BAL

et k= k(S) est 'équation intrinséque de la courbe.En s’

: : 2 ¢ -En s’appuyant sur cette équation,
lm_sf fti]:égiémes I et IT qui expriment 4 l'aide de la fonction A(S) les con?ii;ons ngit:e‘:g:;ﬂ:t::
suffisantes pour que la fonction & = %(S) soit I'équation intrinséque d’un ovale, respectivement

d’un ovale de latgeur constante,

1. intr-un articol recent [2] am semnalat o clasid de suprafete ce inter-
vin in nomografie, in cadrul rezolvirii aproximative a ecuatiilor cu trei
variabile, cu ajutorul nomogramelor cu puncte aliniate formate din trei
sciri rectilinii. Aceste suprafefe sint de forma

z) = f(x) + g(¥) (1)

si generalizeazd suprafefele de translatie si rotatie.

fn acest articol voi ciuta condifii necesare si suficiente ca o supra-
fati si fie riglatd, sub o forma care si-mi permitd aplicarea lor la supra-
fetele de tipul (1). Fcuafia functionald obfinutd va fi rezolvatd in cazuri
particulare, Vom demonstra teorema :

Condifiile necesare si suficiente ca o suprafatd si fie viglatd sint
= s ‘
dN .dr =20
. (2)
d®N . dr =0,

-+ -+ : :
unde N este un vector normal la suprafatd si v este vectorul de pozifie al uniit

punct situat pe suprafatd. - :
Aceste conditii corespund proprietafii geometrice a suprafetei riglate,
cd o familie a liniilor asimptotice e formatd din generatoarele rectilinii.
Conditiile (2) sint necesave. In adevar dacd '
- =
r = r(u,v) (3)
- =
este ecuatia vectoriald a unei suprafefe si —?, versorul tangentei unei linii
S
asimptotice, intr-un punct al ei, atunci dacd linia asimptotici conside-
ratid este dreaptd avem :

g, (4)

—




