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SUR LE CAS D'INDETERMINATION DU CRITERIUM DE CONVERGENCE DE
D'ALEMBERT
(Résumé)

- <]
On envisage la série 4 termes positifs, E #,, dont le terme général tend vers zéro. On exa-
1

e Ax A — A
—»1 (#n—»c0), en partant du rapport —_ —H—M On
n " Aun Unt1 — %q
. - 1
démontre que, si & pattir d'un indice # suffisamment grand, on a— > —m (m>0),la série

mine le cas oi ).n=

o3 n
; u, est divergente. On en conclut de plus, qu'une condition nécessaire de la convergence
A
— dans le cas ol Ap>1 — est: lim inf—"— _ co.
%

n

L

OBSERVATII ASUPRA PROBLEMEI CELEI MAT BUNE
APROXIMATII INTR-UN SPATIU ABSTRACT

de
ELENA MOLDOVAN

1. Fie Cla, b] spatiul functiilor continue pe intervalul inchis [a, b)

Norma este definitd prin
i/l = max | f(x)].
xe[a, b]

S& notdm cu P, mulfimea polinoamelor de grad cel mult egal cu #.
Este bine cunoscutd formularea problemei celei mai bune aproximatii a
unei functii oarecare f(x)eC|[a, b] prin elemente ale mulfimii @,. Si no-
tdm cu &,(f) cea mai buni aproximatie a functiei f(x)eC[a, b], prin poli-
noame din @,. Avem

&u(f) = inf { max | f(x) —P(x)l]
P(x)e@" xe[a, b]
Daci se noteazd cu T,(x) polinomul de cea mai bund aproximatie de gra-
dul n, al functiei f(x)e Cla, b], atunci
max |f(x) — Tu(x) | = &a(f)
xe[a, 6]

In teoria constructivd a functiilor se demonstreazi existenta §i unici-

tatea polinomului 75,(x) pentru orice functie f(x)eC|a, b].

2. Fie
(1) xl) x2, =m0y xﬂ'f']

puncte distincte ale intervalului [, b]. Se noteazd cu L,(%,, %, . . ., %nyy; f1%)
polinomul de interpolare al lui Lagrange pe nodurile (1), corespunzitor
functiei f(«), definitd pe aceste noduri. Vom nota cu £,(f) submulfimea lii
(P, definitd astfel :
(%) fitnd o functie dati din Cla,b), La(f) este mullimea polinoamelor din
Pn, de forma L(xy, %, ..., Xny1; f|%) punctele distincte (1), fiind oare-
cari in [a,b].

Evident mulfimea _2,(f) nu este vidi si ea confine in general o infi-
nitate de elemente, afard de cazul cind f(x)e@,. In acest ultim caz .2,(f)
se reduce le un singur element.
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Observatic. Din definitia multimii 2, (f), rezultd ci i

. i s Lall), ca pentru o func
datd f(x)eCla,b], df]:ca P(x)eLy(f) existd cel putin n + 1Ppuncte distincté:
(.1}' astfel ca P(x) s& coincidd cu L(%y, %,, ..., %y ; f1x). Se poate in-
timpla ca un polinom P(x)eL,(f) si coincidd cu f(x) pe un numir maj
mare dg pt}u}c‘:(te) decit #n + 1, sau chiar pe un interval. Acest caz este exclus
numai daca j(x) este o funcfie convexi sau a1 a
e t au concavi' pe [a, b] fatd de mul-

Pe baza teoremei luji Cebisev [2] rezulti ci To(%)eLy(f) si deci

& romidonta [0, PO = fuf e f(z) — P()])
oricare ar fi f(x)e C[a, b].

3. Fie
3) P1(¥), 93(%), . .., 9a(x)

un SI’Stem de fl.lnct.l din C a b ].inal’ -[]ldEPelldenl:e pe a b a
k 3 N » . Dac elﬂ

(4) inf fmax |f(x) —o(x)\ = inf fmax
o(xle m{xe[a, b] ) } e(x)ewn(i) \xe[a, b]

I7(%) — o(x) I}

n
unde cu @, s-a notat mulfimea combinatiilor liniare Y aypi(¥) far cu
I=1

Wa(f) multimea acelor elemente din @, care cojmci ' i

Ifime: : Ay oincid cu f(x), pe cel putin
_n puncte d;stlnfzte d.m [2,b]. Daca o*(f; x) este elemeglt)lﬂ I?_1e ceaprzai
bund aproximatie din @, al funciei /(%) atunci o*(f; x)e ¥ alf).

Dai:a functiile (3) nu formeaz3 un sistem al luj Cebigev, atunci proprie-
tatea o*(f; %) eVu(f) nu este in general asiguratd pentru orice element de
cea maj buna“ apronimatie o*(f; x). Sd dim un exemplu simplu din care
re’zulta aceastd afirmatie. Sa considerdm mulfimea polinoamelor de forma
X, CU o Teal, oarecare, pe intervalul [0, 1]. Daci f(#%) = —x + 1, %0, 1]
existd o infinitate de polinoame de cea mai bund aproximatie ‘de fo}maj
ax, pentru f(x) pe [0, 1] si anume toate acelea care se obtin péntru' —1=
o =1 Pentru —1=« <0, nici unul dintre polinoamele «% nu cojn:
cide cu f(x) pe vreun punct din [0,1]. '

4. Fie E un spatiu linjar normat sj injar i
: 2 : 51 €1, 82, + -+, &n, 1 elemete liniar inde-
pel.ldenfcf; ale sale. Sa notdm cu S subspatiul genernat de elementele g, g
L B In acest caz, problema celei mai bune ‘aproximatii se formule’azzz‘i
111]:1131' fqiu%c urmiator 1o 1fnnd un element dat din E, sa se studieze existenta si

citatea elementului seS inimi  dj y
el €5, pentru care este minimi distanfa [[v — ).
()

Eale) = inf [}y — s

1 . : . ; :
e referim la convexitate respectiv concavitate de otrdinul #.

s Cea mai buni aproximatie intr-un spatiu abstract 165

se stie cd este asiguratd — pentru orice veE — existenta a cel pufin tnui

element s*eS, astfel ca :

(6) llo— s*|| = &alv)

~ Unicitatea elementului de cea mai bund aproximatie are loc numai in

conditii suplimentare [1].

5. Fie % o mulfime de operatii linjare si continue definite pe E si
cu valorile in S, astfel ca: : Lo 5

1° dacd veE, atunci pentru ovice Ue@, si avem Ul[v]eS,

2° dacd veS, atunci pentru orice Ue@, sd avem Ulv] = v.

Sd notdm cu @ (v) mulfimea elementelor din S, care se obfin aplicind
elementului veE, toate operatiile din /. Se poate formula urmitoarea
problemd de cea mai bund aproximatie?: si se studieze in ce conditii este
asiguratd existenfa unui element Se@/(v) pentru care este atins®

inf |jo — s||. = &a(v)
seU(v)

6. D efinitie. Dacd pentru orice veE, toate elemeniele de cea mai
bund aproximatie in sensul (5) apariin multimis QL(v), atunci spunem cd
elementele g, g,, ..., g formeazd un sistem (T) fatd de mulfimea .

TEOREMA I. Dacd g,, g, ..., gu formeazd wun sistem (T) fajd de
multimea @, atunce pentru orice veE existd un singur element s*e€S peniru

care are loc (6).
Pentru demonstrafia teoremei 1; sa presupunem satisfacutd ipoteza

din enunt. Fie veE un element pentru care existd doui elemente de cea
mai buni aproximatie in sensul (5). Fie acestea si si s}. Avemj]
(7) l[o —stll = |2 — sF|| = &a(v) = &ul)
Avem de asemenea

syel(v), sye@(v) -
Dar gy, £, - -+, £n fiind un sistem (7I) fatd de multimea @/, si clementu]
S;T_H;trebue‘l sa apartind multimii Z/((v). S& aratam cd putem alege pe

z¢E astfel casj(z) si s¥(7) sd fieelemente de cea mai bund aproximatie

. ale lui z si totu:ﬁ@rE e@l(z). S& considerim pe z =v + s, unde

v este elementul din (7) iar s un element oarecare din S. Se observa ime-

2 ea prezinti interes numai dacd (Z/(v) == S.
3 Presupunem ci (7{ (v) satisface condifia C* pentru orice v € E. Aceasta inseamnd ci

* q* o
hde) +se (v+s).

dacd ||jv — s¥|| = || v—sF || :Zn(z;), atunci existdi un s€ S astfelcy

‘ E (v) este cea mai buni aproximatie a lui v prin elemente din (7{(v).

5 se gtie cd multimea elementelor de cea mai buni aproximatie ale unui element €E este

convexi.
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diatca sf + 8 = sf(z) sis} + s = s53(2) sint elemente de cea maj bung
aproximatie ale lui z pentruci

inf )]{U[v +s] — (v 4+ 3)|

UeU(v

coincide cu
inf [|U[v] — ¢
UelU(v)
deoarece U este o operafie liniard si U sl =rs.
Avem S1@) +s8(s) _ st + sf
2

=re + 5. Este clar pe baza ipotezelor facute

asupra lui /(v) ci putem alege pe seS in aga fel ca if_(")_‘;'ﬂzqg (

) :

Astfel ajungem in contradictie cu ipoteza din enunt. Concluzia din teorema
are deci loc.

Teorema enunfati prezinti interes deoarece condifia impusi in ea

se refard la sistemul g,, g,, ..., gn. In felul acesta ea este analoagd condi-
tiei din teorema cunoscuti a luj Haar,

Catedra de analizi matematics
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SAMEYAHHS OTHOCHTEJBHO HEWJIYUIIErO NPUBJIHMKEHW A
B ABCTPAKTHBIX MMPOCTPAHCTBAX

(Kpatkoe comepicanne)

ABTOp pasBuBaer onHy Teopemy YebOniepa

B aBCTPAKTHBIX NPOCTPAHCTBAX, Bbo-
ANTCA MOHATHE cHeTema YeGhlesa B HOPMUPOBAHHD

M JIHHEHHOM IIPOCTPaHCTEE,

SUR LA MEILLEURE APPROXIMATION DANS DES ESPACES ABSTRAITS
(Résumé)

Dans ce travail I'auteur donne une

extension d'un théoréme de Tehebycheff aux espaces
abstraits. On donne aussi 1a définition d’

un systeme (T) dans les espaces linfaires normés.

ASUPRA DISTANTEI A DOUA MULTIMI INTR-UN SPATIU
VECTORIAL NORMAT

de
FLORIN CONSTANTINESCU

Tje E un spafiu vectorial normat, iar X si Y doud multingi d;l 1?1;:1;11]?:‘:
siune finitd, inchise din acest spafiu. Vom mai presupune ¢
X este mirginitd. £ Te
Prin analogie cu problema celei mai bune aproximatii [1], o pereche
de elemente e X, y,¢Y pentru care avem :
p(X,Y) =infx —y[|=[% —%l

xeX,yeY

se numeste cuplu de cea mai bund aproximatie.

TEoREMA 1. . &
Ori care ar fi mulfimile X, Y satisfacind condifiile impuse, exista un
cuplu de cea mai bund aproximatie. P “t s g
! Functionala p(x, X) definitd pe multimea X isi atinge minimul intr-un
unct x,e X ; p(X,¥) = p(%,, ¥). _ !
§ Congiderém sfera S(x,, p(%y, ¥Y) + a) de centru x, §1f‘razam191(1ff;;1§ )nj:—-
+ a,a> 0. Mulfimea £ =Y JS(x, p(%,¥) + a) va fi o e
vida inchisi, si ;Ila“trginité. Rezultd ca existd un element yoe
incit
[ o(s0,¥) = olo, P) = ol o)

i a maj bunia aproximafie.
Deci (%, Y,) este un cuplu de ce P

TEOREMA 2.

Dacd mulfimile X si ¥ sint strict convexe, cuplul de cea mai buna
aproximalie este unic. . e
Presupunem contrarul, si fie (xy, 1), (%5, ¥s) doua cup
buna aproximafie ;




