5 Or i ir i
Ug- Oy py étant un point multiple 0y i
moins denx Heg‘;:nent-sl My M; e ﬂl[ﬂ'( I(}("' ]I (7\0),' ]113 oAl tyue: ov
i L Heg 2 €0 My UMy . Lie point p, artage ces seg ;
o : I Ly partage ces segments
MM Lﬁ;‘f}][}li%}ql’r }\(,_E et Von en déduit la similitude des 1[?1?-(1110"]@;
o €V Ay My py. Les cordes corres : s MM ef MM
e B T Rl espondantes M| M{" ot M, ML
Si ¢ et C, c Bry
4 'z ont méme longuenr L (c ‘or '
T ‘ 2 oue . (ee qu'on peut ¢ s réalis
sans change  elanney, Al ; . ke
1’(uu b f{ ;;;IHTG-“L des classes @’isotopie, par une homothétie ];1'|)p11'( n((]i’a :tl
il suds) on pourra choisir i de maniére que les points del m“(" “
P19 Sl 68 b Tot & L "V g Se 0ITes : : : . | :
A ’H”P Ilui”hgml se correspondent sur ¢, et ¢,. Pour chaque c (11]1(,
1, My, 1a longueur de 'are M; M sera alors éeale i celle d i’] U'U]'] :
pondant M; M), et 'on a 1'énoncé : - e S
IL. ¢, et €, dant deua .
- U et Oy étant dewa noeuds de méme
il ewiste un crmijP M -H’”! r':ff?(]j'rf:?:r;h :’”(?.:'( longueur, de classes différentes,
: COUPL STRELS ints de O el un couple ML M. d
de O, tels que les cordes M' M1 ! b ey M g poini
oy tels que les cordes M3 M1 et M M) soie AT e ot
ian Sl 1 My M My solent paralléles el sous-tendenl

()ll (](}it' remarg " (ue b i ]
: » J J ]11(_’!1 ( 1] (‘() |. & i ; > 5 ) § i
etn p;Ll"ﬂCll|E-1-l‘]'.* 4 JOULT !—) ) ¥ .( f-UIl(] e1Nnonc (_, o1l 1’]_]0]]1(,‘0 I]l)l'l]h](? [ 1
('Ic-.'»'( ()]’l ¢ (l :v.ln.,’- 1 ] ol = :(“% Ial pour ['lt'b' ('(_}ulJl("'h' de HU’U([H (lE‘ ]]’N:‘“J]ll."A
LS8e. se demande si ]B (’l'l'-(‘.]'(’- U(’(’.‘(‘HREI.]‘]‘(—‘ Uff(‘] 7 ar 1 t‘.‘\f 'd'l]‘*"\'l‘ Ql[ﬂ"l"*"‘iﬂf‘
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pour que les neuds solent de classes différente ‘
le classes différentes, probleme qui reste ouvert.
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CONSIDERATIONS DIRECTES SUR LA GENERATION
' DES NUZUDS

(Revue Roum. Math. Pures el Appl., X, 4 (1965), 389 —103)

1. Délinitions et notations

Nous entendons par noewd [1] un contour polygonal fermé N, sim-
ple, orienté, & nombre fini de cotés, situé dans espace euclidien tridimen-
sionnel B¥ Appelons, avee M. W. Graeub [2], application semi-linéaire
de B une homéomorphie de £? sur lui-méme qui, pour une certaine sub-
division de [* en 3-simplexes, se réduit & une application linéaire affine
dans chacun de ces 3-simplexes, l'orientation de K?® étant conservée.
Appelons arc simple toute image semi-linéaire d'un segment (1-simplexe)
de B3, et dlément swuperficiel e* toute image semi-linéaire d’un triangle
(2-simiplexe) de 1. L'intériewr de e? sera alors 1’image de l'intérieur de
ce 2-simplexe, et 'image de sa frontiere sera appelée le bord de e®. Afin
de simplifier le langage, nous employerons de préférence le terme disque
pour élément superficiel.

N étant un neud, soit e un disque dont le bord a en commun avec
N un arc simple unique vy, tandis que l'intérieur de e est traversé par ¥
en un nombre fini de points. Une déformation de N swur e est Topération
qui consiste i remplacer l'are v de N par l'are v' complémentaire de v
sur le bord de e, v étant orienté convenablement.

A cefte opération nous pouvons associer la déformation continue
de v en ' sur le disque e, et il y a lieu de remarquer que cette déforma-
tion peut tomjours étre faite de manicre que la courbe déformée ne passe
jamais deux fois par un méme point de D'espace. Celte opération sera
encore appelée addition du disque ¢ au neud N. La déformation est tsotope
si lintériewr de e ne contient aucun point de N (le bord de e ayant en
commun avee N Dlare simple unigue v). La déformation sera appelée
ane auwlotraversée du neud N lorsque intérieur de e est traversé o > 0
fois par N. Deux neeuds N et N’ sont isotopes si 1'on peut passer de 1'un
4 D'autre par un nombre fini de déformations isotopes, et nous écrirons
alors N ~ N'. Cette relation d’équivalence partage 1'ensemble des neuds
en lypes ou classes d’isotopie, et nous désignerons par [N]la -classe dont
N est un représentant. Nous désignerons par [0] la classe du cercle, que
nous appelons classe nulle, et nous appellerons cercle chaque neud de la
classe [0]. Le bord d’un disque est donc un cercle ; on sait que la réei-
proque est vraie. On sait encore (121, p- 37) que cette définition de 1’igo-
topie équivaut & la suivante: on a N ~ N’, lorsqu'il existe une appli-
cation semi-linéaire de K3 sur lui-méme qui transforme N en N', et
alors seulement. Nous employerons encore l'extension suivante de la défi-
nition dounée plus haut : nous appellerons addition de deux surface orien-
tables 8 et 8’ Dopération qui consiste a mettre en contact les bords de
cos surfaces le long de plusieurs ares disjoints, de maniére que 8 et &'
induisent sur chacun de ces ares des orientations opposées. Nous ddsig-
nerons par S 4 8’ la surface qui en résulte.
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Nous appelons lransversale d'un neud N un arc simple (ligne poly-
gonale) qui n’a en commun avee N que ses deux ex trémités o et B, suppo-
sées distinetes. Deux transversales 7' el 7" de N sont isotopes lorsqu’il
existe une application semi-linéaire de K3 gyr lni-méme qui transtorme
T en 1" (sans égard 3 Vorientation), tout en laissant inchangé le neud
N dans son enseinble (N ‘pouvant glisger sur lui-méme). Cette relation
d’isotopie partage ’ensemble des transversales en classes de lranscersales,
deux transversales d'une méme classe dant isotopes.

Une transversale 7' décompose le neud N en deux nouds Ny et N,
de la maniére suivante : Jeg extrémités « et 8 de 7' partagent N en deux
ares Oy et Oy qui se trouvent, orientés, du fait que N est orienté. L'are (),
avec la transversale 7' orienfée convenablement forme un neud Ny, et
de méme Oy avee 7T orientée inversement forme un neud N, Ce sont les
deux neeuds générés par la {ransversale 7° dans V.

Theoreme I (Kinoshita-Teraga ka). Chaque noeud posséde ‘une {rans-
versale qui le décompose en dewa: eercles,

Ce théoréme a 616 énonce par MAL Kinoghita ot Terasalks ([3]
annexe), qui-en ont donné e démonstration par induction.

Le théoréme affirme Pexistence d’une transversale 7' telle que, si
Ny et N, sont les neuds générés par 7' dans N, N, pris séparément, est
un ceicle, et de méme N,. Nous donnons ici utie démonstration intnitive
assez simple, en cbtenant aussi un procédé de construction dune Lrafg-
versal qui décompose N en deux cereles, lorsque N est donné par une
projection dans le plan. Nous appellerons transversale DO toute transver-
sale: qui décompose N en deux: cercles (les initiales )¢ Tappellent « dé-
composition: en cercles »).

Figurons la projection v du neud N dans le plan a0y (fig. 1
Supposons que la courbe fermée ainsi oblenue ne posséde que des |
doubles, aucun point double ne coincidant avee la projection d'un s
de N'; on. sait [1] Gue ces conditions peuvent toujours étre réalisie
un choix convenable dy plan de projection «0y. Le dessin de v ladsse
en chayue' point double de cette courbe quelle est 14 branche de ¥ gui
Passe en dessous de Pautre ; e'est celle qui est figurée par un trait in
rompu au voeisinage du poiut double. Ce détail nous précice Dord
passage au point double apparent en question (indication de la brax
qui passe en dessous de Pautre). Construisons le cylindre ayant T
base et les géndratrices paralléles & Oz, Sur ce cylindre {racons une conrhe
(polygonale) I == ;’]_’[J’(*’I)’J"'A_“;I’, qui est une hédlice de ce cylindre, et
que nous fermerons par un segment A°A" parvalléle & Oz, A étant un v
d’abscisse minima Sul'y, on voit que la projection. de I° sur aQz n'a s
point double, done I est un cercle,

La projection de I sur aOy coincide avee Ty Mals, comparde 3,
projection de N, elle en différe par Pardre des passages en certaing points
doubles (B, ¢, D, I, B sur 1a tig. 1). Pour reconnaitie ces points, o
critére suivant : en parcourant la projection de I & partir de 4, dan
Seus qui correspond & un point qui monte Je long de 1", chaque fois Qe
Pon arrive pour la premicre foig 4 un point double de v, la branche que
’on suit’ passe en dessons de Pantre (¢'est une conséquence du faii que
I' monte: toujours de A 3 i

© Pour:transformer I’ en noud isotope & N, il suffit de rétablir
DPeardre des. passages en certaing points doubles de sa projection, ecufor-
mément: au sehéma dn neyd N. Nous réaliserons cetie opération par
construction suivante : B’ of 3" (fig. 1) étant les points de 1" qui se

¥
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e des branches dé T doit
jettent au point double B, oli Pordre de passage _d(;s 1.)1 {}I}thqr]?ndro iy
]&1:; l'eli]m:er'sf'- construisons un p:u':'l]li:"l()g_;'rmmne1 S_}tﬂ; ?3;11- gnmsl Ly
t)’ (J ) 2% }' ') o a -'--7. OO 777} (_(-\, 1 ,‘ : y oy IS 1
e R b%? o B‘Z S Em tpolf;ﬂl{f?g(l)(;nintégrieur le segment dr(:l]’lil—
intérieur, ce parallélogramme contenar T aneTed Ut B, B
fermé (B’B”]; il n'aura donc en commun avec I° que s 3
({lulnfl‘min’r B”. Dans ce qui suit, un tel parallélogramme gera aj
el le 30 ; ns ce q

|

: : ' ; * chacun des points
Nous ferons construetion analogue pour chacun . :
wnverseur. Nous ferons une L(J]l.\ll‘ut‘El()l_ ‘a ‘] 08 ‘w]R e e
doubles, ¢, D, E, F', G (fig. 2), ot Vordre des passag fa i i sl
ot ilblig’l)l-él](I’l'()lm ces inverseurs assez minces p{nu qu’ils ;11-4 o
3 ' : Voit i ‘addition a I' des inverseurs aing |
X & deux 'oit alors  1'addition & ;
deux & deux. On voit alors que l,fl L R
truits, convenablement orientés, fournit une s beiilindy | - bl
1 ‘ ,j étioﬁ de N, avec les mémes ordres de passage aux polnts ]
a projectio y N, ) me |
: I est isotope & N : >
gl Ron 3 i hases de tous ces inverseus sonl «en bag»
~Remarquons que les ‘){m%u e .I);' e o
ar ra 't & lemrs sommets B, Q7 1 By 1 o
S (1.']1)111)"0131,031)}533 ¢, D, B, F, G de v on a & remplacer un pr‘i:iai}::n' (:1'1
i el o ionons mainte yremier =
(}es'lo)aq par un p-'wqqir(x en dessus. Joignons m,unt(‘llmn‘] le ]_iu Rl o
dessous pa assage S o b par une bande ' yant
seur e 3 au dernter, placé en It I, Bl
seur, placé en B) By, au d e deseus de T (fig 1),
situde sur le cy 1e projetant, au-dessus o
sur I', située sur le cylindre proj L = gt - R N
Prenons cette bande assez mince p(t)m q L1‘(|:e),i‘\...]_h.we JoRTES PRl
i seurs 8 traverse intérieurement, au voisinage de le SR
rerseurs, elle les traverse i R sarfsrereoinece 3,
1'11‘](:15\ leu'x‘ i;n-'el‘sem's se trouvent alors réunis en une. .\‘1111‘.];1((50];]_([(51 e
On '\ruit' que le bord de cette surface est un cercle, tdlt, 'SUlllll'lE;]l(‘(’l‘ e
; - ; : e 3 3 2 are
surface X indépendamment de la courbe I', on peu
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«retirer » le dernier i seur F'F" et 2 i
le dernier inverseur F'F'’ ot la bande F'B’’ i travers 1'inverseur

B'B", en supprimant ainsi D’intersectior i
) Ef pr {j. b E]i]‘D;,_l Pintersection de la bande avec cet inverseur.
s une detormation isotope dw bord de la surface . En continuant 3

retirer ainsi la surface F'F'D’ & travers i _ :
er ainsi la surface FF'D" & travers 'inverseur D'D"’, et ainsi de suite

on obtient un élément superficiel dont le bord est manifestement un cerel
Le bord de la surface X elle-méme est done un cercle K. Cle cerc‘ln I =) 9 -
commun avee 'le.cercle I un are unique =, et l’on voit qine I U r ﬂ:—u:
6;“,% un 7nmu(.l I'"" isotope & N. Ainsi, t est une transversale DC de ce ne (i
I'". Lapplication semi-linéaire de #3 sur lui-méme qﬁi t1'111;<f61*rr111‘£"
en N z_Lpp’hque la transversale « de I'"" sur une tl'ans\'el‘s:zl£*(ﬁ!'L de NL 10
celle-ci décompose évidemment N en deux cercles. La ('-Ollﬂl'-;‘llétiOI'l d : f‘
glar}:lverba]e T S111"la,.pl'(‘;je(:lfion du neud I'' n'offre aucune diffiﬂ;lti‘y
t:u(tm ;E:m{,me est ainsi delnn.nl.‘rvr, et 'on peut encore I’énoncer sous la.
2 7 : : : Aty ] Y X

d’isqm)(-. haque noeud peut étre obtenw & partir d'un cercle par addition d’un
U‘ne conséquence de cet énoneé est la suivante: En partant d'ur
cercle 1", on peut ol)?enir un nead de classe [N ] quelcongue en d(“lfo;"mm;l:
un are df‘_ 1,1 de miynu‘am que cet arc balaye un disque qui coupe i1 encl 1‘
nombre fini de points. On peut done faire en sorte que pon-(lmllt’ 1a detoll—l
mation, un are de I' reste fixe, et 'arc déformé ne pau%:s'e ia.mait; (Tt‘ll\' 1 is
par un méme point de 'espace. i § i
o ])érd(ihﬂi l(llllla;gi\(slei‘. 0;; p_ff’lllq(:ims::tmm unldlﬂqlle,}l' ayant I' pour
B . & e : en commun larc t, se coupent
3&1’(’,01 3 ,1,0 I]onu, fc,_le certains ares dont les uns rencontrent - ( c‘iast le cas en
B ) o g s " o ..
([’é{-jler ,(_!(\[‘,t(:, s1;;qt}3n Une modification de notre construction permet
o Oi.eprenoluﬂ notre construction des inverseurs B'B”, ("¢, ... G'G"
(fig. 2). Au lieu de réunir ces inverseurs par une b'(m(]o’ comme .';ré('é—
demment, nous les déformérons de manicre A les mettre bout-a-hou 1"l ur
en faire un seul «ruban ». ¥ e it
En remontant la courbe 1" & partir de A’, on rencontre des bases

el des sommets d’inverseurs, et, en général, il y aura des iIl\;PIl%ell’;'% 'd;ﬁ;lt
l‘ﬂH base,..\' sont situées plus haut sur I' que les sommets d’a-ﬁgres .invel'—
Seurs (e eat le cas pour G'G", fig. 2). Nous ferons en sorte que chaque 1)1‘&'9
d’un inverseur se trouve plus has sur I que les sommets de tous les (ilfl:
verseurs. Pour y arriver, nous défor-
Imerons ces inverseurs de maniére que
{zm courbe I'', qui forme un neeud isotope
a N, ne se traverse pas elle-méme, en
restant done isotope & N. Dufait de ces
déformations, les inverseurs déformés
prendront ’aspect de rubans i strue-
ture simpliciale. En remontant la eo-
511'1)0 I' & partir de A4’, arrétons-nous
a la premicre base d’inverseur qui est
précédée par des sommets d'autres in-
P verseurs (G'G", fig. 2). « Faire glisser »
| ; la base off del'inverseur G'G" versle bas
de la courbe I' consistera en un prolongement de cet inverseur par une
]__)antle située dans un voisinage assez restreint de I', sur le -('-\-'Iiﬂ(‘[ﬁ‘ PEO-
Jetant de N ; cette bande (hachurée sur la fig. 3) ne iznuehe T‘-hq ue Ie’ llontr
d’'un segment «'B’" qui est la nouvelle base de 1’inverseur d&fo.rﬁu’a, et qui:,
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nous appellerons désormais un ruban, la partie afy 8 de 'inverseur initial
G'G"" ayant été supprimée. 11 est clair que cette déformation de Pinverseur
G'G" est une déformation isotope du neud I'' tant que le bord du ruban
e touche le bord d’aucun autre inverseur, et ne touche I' que le long de
sa base «'B’. On powrra done faire ghisser «'f’ en bas du sommet F'’, le
ruban traversant l'inverseur FF” suivant un segment ab intérieur & ce
dernier. Bn maintenant fixe la base o'p’, nous déformerons maintenant
le ruban de maniére que le segment d’intersection ab glisse en a'b’ (fig. 3)
vers la base de l'inverseur I'F'’, sans que, pendant cette déformation, le
bord du ruban touche la courbe T, ni le bord de I'inverseur F'H"; & cet
effet, on permettra au ruban de quitter le cylindre projetant de I', mais
en restant dans un voisinage assez restraint de ce ¢ylindre. En continuant
cette déformation, on pourra «faire sortir» le segment b’ par la base de
linverseur F'F’, ce qui constitue encore une déformation isotope du
neeud T (puisque les bases des inverseurs n’appartiennent pas a I'"). On
obtient ainsi un ruban G” «'p’, dont la base «'B’ xe trouve en bas du som-
met de 'inverseur F’I"’. Remarquons que, apres cette opération, le ruban
sera obligé de couper le disque X', placé sur I', suivant un segment inté-
rieur & ce disque. En continuant & faire glisser la base o'’ du ruban vers
le bas de I, on rencontrera les sommets d’autres inverseurs, et 1’on pourra
procéder de la méme fagon. On arrive finalement & un ruban qui traverse
I' en G et dont la base se trouve sur T’ en bas des sommets de tous les
inverseurs. En remontant la courbe I’ &4 partir de ¢/, on powrra ren-
contrer la base d’un autre inverseur, que l'on déformera de la meémed
facon, ete. On est ainsi conduit, aprés un nombre fini d’opérations,
remplacer certains inverseurs par des rubans, de maniére que ’addition
A T de ces rubans et des inverseurs restants donne un neud isotope a I',
done & N, et de plus, U'ensemble des bases de tous les rubans et inverseurs
se trouvent, sur la courbe I', en dessous de l'ensemble des somuiets.

Cette opération une fois effectuée, nous obtiendrons facilement un
ruban unique, ayant sa base sur T, traversé par I’ en un nombre fini
de points, et tel que 'addition de ce ruban & I' nous donne un neeud iso-
tope a XN.

Partons de A’ et remontons la courbe I'. En passant sur la base du
premier inverseur rencontré (B, fig. 2), arrivons i la base du second (C').
Bn faisant glisser la base de ¢'C’ le long de I vers B’, puis sur le bord de
'inverseur B'B' (fig. 4), on pourra amener
cette base au sommet de I'inverseur B'B".
On obtient ainsi un ruban B'B”(", de base
BB, qui traverse I' en B" et C". On po-
urra ensuite passer au troisieme inverseur
(ou ruban) D'D", faire glisser sa base vers
B’, puis le long dubord duruban B'B"C",
jusqu'a ce que la base de D'D" soit amenée e
au sommet de ce ruban, et ainsi de suite, en e
épuisant tous les inverseurs et rubans. Le
1ruban final R sera done sans autosections '), Fig. 4
et traversera le disque I’ placé sur I sui- i
vant des arcs de deux espeéces : :

1. Ares pg appartenant 2 l'intérieur de X', tandis que p et g appartie-
nnent au bord de R. (Vestce que nous appelleronsune traversée intérieure.

1) Nous employons le terme ¢« auloseclion » pour ¢ interseetion avee lui-méme ».
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2. Ares pg tels que p est point intérieur sur X’ of appartient an
bord de R, tandis que g appartient au bord de X’ et est un point intérieur
du ruban R. Une telle traversée sera appelée traversée marginale.

La construction tue nous venons d’indiquer démontre encore une
fois le théoréme L, puisque le ruban B est un disque dont le bord a en
commun avec I' .e segment B, B,. Ce segment est ici la traversa.e qui
décompose le neeud en denx cercles. Mais on voit cette fois que les dis-
ques X’ et I n’ont en commun, dans un voisinage assez restreint du seg-
ment B, B,, aucun point qui n'appartienne i ce segment.

Une application semi-linéaire de B3 syr lui-méme, qui transforme
I en W, transforme I' en yn cercle '), et le ruban R en un ruban Z,
ayant sa base sur T, ; ainsi, N peut étre obtenu par addition d'un ruban
By & un cerele I.

Théoréme IL. On peut passer dun noeud N & un noeud de casse | N']
quelconque par addition ¢ N d'un seul disque qui traverse N un nombre
Jini de fois.

Le neeud N étant donné, construisons I ~ ¥ comme précédem-
ment, & 'aide du cercle " ot d'un ruban R. Sur le ruban R plagons un
autre ruban R’, ayant sa hase aw sommet de R, el assez mince pour
(qu'il s’¢tale le long de R toub en restant & son intérieur (sauf sa base), et
de manicre qu’il traverse I aux mémes points que 2. L’addition de B’ &
I'" raméne ce neeud dans Ia clagse [0]. Or, I’ étant isotope & N, il existe
une application semi-linéaire de 3 qui transforme 1 en V. Cette méme
application transforme R’ en un ruban £y appliqué & N, tel que Paddition
de 2, & N fournit un neeud Ny de classe nulle. Conformément, au théoréme
I, on peut passer du cercle Ny au neud N’ par Paddition d’un ruban R,,
dont la base peut étre placée sur un are quelconque de W,. Placons cette
base an sommet de Ii,. On obtient ainsi un seul ruban dont 1’addition &
N fournit un nweud de classe [N'], et le théoréme est démontré.

Ceci nous permet e généralisation du théoréme (e Kinoshita-
Terasals : 7

Théoreme 1ML [ Ny et [N,] étant deus classes d'isotopie  choisies
a volonté, le nooud N posséde une transversale qui le divise en deyx nads,
Uun appartenant ¢ [N, ] et Pautre g [Vs].

Soit 7 une transversale qui divise N en deux cercles Iy et I

Construisons un ruban ayant sa base sur 7 of qui traverse 1, en
un nombre fini de points sans toucher 'y, de manicére que I'addition de ce
Tuban & I transforne ce cercle en un neud I'fe [N, ], ce qui est possible
conformément, au théoréme II. (loci transforme 7' en 7" e 124 bary (3]
qui est encore un cercle, puisque le ruban ne traverse pas I',. Construi-
Sons maintenant un second ruban ayant sa base sur 71", qui traverse
I's un nombre fini de fois sans toucher 1", de maniére que 'addition de
ce ruban & T transforme ce cerele en an neud I'Y € [N,]. De ce fait, I'}
ne quitte pas sa classe d’isotopie, 7" est remplacée par une autre {rans
Versale 1", et 1'on voit que 7 répond aux conditions de Ménoncé.

2. Génération des nwuds ar un doublet
1

Il résulte des théorémes précédents que, [N ] étant une classe d’iso-
topie, on obtient un représentant de cette classe en ajoutant & un disque
ui ruban sans autosections (done un second d isque) qui traverse le pre-
mier disque un nombre fini de fois, marginalement ot intérieurement. Or,
on peulb toujours éliminer les traversées intérieures en auginentant le
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e nous ramener <

in ui a Pavantage d

ombre des traversées marginales, ce qul 2 Pavantag P BB OT DRy
1111!1 geul genre de traversées. Pour Ye]‘}’ijlel e
mation, il suffit de regarder la bflgureu)igq:n ook sl g i
; a surface du ruban, pui 3

nablement la surf AR IR A0 SRS
> (¢ r la figure) on arrivea remplacer u
(hachurées su g

Hae:
la possibilité i
ntre que, en repliant con-

traversée illtél_‘le;)ll‘e
i : ngueur du ruban
ar deux traversées marginales qui se succeédent sur la long .

gfms un ordre que 'on peut choisir & volonté.
re )

Fig'h

- i ersées intérieures étant
] ‘¢liminati les traversées intérieures et
: 2 3 alion d¢ ¢ .
SemnoiTL hels q’}l t‘;j : Lli?ﬁ:]élllcle au bord duquel est collé un lulfJ_a,q
A A est ramend & un disque a gy a0, T,
@.freutueg’ q(.;létioh% ‘qui traverse le disque mfngl‘ndletui{’a;i; i o
do £ "ml?«'l 15 appelons doublet un pareil agsemblage, et o8, Yoit. que Ja. e
s OEh : }hquuo et ruban n’a rien d'essentiel (a,}% skn}éltriq'up , doe
W S SN e b : © 3 T - : g : § an
tmmmn'etnintérieurm), ces deux éléments jouant un role sy ‘
traversées intérieures ; . A
le doublet. On peut donner aJu‘ dogt et
blet une forme canonique en prena ; /,q\\ \ ”
lisque D un rectangle allongé o gz Y
pour disque . ek

abed (fig. 6), auquel est attaché le ] } B3

\
ruban R, le long d'un coté ?10 du re(sz— I3 : }j |
i be classe de neeuds corres- i@ < oty
tangle. Toute classe _ 7/
pon?l 4 un doublet (D, ) au moms. \ \:/, v LJE/
On voib que le nombre des Segmei?s N i
d’intersection disgque-ruban peut étre Nl ZT

augmenté & volonté, sans changer 13
Q[-],?gse d’igotopie du 11(13ud' N formé _ . Fig. 6
D Jo b o4 doubl{}_t. T_ﬂa}gs cfunggﬁ d'une valeur o, déterminée par, la
- A Te diminua & c / 3 d blet (_D _R)
bre ne peut &bre ¢ : v' ie de cette classe. Le doublet (D,
invariant d’isotopie de ¢ Shgmites 1ot ity ;
alagse [N o “EJ&B: orientable & singulariiés (autosections), inscrite dans
forme une sur %
d N. s T re, qui
ol - ut passer de cetbe représentation d’un neud a une -&ué):);;unqun
._gfl;Pfé duh'ﬂi le neeud & la somme de deux cercles ayﬂﬂ%b fl’lune A
FOnETE Ul?re impair d’ares disjoints. En effet, rema.1t1uc::n.s grl e ya
Section hotamitig] o b disques D et £ peut ‘-“J't';'e l.en.l})i&fci - ;
e X 1'111)&]3& & double contact. Ceci eib Vl.‘flh e sur la fig. 7. FARE
g Ties d séiu“ I concernent le cas d’une ultel'suotlonfmarglnaf t‘f Illc'tl‘
o8 dessins y 4 ésentant sa face positive mar-
, ies présenta o
‘o f, 'une des deux parties : : x parbies
le %ngen_i; ff ,_[_ et Vautre sa face négative. n coupant ces d(;)ulx %&cfde;z
quée du 8RS b et cfd, on pourra remplacer les parties aebfa e /
le long des ares Lég de M:.fw et bfdeb. On voit que par cette modlflcaﬁ,lon
et ns tordus aec ; ) i chan-
par deqx KU ik R reste orientable, et son bord n’aura subi aucun
la surface D + b res
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gement 28 $Sins ‘oncer ik
rlamie I,I_t.égLL.si u?b.slnua II concernent le cas on les deux parties ind
dion présentent o i . Parlles en Intergee
e (ﬂ,u;;o qu~tieselll; 1:1,(.0..1 positives. En appliquant une tur'si(m”:& QI{HL_
ST é (( » Ol 8e ramene au cas précédent e apres a I'I s
giun'l ap & uéat, SOHB}\QIIf]Hh d’'indiquer, on refera en ;‘(JIIH 1'11\'.;1?‘{:}\1'i ]I!A'i'mn
i ppilquee. Un o_:)iqent finalement deux rubans croigds . _tor-
qui remplacent intersection maroir > CTOISCS sans torgior
f o ection ‘margmale. En appliquant cette modifi ;
tion, la ace oblenue sera la gomme de deux dice Hof i wnt s e
U1 s 2 sques ayant en commun
Une représentation

analogue résulte du mo- 2 e R
déle donné par M. Seifert % St it
P . Seifert i /:’{(// /i //47/_{/,‘/,///4/{@1;
0

o a0k

[5], [7], qui présente un
q e

neud comime la somme
d’un disque et de 24 ru-
bz'ms & double econtact
(fig. 8), h étant le genre du
neeud. Désignons par a, b,
(t=1,2,..., 2h) les seg-

ments de contact des ru- 7 7
bans avec le bord du dis-

que, dans leur ordre de

succesgion sur ce bord. Joi- eemaed |
gnong a, &by, a, & by, a, & i

e e LM Agp—z & byp_y, Qg @

by, par des arcs simples Fig. 7

Si_t:11é3 & I’intérie_ur du disque (en pointillé sur la fig, 8 '
Id;lﬁ)q‘l%i .lesL(%om:lm];.:s (iécolup@ '}_’J:(lwl' ces ares et ﬂjoanﬁ‘;i:)c:eéuf‘gii‘ﬁgfBdl‘i
es rubans sont ainsi incorporés & un disque tzﬁiz?li
(1911{; le bord a en commun avec le
‘(hsqm_z amputé (hachuwé sur 1y fig, SJ) les
-3/?-.—_1—1 arcs simples tracés .‘a‘ul'kle dis tule
mnitial. Or,k étant le nombre minimum L}?er-l
\ mettant une telle representation. il résulte
que2h +1 < 26 41, donce h < o". On peutj
passer inversement du modéle de 1. Scifeﬁ
a un doublet & intersections marginales
(f]g.’ 9.), €e qui permet de caleuler une Iimité
Superieure de ¢ en fonction des toi'sions der
rubans sur le modéle de B Seifert.
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3. Transversales et eveles sur un nend

Considérons % transversales deux & deux digjointes du neud N :
1 Mgy oy Ty et désignons par 4., By les extrémités de T, 1= 1.2, 5k
Les 2k points A, B; partagent N en 2k arcs, que nous appellercns arcs
élémentaires, chacun de ces arcs ayant pour extrémités deux des points
A, B; et laissant & son extérieur tous les autres points 4, B;. Le nceud
N étant orienté, prenons un point A sur l'un des arcs élémentaires et effec-
tuong la eonstruction suivante: Parcourons N dans le sens positif, en
partant de 4, jusqu’d la premicre rencontre avec ’extrémité d'une trans-
versale 7,; en parcourant ensuite cetfe transversale sur toute sa lon-
gueur on gera ramendé sur le neeud N continuons & parcourir N dans le
sens positif sur un nouvel arc élémentaire jusqu’a une nouvelle reneontre
avee Uextrémité dune transversale 7' ; patcourons ensuite cette transver-
sale T, puis un nouvel arc élémentaire, et ainsi de suite. En continuant
de celte manitre, on pourra se trouver dans I'un des deuxcas suivants :

1% Aprés un nombre fini d’opérations, on est reconduit sur l’are
glémentaire qui contient le point A4, aprés avoir parcouru une fois un
certain nombre d’arcs élémentaires et de transversales T, On obtient
alors une courbe fermée simple que nous appellerons le cyele du point
A. 11 est clair que cette courbe est déterminée dune maniére univoque
par un point quelconque de 1'un des arcs élémentaires qu’ele contient.

2°. Par application du procédé on se treuve conduit & parcourir
une seconde fois I'une des transversales Ty avant d’arriver au point ini-
tial A. Si Pon ginterdit de parcourir plus d'une fois une méme transver-
sale, on n’arrive pas, dans ce cas, & la formation d'uncycle (ceci arrive,
par ex., dans le cas d'un cercle ¢ avec deux transversales 74, 7, dont les
extrémités sonl entrelacées sur C).

Supposons que les points 4, B, solent disposés sur N de telle ma-
nidére que la formation du eycle de A réussit. Ce cycle contient, un certain
nombre d’ares élémentaires de NV et un certain nombre de transversales.
Si des ares élémentaires extérieurs a ce cycle existent, on peut recommen-
cer la construction en partant de I'un de ces arcs. Si un nouveau eycle
est ainsi obtenu, on voit que les arcs élémentaires qu’il contient sont
différents des ares élémentaires situés sur le premier cycle; le recond
eyele peut contenir un ecertain nombre des transversales appartenant au
premier. Aingi, deux cycles n’ont en commun qu'un certain nombre de
transversales 7', #'ils ne sont pas disjoints. 8i la formation d'un troigieme
eycle est possible, on voit que ce cycle ne peut contenir aucune des trans-
versales communes aux (eux premiers, les ares élémentaires qui abouti-
gsent aux extrémités d'une telle transversale appartenant aux deux pre-
miers cycles. Done, chaque transversale 7'y appartient 4 deux cycles an
plus.
Si, en appliquant le procédé, on arrive & décomporer N en cycles,
chaque arc élémentaire appartenant done & un cycle et & un seul, chaque
transversale 7y devra appartenir 4 deux cycles exactement, puisque cha-
que extrémité d'une transversale est extrémité commune de deux arcs
élémentaires de N ; de plus, chaque cycle étant orienté en concordance
avee N, on voit que, sur les deux cycles qui contiennent une transversale
T,, celle-ci se trouve orientée de deux manieres opposées.

Théoréme IV. Pour que le systéme de lramsversales {1}, 1 =1,
2,..., k, ddcompose N en cycles, il esi nécessaire et suffisant que, en placani
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les points A;, B ; e SR :
. .meuffs Ay By dans leur ordre de succession sur N & partir 4 o b
arntrawre, les points A, B; oceu pent duies il @ partir. dune origine
diffés .s;;zp, el ceci pour chaque i — 1.2 2 e sule des rangs de parité
otre démonstration est SR
. stration est une adaptati 1 rai
ar J. v. Naoy [« R aptation du ralsonnement e
gn i agy. [H‘pnm démontrer un théoréme de Gayss r en_lblnyé
ol ’?:‘ planés & points doubles SR *auss relabif aux
@ condition de parité 7, Jo s
4 rité indiquée dans Pénoned ; .
sons done AT Frirme Ao dce GANS Lenonoe est nécessaire, S
:idérm 1):1(1 ,que 1\1 se ’glmﬂ e décomposé en cycles par le H\vqu‘.mg“f ;Z’ Ibuglm‘
: ms une de ces transversales 7). Ses extrémités A ket
sent N en deux arcs O, et ¢,. Parmi T s Ay, B; décompo-
S i d5hb Tee du Uy eb Gy, Parmi les trasversales 7 j # 1, nouse
i i es deux ,(\.3{1‘1‘enntes se trouvent sur ¢, et '::w 1'1'f1n’~ 10US en
dirons (1 v extrémité est situde sur ¢, I'autre étant donc sy ‘Z:‘Etlﬁaleg
leur" a 01] ? que Yc.tel.-t-n transversale est «a cheval » sur « '(,,t'(v 8’ nous
b = arc i -7 - 5 L 4 : Ie a1t
;lon;;n(a“w _a.ur (', contient 2n + m - 1 arcs é]él“(‘}'ﬂ‘lir(\l\ 01-3. n voit
hre a1 d ’ ; 1A AN, l.’]- b 2t
S50, of VatitraiB, fhet, 7, étant une transversale dont lextrérhits GZL o
t’u‘ienjthtj‘r &111 HT’ 3, est sur Oy, il existe un cycle e ‘:mlﬁ(;-“t \‘T L"1 i est
i (1 U(T:‘;' filr)j- 11 existe done un arc élémentaire o, o (; [; ?1:16(‘ Tm
2 @) eS8 daeux 'CH8 avs 3 o ey o : 21 d I
En p-mﬂ-’olrl'q tu.l} . ayant chacun une extrémité commune av ‘Tuﬂze
o L ant ce cycle & partir d’un point de o, on deira hien o
SUr o ; ce cycle contient done une seconde bran ST ](”].“ bien revenir
sur ¢, et €,, soit T g wg MR SLUAIUC WTantvorsald quliest «iichevg
clle‘-';;.i sur s (i)tlt(fl[’q;;);(l’ tl > J‘i‘, 5%l existe une [:l‘t_)i:\'iémle 1‘1‘anwiel'(q}ellel?‘ a“alj
; R s € /gy & rtenant au mémeé cvele, ¢ = wyeriale. ¢
existe nécessaireme iy e cycle, on voil de mé 5]
Suitc 4;;;;:.; Hibj{.\.‘,i;]‘{t‘«ﬂtr .111](% ({HELLI'I@[H{!' (h;:;[jﬂcj.e des autres (}gtlzlli?] q'ud]l
ot .“n nlo;nlm TAns) e;‘tsa.les d’un cyele qui sont & cheval ',\'ur ((* SE -
s 5 er e aim = : U5 3 Lo « sur a2
Hitué“:‘_lll‘ un (\A)ﬁ‘o leji(:ulI uldiq'”e arc élémentaire appartenant 2 C:l :atagi
=4~ ycle n se T R ril L " 4 < A F
2n 4 m 4 1 est inlp';il‘ 8(0133 ,[111]1.(,1]1 résulic que m est un nombre Pailr; done
BloBRERiTS, ’ 1 ontre que le condition de 1'énoneé est
La condition est suffis hoia '
A kron est suffisante. Choisissons £
J i ONS et SISS0US un are élémentair 7
3(1)(;13 telﬁthons en rouge. En parcourant ¥ dans le s{\;‘]n;'(}i[l;;f de %, que
l.encuug.éf”ﬁ}l];?mlelﬂ, on blane et en rouge les ares élémen’mﬁgz ;?gii
b Cle m,g 4 ;?"H into}ﬂl dt? ces arcs ébant 2k, on finira par teiu;'lre (;n
R GBS ares, 1e3 /i autres ébant teints er & el 5
parité de 176 A 10 teints en blane. La condition d
parité de 1'énoncé étant satisfaite, appliquons le procédd de ition de,
a partir d’un point A placé sur un are rouce. En 062068, congirnotion
arrivera i el s ; e g¢. tn parcourant ceb arc
;nité B& ab une e'_xt; emité de la transversale 7', soit A, Ijl‘fl‘g '.‘Lcé‘;llay;’t;m
- 28 Do o £ s b d b1 s Bs X "a-
élémenéaire:: (1))];1;1]'\1{)1 tbc;?fétl ;Se]_)aw.\,, sur &, par un nombre impair d’a,rgs
Sy ' on sera a‘mené ;‘t' e =il 4 .
no ‘e TOne el L @ parcourir, a partir d
cogg‘ita‘l(’ rouge, et ainsi de suite. Le cas 2° est etcl,I; (iu ng g {3”‘;1 o
- & parcourir ung e L peut &tr
e arccs 1(1([11 2111)1;)11 tT}e sec\tonde fois une méme transversale Plllisque lleg
riés ditféremment uL:f)I;;JI& U.llfe extrémité d'une transversale sont colo
F . ycle se ferr ; ) ] Py &
montré. se lerme donc en 4, et le théoréme est dé-
Remarquons :
a 3 encore que, f U o
P O 10 ;51;1 ie{ilelu ﬂlz‘;nge le sen}s de parcours sur W,
FIRE les sera la méme, se ‘orientati
cycles devant étre invergde. neme, seule Lorientation de ces
En gomme, si la
] ; , 81 la conditior dnoned est satisfai ;
décomposé en eycles, chagque a;rcnéﬁé?ni;];o-’me est satisfaite, N se trouve
et cha, NS Verss e lentaire appartenant & un geul ¢
aque transversale appartenant & deux cycles, avec b ,‘.u‘l cycle,
Opposees. 8, avec des orientations
I est clair, d’apré Théore
§ g apres ce t : gt s
des transve ‘sades’ ne lcompteai‘li?;ﬁll}ai’ie%ui’I'Eib f_otme B el Ok febuie
2 o 8’1l est shi ST
de décomposition en cycles senlement, | est question dela possibilité
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Au contraire, si 'on veut que ces cycles soient tous des cercles,
) : prsales 1, et leur position par rapport au
neeud N, jouent un role essentiel. Le théoréme de Kinoshita-Terasaka [3]
affirme Dexistence d’une transversale T qui décompose N en deux eycles,
chacun de ced cycles. étant un cercle. En plagant un disque sur chacun
de ces cercles, ces deux disques donneront uncertain nombre de lignes
d’intersection, & moins que N soit un cercle; c’est ce que mnous avonus
appelé un doublet. Mais en employant plusieurs {ransversales de N, on
peut consfruire ainsi une surface orientable sans singularités ayant pour

ia position relative des transy

pord le neud N. . oo ‘ ; ]
- "Supposons que les ‘transversales {T], i =12,..., K décompogent
N en cycles, mais ¢es ¢ycles ne font pas des cercles. On peut alors rem-
placer les transversales {7} par d’autres transversales {77} de mémes
extrémités, qui décomposent. N en cycles circulaites. En effet, soit I'y
'un des cycles déterminés par les {1}, et Ty I'une des trangversales appar-
tenant & I';. On peut déformer I'; le long d’un 1ruban r ayant sa base sur
T, et qui ne traverse que les arcs de N situés sur I';, de maniére que le
eycle ainsi détormé soit un cercle I'j. La transversale 1) re trouve rem-
placée par T, qui résulte de 7, par addition du 1uban r. Remarquons
que cetie déformation de T en 77 ne change pas la classe d’isotopie des
cycles différents de I';, puisque le ruban placé sur 1) ne coupe que les
ares de N situés sur I, qui n’appartiennent pas a d’autres cycles. On
peut done reprendre U'opération pour les auty 'yeles, en obtenant fina-
lement un systéme {77!} de transversales ¢ décomposent N en cycles

circulaires. . : il ] Wit R
[ Sur chacun de ees cycles plagons un disque. . Peut-on choisir ces
disgues de-maniére qu'ils forment une surtace orientable sans singularités,
inscrite au neud N ? La possibilité d'une telle construction 1ésulte du
procédé indiqué par I Seifert [5], pour k = d (ol d représente le nombre
des points doubles d’une projection plane de, N), qui a conduit cet auteur
3 la définition du genre h d’un neeud. Blais en général, on a k< d

4. Surfaces fermées orientables contenant un noeud

Soit S une.surface orientable, sans singularités, ayant le neeud N
pour hord. Grice a lorientabilité de &, on pent donner i cette smface une
petite déformation dans le sems des normales positives, de maniére a
obtenir une seconde surface §’, ayant encore N pour bord, et ne rencon-
trant S qulaux points de ce bard. S et S’ forment alors une surface fer-
mée-orientable X, sans singularités, donc une sphere A anses en nompre
fini. N divise la.surface T.eén deux dgmaines S et S’, homéomoiphes 1'un
A l'autre. Il existe une infinité. de surfaces telles que X, de-genres aussi
grands que 1’on veut, puisque 1’on peut ajouter simultanément 2 5 et, i
un méme nonihre arbitraite de nouvelles anses. Désignons par Z* la sur-
face, ¥ de genre minimum sur laquelle N se trouve tracé de maniére
diviger X% en deux domaines homéomorphes (si cette derniére condition
tait abandonnée, le genre de X* pourrait étre diminué; a ce sujet, voir

; S
5, 7], chaque ruban prégente,

5
‘
a

é
une construction indiguée: dans [6], pp. 135

Dans le cas du modéle du & M. Seifert [
entre ses deix extrémités attachées au dizque, des torsions paites quel-
le bord dun ruban présente, en projection plane, un nombre
qui complique davantage 1'étude de
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conques (
pair de points doubles), mais — ce




ce modéle — les rubans peuavent former des neeuds, el ces #euds Peuvent
étre enlacds entre eux (tig. 10a). La surface X* correspondante sera dong
une sphére & 2k anses, ces anses étant noudes et enlacées entre elles. 11 et
avantageux de remplacer ¥ par une surface fermée orientable en 081~
tion wormale [6, p. 130], ¢’est-a-dire une sphére & anses non noudes et non
enlacées. Cette simplification s’obtient facilement, an prix d'une augmen-
tation du nombre des anses. '

Pour y arriver, il suffit « d'aplatir » la surface L*
perpendiculaire au plan de projection (fig. 106), en permettant aux par-
Lies des anses qui se touchent de se joindre en un canal ramifié (2 quatre
branches). La figure 11 précise le détail de cette opération. Aprés que deux

dans la direction

é Fig. 10

branches de I'anse se soient touchées, on déplacera les arcs de ¥ qui par-
courent ces branches (fig. 11a, b) de manidre que 'on puisse joindre ces
deux branches en un canal & (quatre branches sans que les arcs de N situéds
sur l'une des branches toucheut les ares de N situds sur l'autre. De plus,
on peut faire en sorte que les parties des deux branches d’anses qui vien -
nent-en contact appartiennent & un méme domaine § (ou N').

Fig. 11

La surface X#* ainsi obtenue sera une sphére & anses en position hornale,
sur laquelle le noud N détermine deyx domaines disjoints, 1'un @’eux
étant homéomorphe au disque & rubans initial. Nous pouvons dire encore
que le modéle de M. Seifert peut étre placé sur une sphére & anses en Posi-
tion normale. Soit ¥ la sphére & anses en position normale de genre mini-
mum p, sur laguelle on puisse tracer un neeud isotope & N, qui divise I
en deux domaines. Le nombre P est un invariant d’isotopie de la clagse
[¥] que nous appellerons genre normal de cette classe. Ia construction
des neeuds de genre normal P donné esl un probléme bidimensionnel,
puisque 1'on peut considérer uné sphére & anses en position nermale
comme une variété assez simple, dont la structure est résumée par les
propriétés du polygoene anonique correspondant. (est un point de vue
que nous nous proposons d'analyser dans un autre travail.
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