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CONSIDERATIONS DIRECTES SUR LA GENKRATION DES NOEUDS (II)
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Dans un travail antérieur [1] nous avons montré que chaque noeud N de
5% peut étre tracé sur une surface fermée S orientable et en position normale
dans S® de mamniére que N divise S en deux domaines disjoints. On dit que S est
en position normale dans S si S est plongée dans S® de maniére & diviser S3 en deux
domaines homéomorphes entre eux. Dans ce qui suit, nous voulons indiquer un
procédé de construction des courbes fermées simples N qui divisent une telle sur-
face S en deux domaines, en utilisant des systémes de courbes simples qui ne divisent
pas la surface S. Ce procédé résulte aussi d'un théoréme de H. Zieschang
[2, p. 38]; nous y établissons un équivalent de la seconde partie de ce théoréme
par des moyens directs.

1. Courbes fermées simples séparatrices. Graphes complémentaires. N étant un
noeud de S3, de type quelconque, il existe une surface fermée orientable S, en
position normale dans S3, sur laquelle N se trouve tracé de maniére & diviser
cette surface en deux domaines. Nous dirons que N est une courbe simple sépara-
trice sur S. Le type de N étant donné, le genre p de S ne pourra étre inférieur a
une valeur minima p, (N), que notis appelons genre
normal de N. Supposons N tracé sur une surface S de
genre po(IN) (coussin A $, trous). Nous potvons pren-
dre § sous une forme canonique, cette surface étant
placée symétriquement par rapport & un plan IT qui
coupe S suivant p, -+ 1 courbes fermées C,, Cy, .. ., Cp,
(tig. 1). De plus, on suppose S placée symétriquement
par rapport & un second plan Il orthogonal a I, et IT’
coupant S suivant py+1 courbes fermées Cy,C,. . .,Cp,-
rDans ces conditions, N -étant tracé sur S, N devra ‘
traverser effectivement chaque courbe C;, ¢ ==0, 1, ... p,, car, si une courbe C,
‘'était pas traversée par N, le trou de S correspondant a C, pourrait étre comblé,
donc supprimé, et le genre po(N) pourrait étre diminué, contrairement a sa
d?'finition. De méme, on voit que N doit traverser chacune des courbes
sivt=0,1, ..., p,, sans quoi le genre p,(N) pourrait encore étre diminué en
ratiquant dans S une coupure (hachurée sur la fig. 1) par deux plans paralléles
et rapprochés, orthogonaux a Il, de maniére 4 supprimer un trou de S. Désignons
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par S, la partiede S qui se trouve au-dessus de II,
au-dessous de TIT.

Le noeud N divise S en deux domaines disjoints. Soit A I'un de ces domaines
(hachuré sur la fig.2, a). Le plan II divise A en plusieurs domaines A, situés sur
Sy 01 S, La frontiere de I'un de ces domaines est formée d’un cert

et par S, la partie située

ain nombre d’arcs |

appartenant 4 N, et d'un !

nant & N joint un point
d'une courbe C; & un point
appartenant a une C;. Dans
chaque domaine A, choisis-
sons un point intérieur 2,
et sur chaque arc apparte-
nant a une courbe C,, situé
sur la frontiére de A,, choi-
sissons un point Q. Joig-
nons chaque Q; a P, par
un arc dans A, deux de ces
arcs ayant en commun e
point P, seulement. ILes

points ()} seront les mémes
pour les domaines A, appar-
tenant aux deux moitiés
S; et S;de S (fig. 2; 0, ¢).
Les arcs ainsi construits
forment alors un graphe T
intérieur a A (fig. 2; d),
qui est un rétracte de dé-
formation de A. Un graphe
analogue peut étre cons-
sur S, et ces deux graphes seront

e)

2.

Fig.

truit & 'intérieur du second domaine que N détermine
appelés , graphes complémentaires de N sur S*. D
rer I'un quelconque de ces graphes, que nous désignerons par I'. Alors S — I forme
un domaine unique, dont le bord est une courbe fermée isotope (sur S) a N. Cette
propriété n’est pas altérée si ’on supprime, sur I', chaque arc ayant une extrémité
libre. De plus, si T' posséde plusieurs points de ramification (points en lesquels se
rencontrent un nombre > 3 d’arcs simples appartenant a I'), on peut déformer
I' de maniére qu’il posséde un seul point de ramification. A cet effet, choisissons
un point de ramification de T, soit m (fig. 2 d, e). i, a partir de m, on parcourt
un arc de I' qui méne a4 un autre point de ramification m', on pourra raccotircir
auccessivement I'arc mm’ sur S (et rallonger en conséquence les arcs qui aboutissent
en /') de maniére A amener m’ en m. Cette opération ne change pas la classe d’iso-
topie du bord de I'. En effectuant cette opération pour chacun des arcs qui partent
de #, on obtient un graphe ['a un seul point de ramification m (fig. 2; ¢, f). T se
compose alors d'un certain nombre d’arcs tracés sur S, ayant leurs extrémités en .

SiI'on remplace chacun de ces arcs par un raban mince placé sur S, on obtient
une surface de Seifert dont le bord est tne courbe isotope a4 N, avec cette différence

ans ce qui suit, il suffira de considé- |

certain nombre d’arcs ap- |
partenant aux courbes C,, |
Chacun des arcs apparte-
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que notre sturface est placée sur une surface fermée orientable en position normale
dans S%

Sil'on a en vue d’obtenir un procédé de construction des noeuds de S3, on peut
donc se limiter a la formation des graphes I' situés sur S, et formés de courbes
simples sur S, concourantes en un point m et detix-a-deux disjointes en delhors de m.
Nous appellerons gerbe sur S un tel assemblage de courbes.

2. Gerbes admissibles. Une gerbe sur S détermine un noeud unique si son bord
ne se décompose pas en plusieurs courbes. Nous dirons donc qu’une gerbe I' est
admissible si son bord est une courbe unique. Cherchons les conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'une gerbe soit admissible.

Si une gerbe admissible I' est formée de n courbes simples C, passant par m
et disjointes en dehors de #, il est clair que chaque courbe C; prise séparément
ne divise pas la surface S, puisque T ne doit pas diviser S. Mais cette condition néces-
saire n'est pas suffisante pour que I' soit admissible. Soit y une courbe ferlmée sim-
ple qui est la frontiére d’un petit disque sur S, contenant le point m a son intérieur,
Choisissons un sens positif de parcours sur y et marquons par les indices 1,2, .. . 2n
les points d’intersection des courbes C, avec v, l'ordre de succession de_‘ ces points
sur y coincidant avec 'ordre naturel des indices. A chaque £ de cette suite il corres-
pond un indice (k) si I'on convient que % et o(k) représentent les deux points
d’intersection de la courbe C.avecy, pourk = 1,2, ..., 2%,
L’application ¢ est une permutation de la suite 1,2, ..., 2n
et se décompose en cycles binaires (4 deux éléments),
donc @p(k) =k. Marquons, au voisinage de vy, les bords de
chaque C, des signes 4 et —, ces signes se suivant alter-
nativement le long de y (fig. 3). On voit alors que, en
parcourant le bord de I' dans un sens convenable, on
sort de y sur le bord 4 de C, etl’on rentre dans y sur le
bord — de Cyp), on ressort de y sur le hord -+ de Cypy_
et 'on rentre sur le bord — de Coretry—11, etc. En posant
to=1, 3 =9(ig),le =4 — 1, g =0@5), 4, =0, — 1, ...,
: } ... 0n voit que, si le bord

3.

lost1 = Q(l2), Tosyz = dpgyy — 1, Frg
de I' est une courbe unique, la suite 7., 7,, ..., 1, doit )
épuiser deux fois la suite 1, 2, ..., 2n, les deux bords de chaque C; devant étre
parcourus, chacun une seule fois. En posant ¢(k) = & — 1 pour & > 1, ¢(1) = 2n,
la suite ¢4, 4y, ..., %, se décompose en

o(1), odo(l), ... o(Yp) - o)™ (1)
bo(l),  (e)*(1), (o) (1) ... (b)™(1).

Cette suite doit contenir deux fois chaque nombre naturel de 1 & 2n. On voit
que la seconde ligne de (1) donne les points-sortie sur les bords -+ des C;, tandis
que la premiére donne les points-rentrée sur les bords —. Chacune des ‘deux
lignes de (1) doit alors épuiser la suite 1, 2, ..., 2n (mod. 2n). Or, puisque
b(k) = & — 1, il suffit que l'une de ces lignes vérifie cette condition pour que
l'autre la vérifie aussi. Fu regard a la seconde ligne de (1), cela signilie que la
permutation {g doit former un cycle unique. Posons P = o, o = 1P, Si

(1)

P = (a,a, ... ay,), les a; étant des nombres naturels distincts, entre 1 et 2%, on a
=1 % Qe @) [y @y . oy
¢—¢( - , R
ty @y « o0 Gy ay+ 1 a;+1 ... a
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Il s’agit donc de trouver les cycles P a 2n éléments tels que la permutation o
correspondante se décompose en # cvcles binaires. Donnouns les conditions nécessai-
res et suffisantes pour qu’il en soit ainsi. Si ¢ se décompose en cycles binaires, soit

a; aj ] : 2)

Ziqq + 1 @jyq + 1
un de ces cycles. On a
a; = aj, + 1 (mod. 2n), a; = a,;, + 1 (mod. 2n). (3)

A chaque 7 entre 1 et 2# il doit correspondre un j entre 1 et 2n de maniére gue
(3) soit vérifiée. Cette condition suffit pour que ¢ se décompose en cycles binaires,
T,a détermination des permutations P jouissant de cette propriété peut étre intéres-
sante, mais 'application d’une autre opération, de caractére plus géométrique,
nous dispense de poursuivre ce probléme sur les permutations, dont les solutions
sont assez nombreuses.

Ta coustruction d’une gerbe admissible T' comporte deux étapes distinctes.
La premiére consiste & grouper les points 1, 2, ..., 2rn marqués sur y en # couples
(E, ¢(k)), olt @ vérifie la condition ci-dessus. Toute solution de ce probleme déter-
mine une indicatrice admissible pour la gerbe I'. HEn joignant m aux points
marqués 1, 2, ...., 2n sur y par des rayons sur S, I"indicatrice fait correspondre
a chaque rayon k un rayon conjugué o(k). La seconde étape consiste a joindre les
extrémités des rayons conjugués par des arcs de courbes tracées sur S, de maniére
quie ces n arcs soient deux-a-deux disjoints. La gerbe I' ainsi construite sera admis-
sible, car S — T' est alors un domaine unique.

Nous définirons une opération, appelée opération A, telle que, étant donnée
une indicatrice admissible, application de 4 nous permet d’en déduire une attre
indicatrice admissible; de plus, toute indicatrice admissible (pour # fixé) peut
étre déduite de I'une d’elles par application répétée de l'opération A.

Soit I' une gerbe admissible, et (4, 7), j = ¢(¢) un couple d’indices conjugués.
Les extrémités des rayons ¢ et 7 se trouvent donc joints par un arc simple sur S,
situé A lextérieur du disque +.

Remplacons le rayon ¢ — 1 par un arc de courbe intérieur a y qui joint le point
i — 1 (sur y) & un point P du rayon ¢ (fig. 4; ) sur le bord — de ce rayon, puis,
en faisant glisser le point P sur la courbe qui joint 7 a jsur S, prolongeons 'arc
(i — 1, P) par une courbe sur S assez voisine de la précédente pour qu’elle ne
rencontre aucune courbe de la gerbe. La point P arrivera sur le rayon j (fig. 4, ¢)
et, finalement, sera ramené en m, le rayon ¢ — 1 se trouvant déplacé entre les
rayons j et j | 1. Tl est clair que cette transformation de la gerbe I' entraine une
déformation isotope du bord de I, et 1a nouvelle indicatrice ainsi obtenue est encore
admissible. Telle est notre opération 4. Elle peut étre appliquée aussi en prenant P
sur le bord + du rayon 4, ce qui perment de déplacer le rayon s +4 1entre 7 — let 7.

Remarquons que si [
est admissibile, et 7, 7 sont
conjugués, il existe entre ¢
et j un indice & dont le
conjugué n’est pas entre ¢
et 4, sans quoi le bord
de I’ ne formerait pas une
courbe unique, et I'" ne se-
rait admissible. Supposons,
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pour fixer lesidées, i <& < j. Sig(k) <4, déplagons successivement les rayons 4 — 1,
i—2, ..., o(k) 4+ 1 entre 7 et j 4 1 par opération 4. Il ne restera alors aucun
rayon entre (k) et 7 (fig. 5, a). Déplacons ensuite les rayons ¢ 41, 1 42, .. .,
b — 1sur le bord + durayon 7, ce qui ameéne ces rayons entre j — letj (fig. 5, b),
ot contintions avec les rayons situés entre & et j que nous déplacerons sur le bord +
de £, ce qui améne ces rayons entre ¢(k) — 1et (k) (fig. 5, ¢). On obtient de cette
maniere un quadruplet £, o(k), 7, j aucun rayon n’'existant plus entre o(k) et 7,
ou entre 7etk, ouentre ket . Les rayons &, ¢(k) se trouvent joints par une cour-
he sur S, de méme que les
rayons ¢ et 7. D’ailleurs, notre
hypothese o(k) < 1 peut tou-
jours étre réalisée par un
changement circulaire des in-
dices 1, 2, ..., Zn. En laissant
inchangé le quadruplet déja
formé, on pourra ensuite re-
prendre les opérations sur les
rayons restants, ce quadrup-
let permettant le passage du
point mobile P d'un coté
ott de l'autre du quadruplet. On arrivera ainsi a la formation de plusieurs
quadruplets et, si # était impair, on obtiendrait finalement un couple de ra-
yons conséeutifs conjugués, donc joints par une courbe sur S. Mais alors le bord de
[ serait composé de plusieurs courbes, et I' ne serait pas admissible. Il en résulte
que n est nécessatrement un nombre pair si I' est admissible.

Ainsi, une gerbe admissible est formée d’un nombre pair de courbes C; et, par
application répétée de l'opération A, l'indicatrice peut étre ramenée a la forme
canonique d’une suite de quadraplets (k, k& + 2), (¢ + 1, £ + 3), les indices entre
parenthéses étant conjugués. On peut aussi employer une autre forme canonique
(R, R +mn), k=1, 2, ., #, qui a T'avantage de posséder la symétrie de rota-
tion autour de m. Dans ce cas, detx cotirbes quelconques C;, C; de la gerbe se tra-
versent au point .

Il en résulte que chaque courbe simple séparatrice sur S appartient & une
classe d’homotopie de la forme wyw, ... Wy 07 Wy ... Wy, Wy, ..., Wy, représen-
tant des classes d’homotopie qui contiennent des courbes simples, et ces courbes
pouvant étre choisies de maniére A passer par un point m de S, sans avoir deux-
d-deux un autre point en commun. On peut encore caractériser ces courbes
Woy—1Ws,Wag—1Wa; , C qui nous raméne au théoréme cité de

par wlwzwflwé'l -
H. Zieschang.

En ce qui concerne le choix de I'indicatrice, on voit que I'on |peut toujours se
contenter de l'indicatrice symétrique (k, & + 2¢), k=1, 2, ..., 2g, sans perte
de généralité. Si S est de genre p, toute gerbe admissible a 2p courbes forme un
systéme de coupures canoniques de S, S — I' étant homéomorphe a un disque.

Pour la construction effective des gerbes admissibles un second probléme se
pose : joindre les extrémités des rayons opposés de l'indicatrice par des arcs sim-
p_les de S, deux-a-deux disjoints, et cela de toutes les maniéres possibles. La solu-
tion de ce probléme est fournie par les résultats de M. Dehn [3] sur les rétro-
sections (Selbstverbindungen) d'une surface fermée de genre p avec un bord (la
cotirbe y).De méme que le probléme des classes d’homotopie de S qui contiennent
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des courbes simples, ce probléme revient i la détermination des atutomorphismes
du groupe fondamental 7,(S). En représentant ce groupe a I'aide de 2p générateurs
£12 8y -+ s &y 1iés par la relation symétrique ‘

== 1 =%
Bi81 v+ 8op81 85 - 85y =1
nous avons donné [4] les conditions nécessaires et suffisantes pour que le mot
h=gligs ... g représente une classe d’homotopie de S contenant des courbes
By R n

simples. Ces conditions sont donndes par n(n — 1)/2 inégalités de nature arithmé.
tique concernant les suites d’entiers By By s« o5 Bl b, O, cooy o, Or, la méthode
qui nous a conduit A ce résultat s’étend sans modification essentielle au probléme
de la détermination des automorphismes de =,(S) ; 1'étude de ce dernier probléme

fera I'objet de notre rochain travail.
1
( Manuscrit regu le 20 février 7967 )
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CONSIDERATII DIRECTE ASUPRA GENERARIT NODURILOR (IT)

(Rezumat)

Intr-o lucrare anterioari [1] s-a ardtat ci orice nod N din S8 poate fi trasat pe o suprafatd inchisi
orientabili S in pozitie normali in 5%, astlel tcit N si o divids in doud dom=nii disjuncte. S este
in pozitie normald in S daci 8 divide spatiul S¢ in doud domenii omeomorfe. Se d3 aci un proceden de
constructie a curbelor inchise simple N care divid suprafata S in doud domenii disjuncte, regisindu-se
astfel si o parte a unei teoreme datorite lui H, % i eschang [2] prin mijloace mai directe, Se definesc
grafele complementare unui nod trasat pe S ca retracte de deformare ale celor dou domenii comple-
mentare lui N pe S, Se introduce apoi nofiunea de jerbi admisibild, caracterizatd prin indicatricea cores-
punzitoare, Analiza proprietitilor acestor indicatrice conduce direct la procedeul de constructie ciutat,
gi permite determinarea claselor de omotopie din m(S) care contin curbe simple separatoare pe S.

HETIOCPEJICTBEHHEIE COOBPAJKEHMS O TEHEPMPOBAHMHU Y3JIOB (I1)

(Peswnme)

B npeapryyweii paGore (1) mokazauo, uro smoGoil ysen N ua S* mowmuo HAaYepTHTL HA OPHEHTH-
pyemoli sakpertoii nosepxsoctH S B HOPMAJIBHOM NOJIOKeHun B S3 tak, yrobp N pasjlensi eé Ha Jge
HETiepecekalomuecs 061aCTH. S HaXOJAHTCA B HOPMANbLHOM TOIOMKEHHH B 5%, ecatn S paspenser mpocTpau-
CTB0 S* Ha JBe romeoMopQuble oGnaCTH. Haérest cnocot MOCTPOEHHST TIPOCTBLIX 3AKPHITHIX KPHBBIX N,
PASAENTIOUHX MOBEPXHOCTE S Ha JIBE Helepecekalomyiecs oGIaACTH I, TAKHM 06pa3oM, CHOBA HaXOLUTCS
W Hacth ofuoii teopemer I llmwamnra (2) Gosee HPAMBIME - cpefictBaMH.  Onpefensuores 1omos-
HHTENbHbIe Ppabl OAHOrO Yala, HAYEPYEHHOrO HA S Kkak AehOpMAIHOHHEIE PeTpAaKTH ABYX JOHOJHH-
TeMLHLIX o6Macreii kpuBod N Ha S. BBoJuTCA 3aTeM monaTie AOIYCTUMOro ITy4Ka, XapakTepH3yIoLerocs
COOTBETCTBYIOIIEH HHAMKATPHCON. AHATHZ CBONCTB 3THX HHAHKATPHC HENOCPEACTBEHHO HPUBONHT K
HCKOMOMY Crmocofy NMOCTPOEHHS M [0OSBOJSiET OIPEASNHTE  K7aacckl roMoTonuu Ha (S), cofepixauime
pasjensmouye mpoctele KpHBBE Ha S,




