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&ﬁ%&gm%e;;ﬁ;ﬁl e&;‘ll.tfll'lcl’l(}'lyhlhln,e.‘i' intérieurs (I, I, plus haut). Mais, ces
Y smes intérieurs g’éliminent d’eux mé - ¢ Sression
g TR B » d'enx meémes  dans Dexpression
g ;:tem?l rE_l 0.}1.52’ ces derniers automorphismes étant normés 1Les mé-
. I.)ar = ) I?(I:I;Fi blon(i; a.pplmabjlg.l' aux automorphismes qui résultent de 4, ¢
o élénllentailg; ote. sz et Pl llﬂn 2.301111119, on voit que les a,-u’[-()morph,i5"3
i Hh Yy &y v =1, 2,.. .6, suffisent pour générer le
upe I'y. Mais on peut vérifier leg l'elation’s ’ y RO R
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5 2 PP : 2 Pr
YsYz Y3l = Ba B3 Brl B3t Bily e3eqe3li= BT,
9 L e i e = Yt e
(9) Ya¥aYes = Pa By Bﬁlﬁ’dlp’ﬂ]: gg €3 €71 = Loty
wpompe =L o @B A1
faYsYe' = Byl Bl Bsl By By, g5 54 55 = P51,

" -1 _ p-1a-1Qa-
Vs Ye Yo - = Bz Byl Bil Bs B, &g € & == Brl, et g5 = P51
=1,

Les B étant exprin
1 1 avec les ) . i i
primables avec les «, et (9) permettant d’exprimer les
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ﬁ 1T 67 01 \ OIL qT.I(/ o ] 0{2, a.3’ a;], OC,-, C/.h-,

v e uffi : oo i & A
rr;,tetfrsé?n d‘fgﬁezcgg‘ﬂweﬁ;uelatteqlt S (I(E_I‘;s. Ainsi, le nombre 12 des géné-

8 par Dehn peut étre diminué 3 8 s ce cas p = 3, Si
i Tns P nué a 8, dans ce cas p = 3. Si-
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(1 & oy Ky, Ug;Ys & : p=d
1) %2y %33 V2 Uay O3y g5 Ya & gy gy %55 Y

53 Gyy U5y g

=
=

4
¥ - .
5 T Usy Ogy U Yg & Uy 0 ;
Vs a1 Oy Op 2« ; B
19 % Py 33 Uyy Oy %53 g %yy OsyClgy &y ;

}33 = U5y & v d O 5 = 3 .
5 Ggy %y %y By 2 Ggy Oy &gy g} By 2 oy, o, Ugy Oyy CLiCLpOli == Gy iy,

o= 71 = 5
2= B Brly oy = Byay B3, o = Ba s B3ty o5 = By B, g = P atsPs
2 9 &

La do 1¢ signiti
qlale ﬂe.f:-he « 2 (3 signifie, comme il est d’usage, 1’éealité
gﬁ = Ba. Les dernicres relations expriment les «; en fonet ; »:.1(’-; o
10res 8 e les @ e iction de oy et des
13-+ -yB5 de maniére 3 ramener lesg ‘ : ’ ]
es  automorphismes ¢lé e84
Bis pz:s Bay Bs Bsy oy Y4y g : Pt

Signalons encore les automorphismes de degré 3

w[12'8, 12°4, 13'4, 234, 5, 6], up[1, 234, 235, 24'5, 34’5, 6]
H
u3[1, 2, 34'5, 34'6, 35°6, 45°6],

ui y ' av ’
gémgsa\lfg%? 1e111.1pl?,]§30} avantageusement 3§, 8,, 8,. Reste & trouver une
sirrnalélé o ;‘Jlnff@ getrlque du im’t que les automorphismes élémentajire.s:
g 5 sulfisent comme génératenrs du eroupe I' ;
: groupe L'y, pour p = 4.
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POINT DE VUE SUR LA THEORIE DES NOEUDS

(I’ Enseign ment malthématique XVI, 7 (1970), p. 97— 110

Le développement moderne de la Gdométrie ne peub ignorer une

figure géométrique si familicre que celle du neeud, au sens que 'on donne
% ce mot dans la vie courante. En effet, le nceud sur un fil est une figure
géométrique que chacun de nous réalise plusieurs fois par jour (nouer sa
cravabe et les lacets de ses souliers). 11 n’est pas douteux que les neuds
sont employés depuis les dges les plus reculés de I’humanité. Malgré cela,
les mathématiciens ne sont arrivés que tres tard & dégager des méthodes
plus ou moins efficaces pour l'étude des neends, pour leur classification
d’abord. Il est surprenant que 'antiquité ne nous ait rien laissé la-dessus,
sauf la légende du neeud gordien, alors que la géométrie de Pantiquité est
si riche en faits géométriques essentiels. Le probléme des neuds de ’es-
pace euclidien tridimensionnel parait avoir été abordé au XIX siécle
par les études de Listing et du physicien Kirchhoff. Mais les vraies métho-
des mathematiques adaptées & cette étude apparaissent seulement au
début de notre siécle, aprés le développement de 1’Analysis situs parles
travaux de H. Poincaré, puis, aprés la premiere guerre mondiale, par les
travaux de plusieurs mathématiciens allemands. K. Reidemeister publia
la premiére monographie sous le titre « Knotentheorie », parue sur ce
sujet V. La théorie s'est développée ensuite par l'apport de nombreux
mathématiciens américains et japonais. On peut dire que, a notre époque,
le probléme des neeuds est loin d’étre épuisé, et forme un domaine de la
topologie algébrique aussi bien que de la géométrie différentielle globale.

1. Noeuds. Un neeud est une courbe fermée simple de P'espace .
(est done 1’image homéomorphe d’un cercle, dans E®. Mais cette courbe
fermée peut étre plongée dans E? d'une infinité de maniéres différentes,
ob c’est ce qui donne l'infinie variété des nceuds possibles, de plus en plus
compliqués. Avee un fil, faisons un neud gue nous pouvons compliquer
A loisir, puis, afin d’obtenir une figure bien stable, joignons les deux bouts
du fil. De quelque maniére que 1’on déforme alors le fil, le neeud qui y est
emmagasiné ne change pas sa nature, & moins que l’on coupe le fil. Clest
celte invariance vis-a-vis des déformations qui définit le type de neend,
et 1’on voit alors que le probléme de la classification de ces types exige
la recherches des invariants nécessaires et reléve de la topologie. De plus,
les déformations que notre neeud peut subir sans changer de type sont celles
pendant lesquelles la courbe ne se traverse pas elle-méme, donc notre
probléme appartient au domaine de la topologie algébrique nommé théo-
rie de I’isotopie.

1) Voir aussi [5] pour une riche bibliographie du sujet.
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Il ne manqgue done pas d'intérét d"vh‘sq)"el', en do]?m'.‘j q_u M].m(;];)jc de
oroupe fondamental de % — N, d’autres éléments topologiques ’hu,. au
Eceud qﬁl’ seraient susceptibles de fowrnir des informations supplémenta-
; . seraie

On sait que la notion générale de courbe continue dans un espace
euclidien n’exclut pas des complications de la structure locale de 1a courbe,
que 'on devra éviter d ‘abord, afin de ne pas alourdir la recherche par des

F : ; R ires sur le type d'un nceud.
éléments en quelque sorte pathologiques. D’ailleurs, toute réalisation il g = Vl le Seifert. T a été démontré par
[ physique d’un type de neud 3 I'aide d’un fil exclut les complications de ! 2. b’“"f”‘“’é it‘ s ;ui% yar H. Seitert que,
i microstructure de la courbe et peut nous guider dans le choix des courbes L. F Olltlﬁag{ll 6 L 1 o Y l(m )Lu’r AR
' fermées de R® que 1’on devry appeler des noeuds de type fini. Ce sont: un neeud N (_tlrl']]:ll “JD. 11,% qjulcul'Lri tés, dont le
1. Les polygones fermés simples de R?, orientés, & un nombre fini surface orientable, AP i T
de cotés (neuds polygonaux). bord est N. Il en 1ehult? qm} (‘uci-g dl]'ienrl"l
A kS : ; . -l L A acé ST 3 surface fermée nta-
2. Les conrbes simpley de L%, reclifiables, orientées, a yant une {an- peut e“e_fjla"c"l W]t ung;»lu 31 gf est une surface
gente qui varie d’une maniére continue en fonetion de I'are s sur Ia, courbe ble, sans singularites. ar; 1 wuffit de construire
(neuds différentiables). de Seifert pourle neeud N, i I’m 'l]i to —— '1301‘)
: Sy > 5 i . P rta 1e 1'on obtlent ¥
, On démontre que c¢haque neud polygonal peut éire approché uni- une seconde surface S, Que 1 e abb dnn S S
T || ? ; S R e : i Fedas Gt s tant sur chaque normale positive & S un seg Tig. 2
- formément par des neuds différentiahles du méme type, et réciproque- bt 8. el 0 & me-
mett. ment de longueur e; on prendra e P iere que S’ soit elle aussi
-y T B N it . ’ L I, ST ue l'on s’approche du bord N, de maniére g s =
Deux neceuds différentiables ¥ ot N sont tsotopes dang B §'1] existe sure le Seifert de IV, ayant en commun avee S les points de N
une famille d’homéomorphismes continuement différentiables par rapport une surface de Dellert fe - e surface fermée orientable sur laquelle
a(s,t)d: N - Ny, te [0,1], avee Ny =N, N, = N'; d, sera une défor- seulement. Alors S U S 1501]1)):16 ull!i%é]»‘e %(d fvisel‘ S u S en deux domaines
magron isotope de N en N 'y et lon voit que pendant cette déformation W, le 1:_L03:11(} N ge 1-1'()11\’@‘ 23(;] :}1'(1' ;;;imamfa(c es. orientables ou non, est un pro-
nie se traverse pas lui-méme, étant une courbe sans points multiples pour digjoints. Or, la classifica pe
v il T Tipns 7 T e add 43 Ly bléme résolu : les surfaces fermées orien-
pour chaque te([0,1]. Lorsque N et N’ sont 1sotopes, nous écrirons - 1 shdwes 4 anses-(oT COUSITS
N = N’, et l'on voiti que nous avons 14 une relation d’équivalence. Tes tables sont des sphéres a anse e
- S C 18 sont "Rairi g 007 troués). Mais, pour un neeud N donné dans
types de nceuds sont les classes d equivalence correspondantes. Dans e e t be orientable qui porte
oo z . . SR EE L 3 \ ‘1e 2 3
chacune de ces classes on peut choigir des représentants qui soient des Ig,_ ; la surface L“_HLELO (lonrﬂ‘ée it e
s - . % 2 i T \ \ a-
neuds polygonaux, ou des nwuds différentiables, Mais nous avons dé- N peut, elle aussi, :[’ l‘?]}]ﬁb]es = ool
montré que chaque type de neuds admet aussi comme représentants des niere 0011.71)11(11%37 a ?Eﬂi’t e 01189'\'( et. il
n . - . . sp s 3 |- 4 BET 2 Iy A0 g ¥ &y a=
courbes algébriques unicursales (rationnelles) de 23, car un nceud diffé- (J(f,tft;e 'SHIJ‘L'G? qum.?n qf leoss'ible d'&viter
rentiable peut étre approché unitormément, par des courbes simples uni- cées. Cepenc allly 18 1)([,3 S gl o
cursales appartenant au méme type. cette complication 6111 thail.: Dflll}llili n; ;”H_b
Dans le cas des neuds polygonaux, il a été démontré par W. Graeub face en une autre, dont les anses :

que deux neuds sont isotopes si et seulement si il existe un homéomorp-
hisme simplicial de R?® sur lui-méme qui applique I'un des neeuds sur
P’autre. Nous ne connaissons aucun résultat analogue dans le cas des
neuds différentiables.
L'ingtrument analytique le plus efficace dans Pétnde des types de
\ neeuds est le groupe fondamental de P'espace complémentaire J3 — N,
appelé groupe du noeud N. Ce groupe permet de distinguer entre des types
| différents de neuds, dans bien des cas, si ’on peut établir que les groupes
| des deux neeuds en question ne sont pas isomorphes. Mais cet instrument,
Ne peut suffire, car il existe aussi des couples de neceuds qui ne sont pas
! | isotopes, quoique leurs groupes soient isomorphes. Tels sont par exemple
I les n@euds que les américains appellent granny knot et square knot.

. granny 5quare Fig, 5
|
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3))15‘111%) n(;mco.s ni enlacées; c’est ce que 1'on appelle une surface fermde
entable en position normale dans 3.
]10111é(§]?(l)1'e‘]\le,n:lﬂe, }Ee Itore de rotation que I’on étudie en géoméirie est
phe Qv un tore noué, et ne differe de celui-ci que par le plonge-
1}131;311‘5 da,ns' R ._U_ne Suirl‘._ac:e fermée orientable sans singularités divisant
v® en deux domaines disjoints, on peut caracteriser les surfaces en S E
tion normale dans R? par cette propriété : Si S? est la sphére tridime]ﬁsim
Eme]le, Ol)tellll_e. en compactifiant R? par ’adjonction d'un point, une sur-
ace est en position normale dans R? si elle divise S? en deux domaines,

(CD)\
>
Y

don\t les:: groupes fondamentaux sont libres et alors seulement. Or 81 une
Sphére 3 anses n'est pas en position normale, il suffit d’aplatir ce%te sur-
face par déformation continue en permettant & deux canaux quil fe tou-
chent de_se_ Joindre pour former un seul canal ramifié. On voit qﬁe 1'on
obtient ainsi une surface en position normale dans R?, et la transforma-
tion peut étre effectuée de maniére que le neeud N, q’ui est Lracé sur ia
surface en question, ne se traverse pas lui-méme pendant la transforma-
tion, son type restant done inchangé. De plus, avant la jonction ’de&; e;—
naux, le neeud N peut étre déformé sur la surface de maniére que s'm: la
surface finale, N sépare celle-ci en deux domaines disjoints ; ou b,ien cnc1
peut choisir cette déformation de N de maniére que N ne éépare pa,ca la
surface ifmale 2, en position normale dans R3. Ainsi chaque noeud N j;@’lli
étre placé sur une surface fermée orientable Z, en posi;ffiow, normale dans I3
€t cect de deus maniéres : comme ocourbe séparatrice de X, ou comme non-
SCparatrice. En ce qui concerne le genre de 3 (nombre dés anses), on voib
que ce nombre peut étre angmenté i volonté, car on peut toujbiﬁ'é ajouter
de nouvelles anses & une telle surface. Wais ce nombre ne peut étre dimi-
nué aun (1e_ssous d'une valeur minimale qui dépend du type [N]. A chaque
type [N] il correspond donc deux nombres, qui, sont des invariants diso-
lopie : 1. le genre p;(N) minimum dune surface fermée simple X, en posi-
tion normale dans R?, sur laquelle on peut tracer un neeud de 3[.y;p-e [NV]
d? manicre que ce neeud ne sépare pas 3 ; et 2. le genre p,(N) minimum
d’une surface analogue que le neeud sépare en deux domaines disjoints.
En outre, il y a un autre invariant important : ¢’est k, le gemé du-a\zoeud‘.,
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donné par la caractéristique d’Euler de la swilace de Seifert insevite dang
le neeud, nombre qui différe en général de p, et p,.

Dans nos recherches, nous avons tiché d’analyser de plus piés leg
surfaces T qui portent un neud N comme courhe séparatrice ou non-
séparatrice de X; ayant en vue qu'une telle smface est un élément topo-
logique lié d'une manicre intrinséque au nend N, on peut espérer gue gon
emploi puisse fournir des informations sur le type [N | éventuellement plus
ahondantes que celles qui sont donndées par le groupe fondamental de
R — N,

Or, on peut afirmer que ce point de vue conduit & un systéme com-
plet dinvariants d'tsofopie, pour chaque type [N]. (Mest une suite finie,
ordonnée, de nombres entiers, dont la connaissance permet de retrouver
le type [N]. En effet, N étant tracé sur sa smface X, (resp. X,.), prenons
un point de N comme point de base pour le groupe fondamental =;( X)
de la surface X. On sait que ce groupe est engendré parv 2p, (resp. 2p,)
@énérateurs, liés par une seule relation. Ces générateurs sont dounés par
les coupures canoniques de 2. La courbe orvientée N appartient alors &
une classe d’homotopie qui s’exprime par un mot formé avee les généra-
teurs de m( X). La suite des exposants de ce mot

“pen

29
2p,1
2 y’_’r)

m — g g, ( (
N = 0 " o G h

F12 “1a

A
forment une suite d’entiers ('ordre est essentiel) dont la connaissance per-
met évidemment d’obtenir un représentant du type [N ]. Le point de base
pouvant étre choisi arbitrairement sur N, le mot wm est déterminé a une
permutation circulaire preés; ¢’est ce que 'on appelle un mot eyelique. La
suite des exposants {e,;} qui détermine m, donce [N], subit, elle aussi, une
permutation circulaire, sans cesser de représenter le type [N].

3. Théoréme de Zieschang. Le noeud N étant tracé sur la surface I,
et les générateurs de = ( Z) étant liés par la relation

[ty 920 03394] - - - [Gzo-1s820] = 1, [9:05]) = G005 '97"

la classe d’homotopie de N est représentée dans m( X) par une classe de
mots formés avee les g, équivalents en vertu de la relation ci-dessus. Or,
une classe (’homotopie ne contient pas nécessairement des courbes sim-
ples tracées sur Z. Ceci pose les problénies suivants :

I. Trouver les classes d’homotopie de X qui contiennent des courbes
simples tracdes sur X, que nous appellerons classes simples.

II. Trouver les classes simples de X qui contiennent des neeuds
isotopes dans R?3.

Le premier probléme est résolu par un théoreme de H. Zieschang,
suivant lequel chague courbe simple non-séparatrice tracée sur 2 résulte
d’'une coupure canonique de X (g, ou g,) par un automorphisie de la sur-
tace X; c¢’est donc uwne application homéomorphe de X sur elle-méme
qui applique 1'un des générateurs ¢, sur une courbe homotope &4 N. Si N
est une séparatrice de X, il existe, suivant le méne théoréme, un antomor-
phisme de 2 gui applique 1'une des séparatrices canoniques Iy, 1y, ... de
Y sur une courbe homotope & . Ceci nous donne le moyen de trouver

L
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toutes les classes @’homotopie de X qui contiennent des couthes simples,
done des neeuds, si 1’on connait le groupe Aut X des automorphismes de
Z. On obtiendra alors tous les types de neuds qui peuvent étre tracés sur
une surface X de genre donné, en appliquant & une comle ¢i (cu I'y) les
automorphismes de . Le probléme 11, qui parait étre difficile, 8"imy cse

e o
e e M )
953
N

LS

Fig. 7

& cause du fait qu'il existe des classes d’homotopie de X qui ne sont pas
conjuguées dans w,( ) ef contiennent quand méme des neeuds isotopes
dans %, Ceci fait que la suite d’invariants que nous avons attachés i un
newd (suite des exposants du mot m) n'est pas définie d'une manicre
univoque.
4. Les groupes Aut T et Aut m(2). Les automorphismes d’une sur-
face X se divisent en deux espéces. Il v a des automorphisines « e Aut X
qui sont des déformations isotopes de X en elle-méme ; il existe alors une
famille a, € Aut 3, t e [0, 1] ot &, est continue par rapport & ¢, telle que
dy = idy, @, = a. Or, chaque automorphisme « € Aut X induit un auto-
morphisine « € Aut =,(Y); applique une courbe appartenant a la classe
d’homotopie ¢; € =,( Z) sur une cowrbe (¢, ¢ X qui appartient & une autre
classe d’homotopie #, e m( ). Alors a(g) = h; definit Pautemorphisine
@ € Aut my( X) induit par a € Ayt X. On établit que si @ est une déforma-
tion de X en elleméme, o est un automorphisme intérieur de =,(X), et
réciproquement. Mais en dehors des déformations, il existe d’autres aute-
morphisines de X, et les automorphismes « qu’ils induisent sont des auto-
morphismes extérienrs de T (X). Or, si @ est une déformation de ¥, «
applique le neud N = ¥ sur un neud N' qui résulte de N par déforma-
tion isotope sur X (car, d’aprés Baer, homotope sur = signitie irotope
sur 3); onadone N’ = N. Toute déformation de X applique donc les
générateurs g;, et les courbes Is, qui sont des cercles de B3, sur des nocuds
qui sont aussi des cercles de F?. Los seuls automorphismes de X qui Leu-
vent intéresser sont donc ceux qui correspondent aux automorphisnies
extérieurs de = (X). La connaissance du groupe Aut m( X) nous permetira
done de trouver toutes les classes @’homotopie des neeuds que ’on peut
tracer sur X. Les mots correspondents m e m( X) nous fourniront alors les
systémes complets (’invariants, donnés par les exporants de chaque m.
Or, connaitre le groupe Aut m;(X) c’est connaitre un systeme de
générateurs de ce groupe, et les relations qui lient ces générateurs. Ce
probléme a fait Iobjet des recherches de I.. Goritz, Max Dehn et W,
Lickorish. On doit & Géritz la notion de torsion (Schraubimg chez Dehn,
twist chez Lickorish); ¢’est un automorphisnie de X d'une nature Kpé-
ciale. Soit €' une courbe fermée simple tracée sur X, ot €' une courbe para-
leéle & €, située aussi sur Z, de maniére que ¢ et ¢’ foxment le hord d'une
bande mince placée sur Z, bande sans autosections (abréviation de : in-
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e TR I PRRTRT) W et
ti rsection avec elle-méme). Soit A un homuuumi plzt(l‘u,(j())uld 33.)3)1]1%)0* (‘
o e e e afy d plan sur 13 bande ,, €7), avec k(o) = O,

onng circulaire (e, ¢’) du pla w : o A
001{10&115’ l)on‘non'q (C (e, ¢’) une déformation continue gqul 1,1.1%39 tf'
e 1 fait tourner (1(3, 27 le bord ¢’ sur lui-méme. Chaque segment 1511.—

i ¢ el Ltalt ne 4 e et by ; ; !
11[!' bi'(‘”dd llta. ’( ouronne (¢, ¢’) sera appliqué finalement sur un are de spirale
ala e 1a CC > by C 3

aux mémes extrénites.

Fig. 8

. L : gl pral i e ol Sl
Limage par b de cette déformation laisse {,L\(’. libitti{(jﬁlgri t(ih:,t ; ;;'té.;;-z.mi
¢’ sur elle-méme, chaque point I‘B\'e]_lfl.ﬂt a sa 1)(»]; TR (,(.1‘ C') est ce
décrit une fois la courbe (. Cette (leful“hmthn(ff J;L 1-2 Jl'(_"‘\:(-‘lltii { P08
que 1’on appelle une torsion de }J‘ le long de ((Ji‘ () 2(,.1; (yln' A’lr"Jiduntité e
o e Drvine Ay i
e 4 ' " s ot 0 | A ) o l . .
. 7[ G’.. .(]: '):]?L’ ﬂimétzqhg -1-1(5 il(lnﬁ pas des déformations est engendré 13&;
‘rl'um]f]m],p.].]?’lin( i' de torsions, le long de certaines courbes ('-om'"eual‘)_lgizle_.n_
uI1 2 '1:')13 :11:1 ¥. Les résultats de Dehn ont ét¢ simplifies pa-i.'“L_]cl‘:on?l 11-, 2[11_1
3,11(:1[(::{1( que, ¥ étant de genre p, il suffit de .3:0 — 111,0}‘51011_& _1)(;70 p _.et
vendrer Aut, 2. Ce sont les torsions le long des gener EL%-LUU: 115" FE -)-i‘;mut
Te long de p — 1 courbes ‘i, Ol y; coupe g et giry L e.mr,_n - JJ.‘T.] arta 4
lle '1E)Llllf‘t"‘w‘ﬁl{al‘r de Lickorish, j'ai pu traduire les tm:;l(;nih en q:ﬁ:ll?ll;l qlii
Toa b OimoBpEY 7 (2) quelles i isent, et obtenir ains 8V§-
& mm}Int(:I’III'J]‘II]‘;?;:T;\'.M;R:LJr“flﬁl‘-)Tc( i(llz‘z],l(;?oilllt((},g:l.lft\ T, ous les ELHt;O]ll(Jl‘l)hi}:i%Ut:S
tle[tliﬁ'htii‘l‘f:{ienl(.ﬁ) Lll m'a 666 lpossible de réduire & 2 le nombre des géné-
exterie b ] .

R o 2.
rateurs pour p — 2, et & 3 pour p > 2

Fig. 9

i noe } ne der-
5. Présentation intrinséque du groupe d'un tnu(w,rt.t%{;;g:::‘el ;N;l‘fﬂ(*ﬁ
idre secti b exposé, j irerai comment, en utilisant la § :
ore section de cet exposé, je montreral c o iy &
JEO&B 0351111:1) }fui pm'h,l- le r,mlud N, on obtient une présentation du groupe
du nceud N que jai qualitiée de pr eseull.a_{.m:.l 1lln;i 11}1:;1;1; S
: £ , procédé g ‘on emplole cours ] .
i -En effet, le procédé que l'on plaler conmmue b pIIREReIE 00
;1'éw_ln tation du groupe d'un noud consiste a pr ()J(:f.’-@l (\n t]"llof’glilgéede biee
}1(.1‘:1(1-%11' un-plan, cheigir les générateurs de m(R* — I ) & laide
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gr’oyici_;mn, et former alors sans difficulté les relations que la structure dy

e zlgpose ent;fa ces générateurs. Or, il entre ici un élément étranger
Etﬂ.l i‘lfnul 5 unfsysteme de rétérence, qui est le plan de projection, Par

;g?téel,e :; 0{;111(’1 ac:ff_‘. deélgsem'etmmlmum, en position normale dans R?, qui
est un elément entiérement t i ié d’ ié

porte le ’ ent topologic . i

L i pologique lié d’une maniére

Pour choisir les générateurs intringe y '
generateurs intrinséques du groupe (k% — N),

considérons la surface X en position normale, de genre minimum p, — P

sur laquelle N n’est pas une séparatrice, donc ¥ — N est un domaine
ennne'x,e A. Désignons par £ le domaine de R? intérieur &4 X, et par &€ le
domaine extérieur & X. Posons ' — # — N, & =& —N
. '_I ’ a o P A :
. (}ga(fl j}).ﬂ' ‘ﬂ & = z f.l\f = A. Pour former le groupe fondamental
-;,:lyf el ]:!:uelllom un point de base 0 € A, qui appartient done aussi
L i]L . Boit T' un _chgmm'irel'mé partant de O et situé dans R® — N
Ee chemin peut étre déformé sans rencontrer A, de maniére qu’il conpe
Cetenrduln) nomlill'e fini de 1)011£ts P1y P2y - 5 Pr—y, que 'on rencontre dans
o 0 J][_‘(, quan on’parcmu‘t I' dans le sens positif. Désignons par v, 1'are
c]f)] < 1, par yy l'arc pp, « T'... par v; larc p,,0 ¢ T, Joienons
aque point p; & O par un arc a c A — 1,2,k “ 1), 68 qui est
lioﬁilgle buisque A est1 connexe. Le chemin TI' ge présente alors ,eomme pj‘:‘)—
(.ul es C}S]E.Em]]JS Y10 ,aﬁrzof.;_’_,. - +y%-1Yx. Considérons I'un de ces cheming
g,_l'y.-a‘ - Bl yi © 7, le chemin peut étre ramené dans #, a Dexception
u seul point OZ sans rencontrer N. Il pourra donc étre exprimé par un
Pz oduit des génel‘ategl‘s’de m(#). De méme, si-y; ¢’ ce!chemin poarra
8 ’.1 (,'m;mené dans &, 4 I'exception du point 0, et sera exprimable avec leg
ge.uel‘:mteurs de m,(&). Le chemin T' sera done représenté par un produit
ldes %enéqutem‘s de m () et m,(8), groupes qui n’ont en commun que 1’é1¢-
nent unité, correspondant aux chemins contractibles au point 0, dans
R . . s 8 ! ] :
ll'ﬁt N 01‘, les groupes =,(.f) et 7(&) sont des groupes libres & P géné-
ateurs, la surface X étant en position normale dans I3 Dér::ignoms.b par
; sy | . «
Ayy gy . . .y Qgp—y les générateurs de m(F), et par a,, ay,. . -y Ugp les [généra-
teugs de m,(&). Le: Talsonnement que nous venons d’exposer est celui qui
fg:llnilglt (éll ﬂléoreme de Vil-‘lldK_a(mpen sur le groupe fondamental de la
] 1 de deux espaces lindairement connexes 1t 173 cti
o xes dont D’intersection est
ur 2 #es ‘génirla.teursl s (¢ =152 2p) engendrent done m(R® — N )
t]léul‘élféb ((lze ?loluple.{ ils sont lidsg pﬁ; certaines relations. Conformément m;
e van Kampen, on obtient cey relations
- 3 I 108 en considérant les
cheming fermés partant de O et situés entierement sur A car un t"e»] (‘hfeh
= . b by « £ = § = : ? a ’ : 3
;1)1.111, appartenant & , mais aussi § ¢, admet une double expression
une avec les ay, ay,. .., dypq, 'autre avec les a,, a,,. gy 11 suffira,
d,écrir . 2 2y Wgy o o oy @oy. L1 Sl ra,
1 e ces relations pour les générateurs
de = ( A),Spour obtenir les relations du gro-
upe T:TI(R — N). Or, m( A) est aussi un gro-
upe libre, & 2p —1 générateurs. On le voit
en construisant un graphe ¥ sur ¥ qui est
un rétracte de déformation de A, done
¥ ,
?r-lg A) =% m (9). Pour construire %, eon-
:»:.1( érons un automorphisme @ e Aut £ qui
i .;.pph(}ue une courbe simple 'c £, homo-
g : tope & g, € m(X), sur le neeud N. On voit

sans peine que la rvéunion des générateurs
0y O3y 04 -- -, §op €3t un graphe sur X qui
egt un rétracte de détormation de ¥ — (.
I’automorphisine « applique € sur N et
g U gyUgqU ... ggp sur le graphe 4, qui est
done la réunion de 2p — 1 courbes fermdées
simiples, passant par O et disjointes en de-
hors de 0. Or, l'automorphisme a induit Fig. 11
un automorphisme « € Aut = (%) qui ap- .

plique ¢, sur la classe d’homotopie de N; o« est défini par ses
2p composantes, «[my, My, ..., Myy], ces composantes m, étant des mots
formés avec les g, gs, - - - §2p- Alors m, repcésente la classe d’homotopie
de N, et le graphe ¢ est formé par 2p — 1 courbes simples passant par O,
digjointes, appartenant aux classes d’homotopie my, mg, My, ..., Mgy, 11
en résulte que m (%), done aussi =;( A), est un groupe libre & 2p — 1 géné-
rateurs. On obtient donc les relations du groupe m(R? — N) de la ma-
niére suivante : m; étant une composante de «, avec © # 2, et C; = A
étant un chemin fermé, orienté, partant de O et appartenant a la classe
d’homotopie m;, on fait passer C; dans #(ZX), & l'exception du point
0, puis on exprime C; & 1'aide des générateurs a,,a,,. . .,05,— 1, Ce qui donne
un mot 4,. Ensuite, on fait passer ¢, dans &( X), & 'exception du point O,
et on Dexprime & 1'aide des générateurs a,, a,,. .., @y, ce qui donne un
mot B;. Alors 4; = B; est une relation correspondant & cette valeur de
i. Les 2p — 1 relations ainsi obtenues fournissent la présentation intrin-
séque du groupe = (R? — N) sous la forme

. —1 D=1 —1 7 —1
(“17 Gay: - vy Bop 4'11-81 ! 44:11’-'1 1 41484 Jiss 'rAE‘.PB‘Ep)'

Or, les mots 4, B; peuvent étre facilement obtenus 4 partir du mot
. Hn effet, faisons pasger (¢; dang #(X) en nous maintenant dans un
voisinage restreint de la surface XZ. 8i mi = gy gis ... g1, o0 pourra dé-
composer le chemin ; en produit de chemins ¢,,. .., ¢;, appartenent res-
pectivement aux classes d’homotopie @i, §iz, ..., g1,. En faisant passer
(i dans #(X), chacun des cireuits ¢,. . ., ¢;, subira une petite déforma-
tion, et le chemin déformé € sera encore le produit des chemins déformés
Ciyy - - -y G, Mais, dans ce produit, chaque chemin ¢;, ou ¢ est pair, est con-
tractible au point O, et peut étre supprimé. On obtient done le mot 4, en
supprimant dans m; chaque g, avec j pair et en remplacant chaque g;
avec j impair par ¢, On voit d’une manieére analogue que 1’on obtient 5;
en supprimant dans m; les ¢; avee j impair et en remplacant chaque ¢;
avee J pair par a;. Ainsi, un neeud N étant donné, on obtient facilement
la présentation intrinséque de son groupe si 1'on connait :

1. Le genre minimum p, d’une surface fermée orientable X, en position
normale dans R?, sur laquelle N peut étre tracé sans séparer cette
surfage,.
2. Un automorphisme «c Aut =, (X) qui appligue un générateur
g: € m(X) sur la classe d’homotopie de V.
La présentation intrinséque ainsi définie posséde cette particularité
quo les relateurs ont la forme spéeiale A,B7', oit 4; est un mot en a,, a,,
..o tigy—y el B, est un mot en a,, ay,. . ., @y,
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) q’flgrrsljéllllgnlsl (;1;3;3 }1‘;1 %l;obléme, non—ré:solu a notre connaissance : On
do 1 surface & ont iofopes sur 8, done ausei Instomen Sror b s aeeraotople
8 - lopes Su 1881 1sotopes dang S? ; dans quelled
0.011d'1t10ns deux neeuds a.ppa-rten’ant & des classespg’ht);ﬁl(?tfpi’edaﬁ';g‘rc;;l:g:
de 8 %on_t'—ﬂs tsotopes dans S% (done gang étre isotopes sur 8)?
el SL O‘LI(;“ _%}a-nc}‘lelfmale ‘ia-.lt voir la maniere dont on peut engendrer les
possibles sur une surface fermée S de genre 2, en partani dnn
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générateur canonique ¢, ou d’une képaratrice canoniqué 17, et en appli-
guant des torsions de S suivant des générateurs de Lickorish convenable-
ment choisig. Un méme neud (3, ou 4;) apparait ainsi soit comme non-
_séparatrice de S, soit comme séparatrice. La bande de torsion est repré-
sentée par denx courbes rapprochées dont T'une reste fixe et Pantre (celle
qui porte une fléche) glisse sur elle-méme dans le sens de la fleche, chaque
point revenant & sa position initiale. La courbe de départ (¢, sur la fig. Al)
se transforme en une autre, représentée sur la figure suivante (Al — A2),
et sur celle-ci se trouve représentée aussi la torsion suivante & appliquer,
ete. I’indication NS & edté de la courbe finale signifie« non-séparatrice »
et S signifie « séparatrice» de la surface.
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