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= - SUR DES METHODES ITERATIVES OPTIMALES

Glamt 1o théordme suivants
: par

a8 Ny, 20t eeedigy) le méthode ltérative (1 e WS e cgiel]
Bitpinson .t %) eorregpondanse
. 1 i oy e 2k nCiJ %ﬂ%
4y noeud X
’1J . r(xid) L J - ‘1.2l‘-l'n‘_"l ’ % ' lﬁlltm d. 1"th.tiﬂll
o .(11'12"'.'1111-1) 258ure 1'srdpg e o . (1) . " 24 tf(z) »
Barmi Jes (m 4+ 1) W W maximay, . oh Y1 I—>X est une splication donnée et (X, f) est un espacc

mé
Afthedes Stératives 4o 1o rormg (139, j nétrieue somlet.

: A 1'spplication ¥ nous attachercns une eplication P 1 X*—» X,
BIBE : : ‘
: ;'IOGR“PHII : : gui & la propriété suivante:

10 PAVAIOIU ot IOAN SERB

Dans ce trevail nous étudions des méthodes itératives poux le ré-

113 0. trowsy 1, M, 4. Boluty - (2) !(x.z..;..x) = f(x) , pour chaque xeX.

L e uaticng
2gustions, 4ega, : 28d_systoms Pour résoudre 1'équation (1) nous considerons la méthode itérative
: ] ﬂlﬂ.‘lc PI'EEB' Nﬂw—"rgrk and hﬂdﬁn
]

. 1960,
[2] P‘viloiu’l

s % i A o o T s
E4, D‘.cn' 1981, : ) o

8t 1.4 ey est une permutation des mombres 0, 1
[ﬂ ‘P“’iloiu.I.,Inneuc o 1 i P B ¥
: e g

s o L8 résoluti, des éguationg k=1, alers 1°+n;t+1, i,+n-kel, ... .it_lin-l:-o-l Sera une permutation
9 L _inverse de
e Hermi
M' Bemi- qui ecorrespond aux nombres B-k+l, n-k+2, ... ,n.

& plusieurs pas, de la forme:

"BlbOD—Bolyd" Hniverait_y B o Rothods, ) Pour ume telle permutation on obtisnmt une nouvelle méthode iiérs-
» Sesearch Beunmea i
)
Preprint Ep, 4 (1981), 72-84, ¥ ive & plusieurs pas:
{4) x.nd-l i ’(xiﬂ'.‘n-k_"'l’ zil¢n-k\+l" soa 'xlk 1+n"k"'1) #

oh n = k-1, k, ..; S

De cette miaro,'l partir de 1'application domnée F , on obii-
ent kI méthodes itératives, qui sont ex général distinctas.

51 dans certaines conditions imposées & 1'application F , toute:
ces 'kl méthodes itératives converment vers une Soluflon de 1'équa-

tion (1), le probldme se pose de cholgir la méthede pour lajuelle on




sulvantes
(5) .

r(r(ll.uzggoo.ukj, '("1|'2|;;;.'k))

< (Z 1 y(ni.vi)‘)i

quels que solent les élhontl UL “2"”""1:' v ‘ Vv X
12 Y0004, K & X, .h

On remarque que si 7 vérifie le

B,
\f vérifie la comditieg; Sonditians (2) et (5) alors

Cfex), ) = pacay, ..
§Cf (), Pl §(¥(x,x,...,x), M7 Freeeiy) e

k
i k
=(1Z=1 ‘1 g(x")ﬁ)ﬁ = (’-Z-; .1)$ S(II") ’

]

que F est une contraction,

k
o% du fait que 0 <
1Z=1 & < 1, 11 résuite

]
c'es8t~3-dirs que 1°'équation (1) a une Beul soluti
on,

. D' aut
e part, gi nous déaiglon. par —ﬂ-‘( :
ble des fonctiong P "‘ri.t:l.lm; ]_g' .1 .21 oo-g'k) 1'ensen-

/5 /-‘» 11 résulte .1 s

1000yl ) Cﬁ-
Pour ﬁ</3 on déduit i % (.1 .2"“t.k)

1'inégalivé ce HE1aep:

cZ i
5 4 gl [Z (af” f (a3, af i] s
: ,3'.,5
(12 & r(ui"i)’ )h ii(li I 3 pf.!ﬁ ] ﬁﬂ' 5

-(>_ 3 vy : '
lif(“iv"" ) (Z )7/‘— ’
AP el (Z‘&j’(ui- 0 )ﬁ i
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domo -?:('1"2'";"&) C 2&:1.12.....-!).
Considérons lea neabres ﬁem s i = 1,2.;;.,‘: » qui vérifient
les relatiens:

©  GEGE. 2K 20,

11 k '

(") . 0 <2 " % 1, :

i=l

Hous considércns & présent les éguations

(7) P(ﬂ) - ‘k = dl nk-‘l = _aCb.l L - ﬂCk = o i

(8 Q) mu® = Koo - %a. X a0,

ot

(9) R“)-‘k-.x ‘k-l_..._x u““ =0
§ i i) e ’

oh 11,12....,11 est ume permutation gqueloonque des nombres 1,2,...

!I..kl

Iﬂll. 81 'ﬂ, "52, walst s "Ck yérifient les comditions (6) ek (&'
alors chague éguation de 1a forme (9) g une seule racime positive.
' rgcine positive de 1'éguation (7) et par
b _la racine positive de 1'éguation (8) , alors ls racine positive c
de 1'équation (9) wérifie les inégalités suiventes:

(10) 0<agoéb<l,

Démonstration. Boit 134315y eee ,1i une permutation des mombres

1,246003k et Bblt 8 le plus gra.nd' indice pour lequel c’Ci £ 0,
A B 4

‘Hous avone évidement "’Ci, = "‘i = Lse = "Ci =0 ab ""1 * 0,
3 8+l B+2 k 8
Considérons la fonction ‘P(n) = B( u)/uk'". Alors "'P(O)' = .-°<i £ 0
; : & 8
et lf)(l) = R(l) = 1 -q' - ses -d"‘ . d s 1 ‘a Lol 3 Y __0( i ] 0.
8 iy - 1 k

Dono° \l"(n) a lmo racine positive dans 1'intervalle (0,1). (i résulis
que R(u) = uf "‘!’in) & une racine dans 1'intervalle (D51,

L'unicité de cette racins résulte lmmédiatement en

S———
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L'unicité de cette racime résulte immédiatement en considérant
1'équation £(v) = - v° R(1/¥v) = O , pour laguslle £'(v) > O si
v >0 et £(0) = -1,
Pour prouver 1'inégalité (10) il suffit de momtrer que R( a)s
£2R(c) = 0 et R(b) 2 R(s) -lo. En effet, on a:

k o k=1 = o’
R( l) = A - a - saa = a=- =
4 : 1 1

=(d1"dil)‘k-l"(da-xi).k-e’lo.*‘k-i =

= (.; - 1) (dl - 1‘1) -lk-a + (‘l + xz -‘11 =< ) .k-5 * o0 +
8 BT ey SRR T R RIS R
1 2 k=2 1.1 .1.2 1&—2

ot ol o - - £
+ ( Tl #dz + sen * k—l acil 12 80 i ) =0 ']

parce que 0 < a <1 et de (6) il résulte que

,cli‘dz“'-oo'fx'-xi -lxi -...-xi éo;

1 2 8
pour chague 8 = 1,2,...,k-1, :
-De naniére‘maloguol on montre que R(b) > 0 , Q.E.D,
Maintenant, nous rangeons les coefficients ay de (5) en ordre

décroissant, c¢'est-a-dire:
(11)
|l:"1

et nous écrivons

Iy

] » 0
‘12 = vae- 2 llk--

(11') Dg = .1 s B -7 1.2,.--,k.
Fous considérons 1l'application G 3 X® —>X , donnée par la rala.tion
(12) G(ulnuan-n“k) = F(ui Py paeoglly ) 1
_ k
ol 11'12""’ik et la permutation des mombres 1,2,,00,k qui

correspond & la relation (11), On obtient alors de (5), pour G, la

conditien
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(1,) A K(G(ul'na'..;.‘t)' G('l"a'....'k)) = )
k q
= (12.1‘(15’(‘1"1)#)7 X,
quels gue soient les &léments Upslaseeorllys V3sVopeee,¥, €X , ol

k
o 5 of L ; ol &
1 é 22 eoe k Eﬂ '] ﬁ,o .t- 0‘12.1 4 lu

Pour résoudre 1'équation (1) nous considerons la méthode itérati-

ve suilvantes -
(14) :n"'l = G(:h'xn-l""’xn-kd'l) p A = k-l.k' ase 9

ob oo XypeeesXy 1€X .
Bi nous écriveons 9y = g(::l'z:l.ﬂ) sy 120 1, eeo p alors de
(13) et (14) on cbtient

k
(15) 9 £ (-Z.:ld’ q:_.)# o 1 =k,kel, ... . .

Bi dens 1'équation (7) "l. 0‘2,' s ﬂck sont donnédes pni' (11*) ev
81 a est la racine positive de 1'équation (7), alors ;ﬁ- & (0,1).

Boit C ume constante positive telle que:
Qe £ C 'a’/f ® pour 8 = 0,1,,..,k=1,

De (15) on obtients
k ok &
ye (2 el 2 'Z % e

B T2 §

k , &
o ‘(’F'k)‘/A (glac. .k-B)P. (1—k)/ﬁ k{ﬁ =0 a ﬁ
i= k.k*l, --; ° Pl.l:l.lqm
est fondamentale. Désignons par X sa limite. I1 est évident gua ¥
est 1'unique solution de 1'équation (1) et |

e (0,1) 13 r&aultn que la suite (x)”
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dlors, en utilisant le lemma on obtient le théordme suivant:

THEOREME. Bupposons gue Pé.%-l.-z.---.ati et _que ]'on donne

des kI pméthodes itératives de la forme (4), M Xe
ient

hode itérativ & eilleurs A6

(16) 5

(12) et grresponde & 1'ordre décroiss te de 1
m ‘1 » i = 102----rk » 48 (5).

Bemargues, 1) Parce que, de Fe ',Z-('l"z"""k) 11 ;'Lsnltc que
?ut une contrnctl_.on, avec la constante de Lipschits ( ;Z 11314‘ »
i1 est clair que la méthode itérative ' =

(1?) ‘n_'l - ‘f(ﬁ)l Ioex [] nu 0.1, LE B ¥
cenverge vers la solution X de 1'équation (1). De Plus, nous svons
(2 a )™

L= dg ay VA i

te des b3

(18) P& 5 g o

; k
Nous démontrercns que 3
i=]

tion (?) s &vec a% ) B & 1.2'-..,k dﬂnﬂ“ﬂ par la for.ﬂl. (11')-

On a

¥ k .k i
¢y = k - o k-1 k=2
(j-%l ‘1) (izgl ai) i (12‘1 ‘1) = “2 {1% '1) = e\

ke k. k . . k
"1 (2 &) - X g (Z 5= (gl e R

1=}

k k .t k
e e (Z ‘)k—l_ﬂ( Z k-].: k _ = k
k-l M & k (1=1 a;) (iz_;ai) (::.5:1'1) =0,

k

d'od 11 résulte que S &
i=]1 "

(1S

tation de l'srreur est gelle donnée par (14), &vep G aéfinge pgr

8 £a, o a est la solution ds 1'6égua-

E
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Boit maintensnt P& _/Z;ll.lag_..;.lk) et ‘f(x_) ) B(X Xy 00y X).
Ekoe fermules (16) et (18) valables 7our uns métrique quelcomque ot
pour chague paire (F¥,'f) , avec les propriétés ci- dessus,
trent que pour la méthode itérative (17) on obtient une délimitatd
de l'un-;uz' meilleure que dsns le cas des autres méthodes de la for-
me (4); Oscl me signifie pas que pour chaque choix des points initin ..
8t chaque spplication P , la méthode (17) converge plus vite que
toutes les méthodes itératives de la forme (a).

8oit, par exemple, X =R , g=1-1, ¥(x) = (1/4) sin x ,

P(z,y) = (/2) sin 5 cos g .0na

nous mooo-

[Pay3) - Hapapl & m 1xy - 2y1 0 ) [, - )

pour chaque X) 0% T)eT 6 B § PG-:?ELM, 1/4) et P(x,x) = Yix.

On considdre les méthodes itératives suiventes:

-

(19) Ty = (V8 sinx , n=0,1,... , x, = 72,

(20) x5 = (/2) stn Bloos B, 1 = 0,1,...

(21) xn‘,z = (ua) o088 ¥ .h %’ = o.l.-.' » Io = F/zp 11 = Oo
Dans ce cas la suite (20) converge plus vite que la suite (19) ob
1la suite (21).

2) T1 existe des méthodes itératives de la forms
ment (17), pour lesquelles les délimitattons. (16) zespectivement (28,

’Io-ﬁla’xl’:o,

(4) respective~

Be peuvent pas s'améliorer, o'est-a-dire:

e e
respectivement l Sk
- n: 1/
_ I @ Ve (L apfe
Bxemple. Boit I =R , P=l1y Y =(5/6) x , B(z,p) =

=) x4+ (W3 5, Px,x) = Fix) , [BCx143)) = Blxp03,)]
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£(V2) [z =] + (W3) |3y =9,1, p=1. Beit _
(22) Ty = (5/6) &, , n = 0,1,... ,x 51,
(2) o= WDz + Wz, ,080,... ,x,81,x =1,
(28) =x .= (L/3) Lt Wz ,n= 0,1,;.; ) Xy =1, x =1,

Dans ce cae on obtient respectivement los formules:

] l- 6 = 2 e
9 .-
(2’) :Ltuz:/ a,

o & est la racime positive de 1'6qﬁt1m ¥ - (V2) x - /3 e 0,
c'est-b-dire & = (3 + {57)/12. De la méme manidre on obtient
(we) IJI.E_:;"‘ =b,
© @8t la racine positive de 1%équation caractérimtique = 5P
'V/3) x - 1/2 = 0, c'est=b-dire b = (1 + V19)/6. I1 est clair que
5/6 < (3 ¢+ {57)/12 <« (1 + {19)/6.

-
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