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SUR DES METHODES ITERATIVES DE TYPE INTERPOLATOIRE ) VITESSE
DE CONVERGENCT OPTIMALE
_ par
I0F PAVAIOIU et IOAN SERB

Dans cet erticle nous étudions une classe de méthodes itéretives
pour la résolution des équations de la formes
(1) £(x) =0 ,
oh £ ¢ I—>R est une fonction réelle d'une variable réelle et I
est un intervalle de 1'axe réel,

Désignons par Iy X5 ..; +Xpe1 » B+ 1 points distincts de
1'intervelle I et par QCJ.' "-;.!. ese 3= 01 + B ¢+ 1 nombres na-
turele tels que:

(2) ql‘fdzfco."dn“'lllfl'

o meN,

Il est bien eonnn que guoll que solent les nombres yg y 4= 0
1y e ,""fi =13 1=1, 2, .. »0¢l , 11 existe un seul polyndme
H) de dagz;i 8u plus m qui vérifie les conditions:

3 w1 - i Fom Oy ooi , I AR S
- Le polyndme B, déterminé par les conditions (3) a la forme:

of ot
(#) Hy( miﬁ P [“"1) 1](1:) o ix)
2(x) = W — =i ==
=1 JEO k=0 kldl w’(x) I:Ii (1-21) i
oh . n+l o€
(5) : w@ell@-zp1, |
i i=1 - - ;

Bl on suppose que la fonction £ admet une dérivée d'ordre m+l |
sur 1l'intervalle I et ai 72 = r‘i).(xi) s 420, 1, ..., "cj'_ -1

i=1, 2, o0 yntl s alors Hl y le polyndme d'Hermite de la fonc.

tion £, relativement aur moeuds x,, aux ordres de multipicité



= 18R

X, , vérifie 1'égalités .
(I'l'l) s
T .- ) ]
(6) (x) - 5)(x) = T w(x
ob }-'e- I,

Dans ce qui suit on suppose que f£'(x) £0 quelgue soit x 1
ot on dbsigne par ¥ = £(I). IL résulte que £ s I—>7 st uns
fenction bijective et il existe £l 1 ¥ —> I, La fonction inverse
£l admet ume dérivée d'ordre m + 1 , pour tout ze¥,

La dérivée d'ordre k , ksm + 1 s#ur un point y = t(x IR
Jo€ ¥ peut se calculer par ls formule:

~ ked, =1

(2k-4,-2)1 (1) 1 ezl 2By )4

@ «H®Pq,) . 1 zﬁA_ 1(e* (x,)) %L 110 ) el
2 '.tlk xo V ‘ . kl

ol la somme ci-dessus est étendus & toutes les solutions entisres et
nonnégatives du systime:

12+2i3+...+(k-1}1t:k-1

(8)
11*12"'"""1k‘t"1‘

81 on suppose que 1'équation (1) a une Tacine dans l'intervalle I,
cette racine est unique parce que £'(x) % 0 quel que soit xel
et nous la désignerons par X . Alors de £(X) = 0 41 résulte que
% = £70). i

Dane ce qui suit, dans 1l'expressinn du polyndme d'interpolation
donnée par (4) on prendra comme nosuds d'interpolation les valeurs
¥y = r(xi) 1 =1 2....,n+1 et comme valeurs yd les valeurs des
dérivées (f"l)(j)(y )y L =1,2,,00,041 3 = 0ylyunns “';_-1. Par
consequent on obtient le pdlyndme d'interprlation d'Hermite pour la
- fonction inverse f"l. Ce polyndme a alors ia forme suivante:

mneq

o .
- Sy (f) / ‘,d; (%) w(y)
@ Hiy) .7 ;—{f} 0 72 Q-2 .' .,-(’_T-_——_"‘ﬁv-g )

ieq =0 K=o
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ob el
(10) w (@) = l_l (v - :1) X%

De (6) i1 résulte 1'égalité

=1y(mel)
£l) - By = & (: 3 1):” @) ,
oh 7€ F,
8f y=0, alors X = £73(0) ot
(11) x -. H(O) = S a2 w(0) ,
(m + 1)1
eb 7, est un point du plus petit intervalle comtenant les pointa:

0, r(xl), =l .!.’(:5"1). £1 on désigne par F, cet intervalle et pur

M= s Jemty(medd gy
1

alors

_ﬁ_L [wioy| .

+ 1)
De (10) ot du fait gue Iy = .f:(xi) v 1 =1,2,...,0¢1 on déduit

_‘m_

ol e <
s e Gl O TR T

De 1'inégalité (12) i1 résulte que si X0 Xps see 3Xy 0 Bont dans
n+1

un voisinege suffissmment petit de X, alors

[z -80)] £

(12) | T - 8(0)| £

|f(xi)l 5

trouvera dsns un voisinege donné d'avance deé O. En conséquence, nous
pouvons supposer gue H(0) est un spproximant de la racine x de
1'équation (1). s

81 [X - H(0)| n'est pas suffisemment, petit, alors, par des
itérations MQRMI m peut obtenir des qpprmlut:l.ms meilleurc: .




- 170 =
la racime T & (1). Boit X0 = B(0) = 3(,1, A

‘h 810 By ceo B 2 &R vérifient les relstions

' ""'7n+l’ n+1d 0)
ob H(330%95 3-%1 ... ne1:°41t 7) @8t 1o polyndme av int..l‘ppl.”
tdon d'Hermite (9) de la fomction f™! reletif mux mosuas 10 o
*+21¥py] 80X ordres de multiplicité respectifs °"-i . =£2 R

G20, I=1,2,...,0¢01,

(7 m vt a,>1,

ot ¥y =2(x;) ,1=1,2,,..,n¢1. Ei nous considérons maintenant le (18) G412z Tz e O 2 aE
:ouvo:: uysth;:: BOPRAE. s Xzs oes ':n-rl' Tneo OB obtient une J%'lt iy 1 ..; sl.,1 @8t one permutation quelcongue de 1 2,....,,n+1
ouvelle o 4
e ::f“. tlon 3,3 = B(3,% 199308 o0 3y ne20 1! 0) o :Ii R R s i g A T (1?). =

Mais, si nous rangeons les noeuds s Xyp eee Xy,0 dans 1op. "r. chague Aguation de la forme (16) 8 une peuls racine plus grapde gue
=n S0 By e "%y .q * 0 obtient une nouvells suite d' spproxi- ‘d-unité. Bi, de plus, &), &, ... 4, yérifient Ja condition (18)
mations de X , donnée par les formules et @l a, b, ¢ Te veme es o ; a o:it:i 5 des égua-

Tneo= B(Jiln""ill;riz.“g_al *non wim]-,a\'.;h*l' 0) = H(0) tioms (14), (15) gu (16) , alors 7 &
. i (19) l<bsesxa.

% EB(, lx '-un'y x C 4
*oel e Yy ne1’ Ipeog'Tne2’ dnez-
(15) 8 = 2)5)0.-.‘,

*ness2 = H(Jgﬂ_v =

'y x ' LR} x >
i, "as2r i, ':n+ml' Lo’ o) ,

8 = n"‘l' n+2, faa "
oly ’i = f(xi) '} 1= 1.2. cue n
Pour chague permutation des nombres 1,2540.,0¢1 on obtient une
suite d'spprorimations de 3 donnée par (13), En tout, 11 y & (nel |
sultes d'approximetions de x, ;
On pose la question de choigir parmi ces (mel)] au.ltos,. celle
qui assure la viteesse de convqrgence maximale,

Pour résoudre ce probléme, on considére - les édudtionl Buivanteg

(14 = n‘fl_ -
(18)  P(t) = ¢ anﬂt‘n-antnl-...-a?t-_also,
(15) t = n+1 - 5

At) = ¢ 8 ¢ -aatn il S R
(16) R(t) = g0+l

- e, - -
oy s 8

v-.-': »
” nes 1n1 v

Déngnstration. On désigne par s 1le plus grand nombre pour
loquo-luiAO.uoma‘ na’_ -...'-a‘-ai -0,31;
a5 # 0. Désignons par Y ln rnnot:ion définie par ?’(t) = B()/t28+
Ona ¥(1) =1 = 8 = ces = a1‘< 0 et %_.?_-\r(t) =oo, done 1'équ-
ation (&) = 0 admet une racime plus grande gue 1'unité.

Alors, 1'équation R(t) = 0 a une racine plus grande que 1. L'uni
cité de cette racine résulte immédiatement en considérant la fonetion
£(t) = - t2*1 Ra/t) qui vérifie la condition £'(t)> O pour &> 0.

Pour prouver les inégalites (19) 11 suffit de mentrer que B(b)<

0 ot B(a)2 0. En erfet

B(b) = B(b) - Q(b) = (-1-111) b® 0-(5'2--&2) Wle o
+(nh-|1.}‘boqh'1'--,"1'- (b~-1}£(l1-l‘1) b"."]'-r
"'“-1"'—2"‘11"12) b"z-r...f(l,_‘d--znr...om—ni
-ﬁ-..‘-m)b“l*‘-"ﬁ &1 .‘-.-.‘—‘1‘7‘0

paros gue B> 1. ot de (18) 41 résulte -
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+ s - ) J :
-1 .2 + + ... H'l ﬁz = ees = ‘1. '& o' bour g » 1.2.--.|l.
De manidre analogue gn montre gue B(a) > 0; 3

Bolt mmintenant i
Boit 10 45y ... »i,41 ume Permutation deg Zombres

1.2"-0.."1 » Ppoup hqll!ll
e les
nombres Mﬁml‘ qll “é. tow |¢

qui véridient ig relstien (2) s
7 : Peuvent age
e dl e e :':gu- en ordre crolmsant
i 1 1 = LX) = °
2 . ’:n inol

La suite ¢orrespondante deg noeuds est

suite Gorrespondante des Spproximationg

par (13). Bi nous désignong par
(21)

111. !12. see 'xlml ot 1g

Buccesives de X gat donnée

la = qi. ¢ Ba 1.2.....“1 ®
ot par

(22) ' |
u‘. ' xi. ] 8 = 1.2.-.-.-"’1 0

SPProximations (13)devient {nn)‘:_l oix

(2 '
3) ooz = By g00 17, 00a ., b
8 =0,1,

alors lg Buite 4°

840418434 0) ,

see o ob ¥y o= r(ui) vi=12,2 ...
I-'il‘gllité (12) devient

(24) |3

X-H0)| =]F - £ o
=12 - o o), IrCag, ) e

b ¥ = =1y (mel
;g](r )“’(y)].ﬂimnd&_ﬂimmpu Y.

.

=g ’ £%(x)
alors de (23) et (24) op obtient 83 !

(25) X~ P _ﬁﬁ =
1% - o) ¢ g rER YL TR e
En général, sy 14, éléments
d 1 0 .
t&mm, I. alors = i (un?na.l Bont dang 1'in.

¥

3 N B+l
(26) I!' "m-s-n-l];.‘- (-L.l;‘ “.].1 3

n ¢+ 1)' tes Ix = Il“n,.h"‘l 'y

B el 0 1S N Dous’ éerivong

-1?3-.

fu = (—.%.Tﬁl;"'*" S

ors de (26) on obtient
el Mn 2 %1
e g"l f. t

(27) fn-pﬂl £ Jass  Joes-1

B = 1'2' 'o-o - :
Hous supposons maintensnt gu'il existe un nombre 4, 0<d < 11

tel gus ’ ;
(28) . b= &L = 1,2,.00,001 ,
ol w est 1'unique racine positive de 1'éqguation
(29) t"l-ﬁﬂt‘-.ne"‘l-...-,nzt--l-o.
Bi on suppose gue pour un & fixé 822 nous avons
- (30) Lige®™,

lnm de (27), (28) et (29) 11 résulte ismédiatement que

nes _  nesel S g R
1) fmnl < d‘mf" ¢*ﬂ S a.z at =

i WitBy g JOVB-l, a1, .8 L
g™ ey Ay

2

et par induction 11 résulte que

: n
(52) rn é r [} R = 1|2. see .
La solution cv - de 1'équation (29) e'appelle 1'ordre de convergence

de la méthode itérative (23), On a
1

= A
(55) ; ‘! "_" .n‘ é iy ] ! d »p B = 1.2' eew
' P (mel)l

d'od 11 résulte qus 1lim W, =X,
n-bes

On remarque que 1'ordre de convergence des méthodes (13) SApaud de T8

racine positive <« de 1'équation (29).

el-dessus on ob-
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biemt le théordme suiventy

THECREME. Boit i v-"lin.,,]_ .Im_mw 1s2y000eme1

at 1(11,12..--.1,,) u—-mum Sorrespondante.
BL % s X ¢ } o . ¥ :
L7 T4, & g o ob 1, #8t1 ondre do multiplscsss

4a _noeud 11 = £(x, ) v 3 =1,2,...,m01 , Hﬁuwgmm

(28) .(11.12'..."h+1) EB81 . @ I I
Rarmi Jes (n + 1)1 % (13) :
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SUR DES METHODES ITERATIVES OPFIMALES
. s

10N PAVAIOIU et IOAN

Dans ce travail nous étudions des méthodes itératives pour la 1é-
solution de 1'éguationms

(1) x= ftu),
oh 'fl I—>X est ume splication domnée et (x, 5’) est un espace

métrique complet.
A 1'gpplication Y nous attacherons une eplication ¥ ) X,

ged ¢ la propriété suivante:

(2) ,(x.:| ..-|x) L ?(z) [) pour chaqn. er.

- Pour résoudre 1'équation (1) mous considerons la méthode itérative
& plusieurs pes, de la forme:
(3) Xpey = ’(In'xn—l"-"'ﬁ-h-l) s D = kel k. k#l, ... .
BL 1, 11. e .11_1 est une permutation des mombres 0, 1, ... ,
k=1, alors i“ﬂ:-'kq-l, 11+n—k+1, Vaie .ik_]_i-n-hl gera une permutation

qui correspond aux nombres n-k+l, n-k+2, ... ,n.
Pour une telle permutation on obtisnt une nouvelle méthode it:ér:a-

tive & pj.nlioui-s pasi

(4) = ¥ Ceed
xm-.l. xi +n-k.1-1’ xi.l-tn-ki-l' eni axj_t_x-m—k-rl) '

°h A= k-].' k, LER] _‘Q.'
De oette mh:u. A partir de l'qppuanﬂon donnée ¥ , on obii- g




