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INTERFOLATION DANS LES ESPACES ABSTRAITS, METHODES
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ITERATIVES FOUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS OPERA-

TIONNELLES OBTENUES PAR L' INTERFOLATION INVERSE,

II
par

Adrien Diaconu

Dans la premidre partie de ce travail [1n] nous avons indiqué
une métbode pour étendre la notion de polyndme d'interpolation au
cas d'une application non-linéaire f£: X —» Y , ol X et Y sont des
espaces linéaires., Notre extemsion nous fournit la possibilité de
généraliser les propriétés plus importantes connues dans le cas des
« fonctions réelles,

Ce traveil est réservé au cas des noeuds multiples. Nous donne-
Tons parconséquent une extension du polyndme d'interpolation.de type
Hermite. Dans le buf d'un exposé unitaire nous pfésenterons succinte-
ment dans le premier paragraphe les principaux résultats obtenus
dang 1a-premiére partie du traveil. A cause du fait que les noeuds
nultiples exigent l'emploi des dérivées de type Fréchet; dans le
deuxidme paragraphe nous présenterons bridvement la définition ainsi
que quelques fropriétés de ces dérivées, Dans le troisidme parazre-
bhe nous présenterons la construction du polyndme abstrait d'interpc-
lation de tyﬁe Hermite ainsi éue quelques exemples concrets. Infin
dans le quatridme et dernier paragraphe, nous présertercrns cuelcues
modalités pour définir'les différences divisées sbstraites au cus

des noeuds multiples ainsi que quelques propridtés de ces aiffércrcors,
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(1.3 CJR,,‘: X—>Y ob %(x) = Am]_(x-xk,...,x-xhn)

§.1. Polyndme abstrait dfinterpolaticn & noeuds _
¢ sussi pour chaque 1 € {k,...,k-rn} les applications linéaires
o

simples.

‘ (1.8 (*{,n(xi) t X—>Y définies pa.r'
Considérors une application non-lindaire f£: X—>»¥ ol (X,+,.) .

- ’ 3 7 P . Fay ﬁ-
et (Y,+,.) sont des espaces linbaires. Considérons maintenant 1'applis / C:n;)‘,l, - -Anﬂ (xt-—z*,...,Ic—I(_,, L SVPR i S L )
cation bilinéaire B: TXY-—> 7Y, qui remplit les conditions suivantes:

| Oon remarqhe qQue w‘: n(xi) représente la dérivée de 'type Préchet
. [}

(1.1) B(u,v) = B(v,u) pour chaque u,v e T de 1'application O.)*n au point xy, - ¥ et Y ayant dans ce cas la

B(B(u,v),%) = B(u,B(V,w)) pour chaque u,v,¥ € Y gtructure des espaces linéaires normés.

Les relations (1.1 t ‘ [ Dans le cas des applications définies par (1l.4) l)n a le lemme
; .1) montrent que l'application B détermine sur E
mivantz

D ¢ struct demi— ve. L
) ey o s e supposo'ns =R 12K 1.1. D les conditions précisées, les restrictions 4

que les conditions suivantes sont remplies:

: ; 4) sont
4 valeurs en Y es applications définies par
4,) Le demi-groupe (Y,B) admet un élément neutre u . Il existe Ty 242220 52 o
I, S Y tel que (YO,B) forme un groupe et u € Y . i m'

i i a fonction
7/ 81 nous gardons la notation C\)"‘(xi) four désigner 1

CU& ,,_C"J) il existe 1tapplication [w& ol !o_,x . Cette
application peut se prolonger par linéarité A spY, et dans le cas ol

Az) I1 existe x < X et 1'application bijective ‘ﬁ’: X —>I

A3) Il existe une applicatior linéaire ‘f : X—>7Y avec la pro-

priété (.Pl X, = CP
A 1'aide de )'application LP ot de 1l'application bilindaire B
nous construisons la suite d*applications (An)

Y a aussi une structure topologique, le prolonsement peut s'étendre

A off ) . Hous désignons par I; le sous—ensemble meximal de Y auquel
3 Anf Xn._,Y

v on peut prolonger [‘4-’* ,‘c'c)]-‘et nous gs.rd.ons 1a méme notation pour
telles que:
1'application prolongée.
(1.2) haiRs L{) () e Supposons maintenant que f(xi) € I, pour chague i = 1,n. En ce

ut considérer 1'epplication:
A (uypee0yuy) = BCAL 1 (Uygenesuy q), ¢ (a)) cas on pe :

i.n . 1] ar
pour u; € X, 1i=1,n I(XppeeesXp,yif) 2 I—>T définie p

£

Congidérons maintenant les points (x )iEIN tels que Xy -x € X

(1.5) L(xl,... .xn+1;f)(x) =
pour chaque i,] € m, 1 £ 3. A 1l'aide des ces points et des appli- n+4
cations (An)nem définies par (1.2) nous construisons 1'applica- - E ‘n...l(x'xl""'x'xi 1""‘1-&1""'!'54‘1' [CU &"] "t(xi))
tion non-linéaire: L=4q

- Relativement & cette application on a le théordme suivants.
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I‘:!LQI M5 1.2, Dans les conditions requises ci-dsgsus, les asnli~

ias par (1.5) vérifient les ézalités suivantas:

cations défini

(1.8} = 1,n+1

WXy peeey®, 038)(xy) = £(xy) i

Les relations (1.6) justifient l'emploi de l'expfession "poly~
-:6;13 abstrait d'interpolation de type Lagrange" pour désigner les
apjﬁlicatio‘ns définies par (1.5),

Du fait de la multilindarité des applications A, , nE N, les

applications (1.6) peuvent 8tre bcrites sous la forme:

(1.7 [(Ip w3 % 5 JE)(X)=.ann+ .Dn_,’x”d'f-_... + D4x+ Do

Dans (1.7) D, € Y et pour chague k = 1,n . Dk: Xkﬂl’ est uns
application k-lin8aire,

Dans la théorie de 1'interpolation on accorde une attention par-
ticulidre & 1l‘'application n-lindaire D, : 1057, .54 nous écrivons
[xl...., +1'fJ il résulte de (1. 7) pour cette applization la

céflnltion suivante.
¥ ~
(1.8) [._ID I’lﬂ J f]ﬁ #L Z‘/Anﬂ (ﬂ” ﬁn,[ /,n(“")J JE(""))

Fous appelerons cette expression "différence divisée abstraite

1....,xn+1 P

Dans [1 ] [3J nous avons donné quelques exemples dans les-~

d'ordre n de £ sur ies Doints b'd

quels nous avons constrult le polyndme d'interpolation de type
Lagrange tant au cas ol X et Y sont de dimension finie qu'au cas des
espaces de fonctions, s

Les principales propriétés du polyndme abstrait d'interpolation

e% de la différsnce divisés sont présentées dans le théordne suivant:

“
-~ 45 -

TH;,ORJMM 1l.3. Le polyndme abstrait d'inbternoletion et la diffé-~

étis suivantes:

~opce divisée jouissent des propri
ae—r

j) la relation de récurrence des différences divisées a lieu,
olesti-d=dire qu'on a

.01 ]
(1.9) [xhxl"")x")xn”j JCJCI’PH—-I"):[XU'" 71")1’144)39 —E(’JIZ"";I’U.{]

pour chague n & [N ;

33) il existe également une re;ation de récurrence pour les poly-
ndpes abstraits d'interpolation, notamment ;

s LG Znms P = LR 0350+
.f_[-x“__,):z: xnﬁ)'ﬂ(z—.rn...(z'—z,,)
pour chaque x € X et vour chague n € /N;
.‘l.‘i.’i) ! ati eut s'écrire sous

: forme de Newton:

= -2 )
Q) L&) T P = 9‘@4)+Z [, Tive £ G20

=4
pour chaque x& X ot n ¢lIN ;
jv) on a une relation de e Altken:

(1.12) B(L(;r“ Jx,mj{—)(x), “F(Iruq =

=B( L (%, Xnggs I)(x), Px-7)) - B (L(:r,)\»,,wa)(i)}{,p(Z—In“))

xE€X et ne N ;

dour chaque

v) on a 1'ézalité:

(1.13) 4(1)-':}_(11,--. Tt HCZ} it [:c, :t_”...,rnﬁ 5&‘::}(1-2’4)-.. @-Tpy,)

)

La théorie présentée dans ce travail nécessite 1'introduction de
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1 notion de (‘-P ~ B) nondme et de celle de ( ’-F- B) polyndme.

résentons ces notions par la définition suivante:

¥
L¥ITION l.4. On apoelle (¢ - B) mondue du n-idme dears,

Hous
K4

e
AR

n > 1 une application ¥ 1+ X-—>Y, définie par:

YY) H(x) = AL(XyXy000%)
: Z1P-—-»Y est 1'appljcation n lindaire introduite par (I1.2) A

ai: A
A “'n

1l'nide de 1l'application linéaire

bilinéairs B:

iy &

’

CF: Z-->Y et de 1'application

Ix T—>1Y,
Dans ce qui suit, nous allons présenter une expression de la

iifférence divisdo au cas ol £ est remplacée par un ( &f - B) mondme.

\
2 ainsi le théordme suivant qui géndralise un résultat obtenu

par T, *:’opoviciu [4‘] .
s

% le5. Dans les conditions requises on a les relations
I ‘fz<n

; k=n

LYY

nt1 5 Rom

y B Az

. (Gt onay=Rn

la différence divisée étant el_asendrés par les mlmes applications ¢

et B, gqui engendrent le (({? -~ B) mondme Mk'

Pour le théordme suivant nous désig_nons par f3 X-—>Y° une appli-

cation donnée. A 1'aide de £ nous construisons 1'application

gs X—>T1 par la relation g(x) = B(a,f(x)) ol a € Y, est arbitraire,

THI'.OE:E’:-.!E 1.6, On a la relation suivante:

s any

L l 2/

[x;_) " Loty 3]‘5 ‘ﬁh- = B CL [x'i) yXnss) DCJnx

- (1.18)
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Des théordmes 1.5 et 1.6 nous déduisons le corollaire s-uivant---
COROLLAIRE 1,7, Si Mk: X—=>»Y est un ( <10 - B) mondme du k-itme
degré et g: X—»Y est définie par g(x) = E(e.,l.K(x)) avec a g Y, ar-

pitraire, on a les relations suivantes:

& X, ‘é<n

@1 [z, B@a,A,#,. 4.)) s b=n

Lnes 5 ?J'i’q 'fln -

2 B@Ag . oy g
i R /f?>7z,

A titre d'extensmn de la notion de polynbme nous présentons
celle de ( ‘f -~ B) polyndme, notion qui sera introduite par la aéri-
nition suivante:

/
DEFINITION 1.8. On appelle (c{’- B) polyndme de neidip deons
uce spplication P: X—Y définie pars: :

n
Po=a,+ 3" Bia, ;M)
&=1

X—>_Y est un (P - B) mondme du k-il-c

oll 8487500008, € Y ot M

deg;é, k = mc
3n se servant de cette définition ot du corollaire 1,7, on étahliz

le théordme suivant:
THEOREME 1.9, On a 1la reletion:

e L(x45--->xn+15P)

Bour chacue (cr - B) polyndrme du k-idme degré, k < n;
&strait d'interpolation étant encendré par les mimes

‘-P -8t B gui engerndrent le (¢ - 5b) polyndme P,

(1;19)

Tl N = ! .
u théordme 1.9, peut se déduire le corollaive suivanty:
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COROLLAIRE 1,10, On a la regrésegtatiog sous forme bg._x:xcegtrigug

S L

- " -4 \~1 ~
(1.20) | (4,0, Tans s Fex) = ( Z/ d, ) gdc J((Ii’
pour chague x € X, tel que x-x; € X, 1 = I,n+1 et 4,8 X—Y est
une agplica:tion linbaire définie

(1.21) a’zb’% i Am-z(xi"zv X=Xy, X xc"'rr.'ur“;xc"zuﬂ)ﬁ)
pour chaque h exo et 1 = l,n+l.

Les dbmonstrations des théordmes 1.1.-1.10, ont été données en

(41,13 ].

Décignons par X et Y des espaces 1inéaires normés et parf[x y)
1'ensemble des epplications linéaires et continues définies sur X &
valeurs en 1 et considérons 1l'application non-linéaire £: I—>Y.

DEFINTTION 2.1. L'application f admet une dérivée de type
Préchet au point x € X, s'il existe f(x) € L3,1) et tlx)1xxx—>Y
tels que: :

ue(z,ﬁm
et (2. 2’,{"&_’,”0" W

L'application £(5) s'appelle dérivée de type Fréchet de £ au point 1.
DEFINITION 2.2. L'a Lication £

(2.1) f£(x+h)-f£(x) = £(x)h+£(x,h)

si les conditions suivantes sont remplies

e Fréchet d'ordre n-1 de 1'applica“l
tion £, £071(t) ¢ éf_,(x,x) pour chaque t €V ; V &tant un voi- -

d'ordre n gu point x,n3l,
1) 41

oxiste la dérivée de t

sinagce du point x 3
11) 1'application F: V —-,—)z,éf_'f(X,I) définie par F(t)= f<n-1)(t)]
" est dérivable Fréchet au point x.

L'application Flx) = f(n)(x)

s'appelle dérivée de type Frichet
d'ordre n au point x. I
Dans [l ] » [5_] nous avons précenté quelques propridtés géné-
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jons entre des espaces linéaires normés.

gbre p1
ﬁc b propriétés ont 4té établies en [2,]

‘considérons l’application symetrique B € a? (Y,Y) et les appli-

us spécial, qui seront utilisées dens le paragraphe suivant,

- s dérivées de type Fréchet d'ord.re n, dens le cas des -appli~
-\_-55 de pp

i ,Nous en présenterons lci quelques unes des propriétés d'un carac-

;at'ionﬂ non-linéaires f,g: X—>Y. A 1'aide des ces applications neus

gérinissons 1'application F: X—==Y par la relation: )

F(x) = B(£(x),s(x))

(2.3

\é {xl,...,xn} . Dous désignons tar
@‘* ‘£) 1'ensemble de tous lzs sous-ensembles & k éléments de g
y

Ecrivons maintenant

Adnel qu'il est bienconnu le nombre des éléments ce Lg” k (‘g) €

s e

Rl (n-81

Op a 1l'extension suivante de la formule de Lelbni'cz

2

"THEORMME 2.3. Si les applications f£,g admettent des dérivées de

L é {1,,..,11 nous écrlverons (@ k(f =(€é

type Fréchet d'ordre n gu point x € X, alors l'application F définie

par (2.3) admet aussi une dérivée de type Fréchet d'ordre n gt vour

ghague hyyeessby € X on_as

F(',?x) ‘FL,’ ﬁn. "

& 4 = ('k) (n-&)
2 > BUwh ko, gt )
k=0 18 <. <pgn ! s

@ §g4) gn-k} = {4)-~~; Tl}\ {('-4)-")L.7L} et 34< WS jﬂ.-h -

On observe que le systime d'indi_ces (11....,1k) parcourt 1'ense

ble 'ﬁn $# » donc le nombre des termes de la deuxitnme somme de (2.%4)

est G:) . On déduit donc de {2,4) pour hl = ees = h =
® (n-k) n-
2.5y F m& E B(fcx) h )
k=0
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Le fait que ls théordme 2.2 'xc.cralise la formule de Leibnitz

est ainsi évident,
Nous pouvons obtenir une généralisation du théorin: 2.% si

considérons une suite d’app;ications multilinéaires \Am) 5
(¥

4 € ,,‘f (Y,Y) o les A se Abfinissent & 1'aide do B € ;j’z

de la manidre suivante:

Ay, ) = B(u,,u)

(2.8)

nous
3

Y

Am (ufj-..,u!;n)" B (Am-1 (u“"')u"""))u”‘) ;) Mm>2

ob S TLPIERTIL Sy &
Considérons aussi les nombres o s Mo €N tels que

0(1 R Yee, a{‘m =n et désignon(sk?ar ﬁﬂ,ef Vm 1'enaszble des
systimes (Gl,...._.G ) od G, = {L' (- (k)f 6 (Hk)ave"

pk=n-(o('4_+..,+0@') et Hk={4 h}\UG Le nombre

’ I—. I
des &lémonts de fansemdle s Moy, Ay OBF évidemment P S

| o
Considérons les applications £;0 XY ;1 =10 et en outre

1'application Pt X—>Y a&finie par:

@.7 . - {F(x) = lm(fl'(x)....,rm(x))

La généralisation du théordme 2.3. ci-dessus signalée s'exprime

par le théordme suivant:

/ \ —_—
THEOREME 2.4. S 95 .applications f X—»Y ;4§ = l,m adnettent

des dérivées de type Fréchet d'ondre n au point x ¢ X, alors 1'apnis

a

cation P dggmg par (2.7) admet aussi une dérivée d'ordre n
A !

- point et nour chaque hl,...,hn € X on_a:

('n)
g
(2.8) ‘ )% et
@) ) (@'m)
= E ; 2 -An,\—4 (x)fzm Q(m’ ) Iy By
Adotel =n (G ¢y 4 - Z

mé-:a(i

3 ={ R (B Yot s LndT T
ou G&_{Ll et k.'} i =mdlyEe,

Considérons maintenant L'epplication Lnt X—7Y définile par:
(2.9) Tp(x) = A& (x-a)"

ou AmG D(Zﬂm (X,I) sont les applicaticns introduites par {1.2)
avec CFG X(X,Y) et B € ogj,(‘f,';’). Zicus supposons que l'applica-
tion B vérifie les relations (1.1), ;

THEOREAE 2,5. Les applicatiens défi.uies par (2,9) admettent des

dérivées d'ordre n ; n € /N 8t vour chaoue Rysecosl, € % on a:

3 & ; nrym

& | e
(2.10) T, cof .. By, = o i ey 5 nm=m

m(m-4) .. (m-nt9) A, -2, R 5 mem

A l'aide des applications introduites par (l 2) telles que les
conditions (1.1) solent vérifides avec (fé X ) ek al) EN (Y Y)

nous pouvons considérer l'application F: X—s»Y définie pers

. i % Yis
(2.11) Fe)= Aﬁ T ((1'-‘2)4) (x=2)" oy =X )T )

ob ‘f; €N; i =1,n, Relativement % cette application on a le

théordme sulvant:
"ifi‘a{OR}:l‘.E 2.6, L'anplicstion définie par (2.11) admet upe dérivée

de type Fréchet d'ordre n < Ty+Yy+ ... +1,,au point x € X et:

(2,12) | F-m(\ac)‘ret4 ﬁ,,_ =
n! Z rT( ) +r‘(x’lf B .JCI'%F-M':’E“..._,E,,‘) N

oG4, =n =1



Le théareme 2.3, représents unez extension de la formule de
T ."\'\. -
ﬂ..%-du“. Nous donnerons aussi une autre extension de catte formule,

exiension qui est nécessaire bour obtenir des résultats présentés

dans 1a suite de ce travall,

Sy 1" i ;
n vue de cette extension considérons les espaces linéaires nor-

s X,Y et 2° et les applications f: X—.-;cg(Y,Z) i gt I—>7Y .
s l'aide de £ et g mous définissons l'application F: X—>Z par:

Fx) = [ 2(x0)]a(x)

"_{ .‘3.‘ ) . .
THEOREE 2,7, Si les applications f et g admettent des dérivées
de_tyve Fréchet d'ordre n au point x ¢ X, alors 1'application F

admet aussi une dérivée de type Préchet d'ordre n au point x - et:
e G0 '( ()
(2.13) : ([f@]g) 4,

22

H(g)ﬁ ﬁL Jg«(" oh 34-...{3'"_&

< <Lk<n
24 {Zhr-wgn—&}_{" »mEN{G,., £ 54 Fn
pour chaque %4 'ﬂ €X. et neW .

Considérons maintenant l'application £ X———)f(I,I) et suppo-
sons que f(x) € og (X,Y) admet une inverse pour chaque x ¢ X.
Alors on peut considérer 1'application g: X —> X(Y,X) définte par
sx) = [e(x)]! |

/ \
THEOREME 2,8, Si l'aggligation f admet une dérivée de type

cfchet, alors 1'application g admet aussi une dérivée de type
Fréchet etk: SRS
_ =y o /
(2.14) (H:(x)] V4 - [f] faoh [fca]
Rol cpague 1k £ Y, -

- 5% =

. 3
. Les démonstrations des théordmes 2.7.- 2.8. sont données en (£ | 5
(33.

Supposons & présent que les conditions Al) - A.i) de §.1. =ont
l..9,111:,1.’1.95'et: en ce cas considérons aussi les applications (An)new
abfinies par (1.2) avec Qe o{”(x,r) et B € c?i (1,Y). B vérifie
aussi (1.1) et X,Y sont des espaces linéairee normés, Dans ces condi-

tions considérons l'application désignée par:

*

.’t-4 xm.l.z‘ N
G sl a) el ),

ot

RoDh- Ay oAb

X
(2.15) Cd(f;r“)

8L x-x; € X3 1 = 1,m 11 résulte de &) - A;) que 1l'applica-
tlon définie par (2.15) représente une bijection de X,enX,,
L'inverse de cetie bijection définie sur I, peut s'étendre par liné-
arité et par continuité & sm;). Donc on peut considérer 1'applica~

tion:

@ g X — L0, X)

ol L {7
)

3(1): C()_4 1;,4;...)?”1,1
Par (7! nous avons désigné 1'extension de 1'inverse 2 sg(\Yo') de
1'application définie par (2.15).

Nous allons‘ donner a présent une expression de la dérivée de type
Fréchet d'ordre n de 1'application intrcduite par (2.16). A cette fin
nous employons le lemme sulvant énoncé et démentréd en [1]

LEmE 2.9, 88 B € &, (T,Y) vérifie les relabions (1,1) pour

chague p;n €/, p<-n, on a 1'égalité suivants:
(2.17) - A, (U, )= B(Ap(w,,...,a), Arep (s s Und)



i d 1 o
301 ntenant la bthdorliee qui exprins la
GOLS
. : )
1'eeplic on definis per (2,15), thiorima qu
ol )
o0 & travall,
d&rivd
~ v 2 6 ey ‘. > G ady dérivée
2 2.19, Lfappiication 45finie par (2,15) admet une

- . i O 1]
vg Fréchet d'ordre n, pour chacee n€dN au point x € X pour

pour chacue « = 1,m , et:
o BOLELSIC A

L0 XNy €
e = o
o g A L
\NE - v {‘++{m:n
[ ey (& bty ’pm ﬁ“

pour & & .‘s;'(YO) et hls-'-bhn'é £.,

ez Al

Démonstration. Du théoréme 2.8. 1i résulte:

g"(:c)ﬁ, =

(e [ (Gl st

%r tenant compte des thécrémes

T
(e e

o )

1l

2.4, et 2.6, nous déduisons:

P T ofiie &
2,20) o ( R i )
- e
" \j-\ + A Th 44 ((I—Xg)h (:I:-’)C j ) (X fk (=X k«H) M
i & IR pttp .,(X_J_Cm)fm, 4’1,%)
=1 sp(]

pear chague hyu € X, Considérons un t e.sp(Yo) ek
' X L
== ""< 1 sx)t eX
{E == (@) 134) JTJ )

Je (2,20) on déduitt

X
= X, [L =t ( 1 " .Z/)-i-__
f2.21) a)4 (% ) )z)/ F 3 )rmJ
= X4 Ltoen Ty N
2 I ) - L F . 3 'xg/h
'/'“ *’ J)( cer ) Pt Prea 2
= ‘ = -4 _/X1 Yoy . \+’
Ip J (_;/ w \54 3 61) l";’ )

255 &

Hous établirons maintenant lsa rclation:

Plat (- PyFOLE

(2.22)
x*- I‘C It'f«f ‘I-‘h-L . '
= =21
. —] AL(x k) ( 'P(«nﬂ ﬁk‘*{ » Pkf4 3 ) f’?n)Z-)C)

Pour cela nous Teaarquons que nous pouvons supposer t e-I

l'extension & °p(Y ) &tant évidente,

Solt done t é.Y « Vu que les applications définies par (2, 15)
sont bijectives i1 r&

h,u € Xo tels_ gues

résulte 1'existence et 1'unicité des élénents

Le-1 T X, 0E )
B
75‘ )ﬁ! =4 T’fﬂ i 'f’rﬁ U o’ {'L

En tenant compte de la relation (2.15) et du lemme 2.9. , la relation

(2.23) ‘t=w(;“,--; ;0= (F

(2.23) prend 1a forme:

(2.24) B(A},4+...+1gm(("*x4)f
De X=X, € X pour chaque k & Iim 41 résultes

('x x, )'F"‘) &Y,

(X=X, ot CFC&) z% (z-x,

u\ —/,\'

résulte de (2.24) ;

(2.25)

(h)= A, (x-x, , )

De (2.23) et (2.25) on déduit la relation (2,22) qu'1ia fallait
é¢tablip,
De (2.21) et (2.22) et en employant de nouvesu 1le lemme 2,73,

on déduit:
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o & B w'14’___)1’m31. w— (T Jt’t. g
g‘& : (1:” e b o 1"*4)1’kﬂ"r’«+4 : f”z)‘
- ,PR))

Nous remarguons maintenant que pour chaque & € Yo 11 existe ; = I.o

tel que pour chaque s €Y on a:
(2.27) B(s,B(a,y)) =

En effet, du fait que B détermine sur YO une structure de groupe
©il résulte que pour a € Y, 11 existe e Y, tel que B(a,¥) = a,
ay étant 1'élément neutre d-e groupe (Y ,B) donc aussi du d.emi-groupe
(Y,B) , par suite B(s,uo) = 8 pour chague B € Y et en remplacant la
valeur ci-dessus de u il résulte la relation (2.27‘).

Vu que x-x; € X, i k = i,m il résulte ‘

=Ry -z, oz ™) €Y,

et de (2.27) et (2.15) i1 résulte
w( ¥ “,x)ce*s(ay) s
’”\-
d'ol
o
b5 ™ _;x)_/} pour chague s €Y
(i |
De (2.28) en prenant £ = B(u,v) il résulte:

. -4/ X
(2.29) J® (f:’

= B(B(F,w,) = B(Qw™ (F,... 57 sxju,v)

(2.28) BOG/Y = wa“(;‘ )

x) B,v) = B(BW,W,¥)=
P
Zn prenant en (2,29) v = Cf’(h) et

m-x) ey eehs., Xyt i Licry :xm

x
W= w( e _
?4 yeer 2 ,F,m > Kh P )':p'(” ) Af‘k )F'C - D ) %318
]

i1 résulte:
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x o
::3")5(“) :1:, T 5% )

w_1_‘:c4)
¢ (f" ’ b

(2;30) X xk- X Xm d
_ h f’m ) et ,/FK+4 JpEELN ,Fm,'z)t,zf({D:
= -1 4 Zt_4 AN :
B (¢w ( f’k.. et bere” f’ s2)b k)=
; A ( : x’ :;k- ’;Ck4 ) ::KH 2 p )Z)t z,)
De (2.19)

y (2.26) ot (2.29) 1l résulte:
m

wih) fm =S 14 ot (% Xrd |
s e B P ARy e )
N *f-q’g« - *
> [T‘(’f’ )0, (w(
A4t A= fa
donc ‘e relation (2,19) est vraie pour n = 1,

tofl ) F-f‘c/)z)t {L\

_Supposons maintenant que la relation (2,19) est vraie pour n = p

c'est-A-dire que
r" (1’ +o- ~4

(2.31) [d ('l)ﬁ gh‘]é = (4)rfv L

)

J-{» Ao, =r;
-4 _4 4 . . :
5 q -A-f)ﬁ (LU (.’r,,h(‘ '):")”in"'dm)ri)t)ﬁl""lﬁﬁi4)
(2.32) .[%(fgﬂtﬁ.)&z_,,arﬂ]t = (--1)- Z\ ]’"( <'ﬁ+q/ 4\
d'-r A= p o

3 q)—AFH (u“)-l "

y X + ' A\
s 27 o> ¥ i iy )
On déduit de (2.31) et (2.32) par soustraction

(2.53) r(g(?x-& g] )"3 (F)(,x))et ﬁf;«r.{]t =
3 (—4)1’ Z T_T (1: ol - 4)CP [ ,,(}:{, L, B,
gl fz =y * ‘4‘1‘0{4)."7‘4-'@*:‘;7;' i

-4 X 2 DG ) Lo _
= (,f‘\ ‘._L/w:d‘ Yo ’77"-_ 1’)’\’{[ »{:L . "R
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Mails
Lin .

et X >"";:Ld )'x+'£.4)t—w_f1<fi‘d)- ;7:-;_,;}&’,,‘)*) -

(2.34) 4 fﬁ’"’(« P e
41
- R £ )

[Cd (f‘ﬂq f’mﬂm' )J ’ﬁ,,, =

ol

- " EOJ -4 (11#14)”
150 W

Zn tenant compte de la p+l - linéarité et de la continuité de Ap+1,
1 =
- i1 résulte de (2.33) et (2.34) l'existence de g(P* )(x) et en ve rtu

de la propriété asjk démontrée pour n = 1 on a:

[ﬁ( H()x)ﬁ ‘£Lf+1]t v
Z Z ﬂ (quf 4)(?{-;«3.,,{9‘._,} -

et ooy =P IB+ +fm f‘

=Q

(2.35)
= Pt /r

T A (97'A, ((“).4 (f,+d+(54 )f";*’: tPm 5, v J o ’%’”ﬁ

4 ent T +ﬂ =p+{
En écrivant ‘5; —q"+P‘ = I,m ‘il résulte évidemm - p

et | 5
i SRR
2.36) >, oY, [Tr ('f’*q' ‘)(T+d+p ]
e - i ;-
0(+P )m)t(m*_Pm ;\ Z {U ‘t (Plf‘ '1]-"‘ " .)?r:l

f’-; FHEm=pH1 Gt AP

22l & ST Lt TR

'£'+ +%. R D(-;...+o(= 1
Tous nousf ~)erv‘:'o.“roAPns de 1‘egalltc 4 ™ f’
Ly . s T, +1
= T—T < ) ( A m) (/F = i
.+ %m
G+ L= L

. - " Tl ewprassion d LT canche
dont la dbmonctration est 4lfmentaire, L'expression du membre g

3 P and donce a -
"de la relation (2,36) preuad donc la forue

.
1 (Pt ¥, -4
7 ] I -
b+ E \
\| 'f") fim \ q )T‘("’ ')T"’L

q+...+rm=?+-4

On dédult ainsi de (2.35)

@37 [P0 4, ... ﬁr”,,](e) = O (prol >

]‘;+..,+fm=FM

: X,
a 1A‘;'+:. (w (‘fﬁﬂ’ ’f’ +6' SOt Ry, %"H)

Dans la déduction de (2.37) nous avons utilisé les relations sui-

vantes: 3 :
'A'f“ (q)-‘Az,(u)?l‘)) '{lb ;/};’FH): ('F—4B(Ai(u’ﬁ-f);A)b(ézj'--)ﬁ )/\*
= CP~4A1F+L (u, fzu...,‘ﬁf,w)

La relation (2.37) montre que la relation (2.18) est vraie pour
= p+l. Le principe de 1l'induction mathématique assure la valabili-

té de cette relation’ pour chaque n='f+4 » Le théordme est domc d&-
montr§,

§.3. Comstruction du polyndme abstragit & noeuds multiples.
Exemplesg.

Considérons 1'application £: X—>7Y ; XetY étant des espaces

linéaires normés. Le probléme général d'interpolation s'énonce de
la manidre suivante

(I) Etant donnés les nombres Flaloseeesry €IN
Y (X,Y) pour chaque j =

et r(ij)(x Ye
0,r,~1 yTy=l et i = 1,0 , on denande de déter-

Blngr un ( f ~ B) polyndme P1 X—>Y de degré minimal tel que:
HD(x) < eD(ay)

1,a.

pour chaque J§ = 0,71 et 1 =

Pour domner ua rénonse 4 ce probldme nous supposerons que les

_‘ °°nd.itions 4,) - AB) sont remplies. Dans ces conditions nous consi-
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A

s-rons llapplication (2,15) et 4 1'aide de catte application nous

msvruisons l'application: ( 24 mfﬂx,‘x’) par la relation
1 )

> X )

i 4 J, ainsi qu'on le verra

X,

(%.2) ,Q,'Im',; = COCEW« )

Lm
- _)}(m.,. dm

I“ xiH
/l +q_1 /ll.ﬂ+ql.+1

B %, -_\a (& XO pour chaque 1i,j = ]-.-,_E ;

i
“l paragraphe suivant, l'application dé&finis par (3.1) peut s'inver-
30 sur Y

N A
S )m,l:

4 Titre de réponse au probldme ginéral d'interpblation (I) on a

et catte inverse peut s'étendre & sp(Y ). Désignons par

JNL e*(wns:.on de cette inverse,

Le théorbtme suivant:
7 \ - :
THEOREMS 3,1, Si Xy =%y € L pour i,J = 1,m ; 4 £ § et f(‘]}(fxi)'s
- (ﬁ —_— N — N —_—
= Qv/ (-.,3_:'\1’0)) pour chacue J = Lirg-15 1 = 1,m ob Tlrese, I €NV

Eoii 0 podbres donnés, i) existe un (LP - B) polyr8me de degré

-~ 1 gui remplit les conditions du probldme (I),

B SRR

i jul

sssion dz eo (<.f> - B)pplyndme est:

o Tt gy it
o Halfom indw=21 20 2, &
- (Ll)a.)k) 'Z.)’-:
: c; : E 3 -')%H)d““)m)dm(

L/ S A A e L

9?_
I— I C’x) =
(3.3) °(4> Q/l-‘i) °(t'+:,~-- X
Ryte 4 (fq Ty~ (ILLHMH ) (ﬂm“‘m )
= oy /
/l L ty
'A.n~ﬁ'+k+z ((-x) : , (2= I-f),z“ (kg ‘r‘”) H(“"xm) L (X )

] 2 Q 4,m f'(a:’ﬂ)(x"r)g)
Démonstration. Hous supposerons que l'application
o

st )
ol L yT) P X =7 est ba i :
A VRIS W de la forme suivante

)
o
[

|

rrL &“-
x ¥ (e s
) HYL< ;1,:) ):7(,_:: 5'})@)“—‘-2_} 2&)9 L P, 35 ,/(m' b 5:)(1)
L= 'J-'-O

Afin que l'application considérée reaplisse les conditions du pro-

cations [ ( :Iyxmmilq X—Y

pléme (I)est nécessaire que les appl

j= 1,ri-l i L = 1,0 vérifient les relations

: \-) @
5.0 i Creoam s F)@= & & %,
ol <§- ' est le symbole da Kronecker,

P

¥
Pour reuwplir les conditions (3.5) wous cherchons une application

: de la forme:

v 4

(3.6).[‘.3. (“;“ ; ,:;(: )@ =BG, Q;J'(x)) 3JmoN S (=i
b

R, X Ry o A
6. §.@=A, ,w((z rf @2 Gt )™

r=0m
‘t -
' = o)
(3.8) @6'3' (2) = B (A3 (1‘ 1&) ) ﬂ‘.g. (1))
4=0,-1 5 t=im

a1 }
ol ‘;L 5 3 X->7 est une fonction 4 déterminer.
55,
1 résulte de (3.6)-(3,8), en employant
pour i £ J et Jet t ¢ 3

aussi pour i =
suivantes ont lien:
/ ®

4 (;II:.J =92 i: J'f) GIAJSO

Il fant déverniner les avplicabtions ’{J

las théorimes 2.3, et

2.4, que lea relations

(3.9)

¢ X->Y de (3.8) 2e

| Yelle manidre qulelles vérifient en outre les autres conditiona,

Clest=d-dire:




) ) 2r i Dfi)
] "d { 4 ln, (\ p (3/
(MJ i :‘x{ 2 ) o, 5 L[‘ U T (Il.ll-i
) 7 &) /2, :
L. 4 Y= i ,
’tL.)g N PER R nm HC s J,Jcer i‘>J

e it
e LY

i

.6, (3.8) et du fait que le degr$ du polyndme & déterminer est

L résulte que le degré de ’gLi. -

est A

i

=9

1 62 =

ce qui montr .
gqa\ € que le probléme sst résr~1u &u ces ou les constsntez
N, (x;) sont déterainées de telle manidre

sbient remplies,

que. les conditions (3.10)

Définissons pour chaque x € X, 1!

(z) € (ﬂ(y AVA

11 résulte alors de (3.8)

epplic: stien

par la relation 0 (x)/{"z, = B (g (1/)’%.)

guet

“nocoanalt [3 ]

la formule de Taylor dans le cas des applica=~-

sntre des sspaces linéalres normés., Cette formule s'exprime

pa? 1'inézalisé sulvants:
n (R n .
~ ~ F & lx -, | :ﬁ(m
(20310 Feg ~ . A G A L —; 6h
)y I Fex §_/ v (x-x,) ” gy 4” (@t )};

R=0

g ¥ ot %, sent des pofnts d'un ensemble ouvert U, emsemble sur le-

l'applicat-ion Ft X—>Y admet bien entendu des dérivées jFusqu'k

el
s:wire n+l inclusivement., Si F est un ( ({7 ~ B) polyndme du n-iéme

sznd, en employant le théordme 2.5, et 1'inégalité (3,1l) on déduit

i'%2alité suivante:

Feo = Z

%k=0
De (3,12) et de la remarque que %13
b

€3] :
F (2‘,) (x“ro)h

= T

est un ( f - B) polyndaue du
7 —g;t n-idne degré on déduit 1'égalitd suivante:

/7 g1 ) 4
. ; S 2 ¢
) == 5 Y (x-
] {L".)J‘ (z) / /F@’ /€LL.’J. C’()( zt)
R=0
Dz (3.6),(3.8) et (3.13) il résulte:
p i) ’:H )
3 l,\, ’/ ‘ '-‘4 ] Iyn _‘Ll/,ZJ = /' \ 1) Jf WA,
gty 4 g 2 B(G0, By Gt e

fJ ."(

xm)g)cz) g(, B/A (x-z2 L)a %

d'olt 1'on déduit:

3n dérivant an sens de Fréchet j+k fois les de.u.x
relation (3.15) et erm utilisant les relstions (2
déduisons pour chaque t € X:

V=0

~ En vertu du théoréme 2,5,

4000

€n faisant x = x.
&

SRR (g}
> jcj('zz): d:ylg j‘ 9(71.)
en (3.,16);:

(k)

(3.17) } B(Aﬁ fd {l

L=X

On Temarquers que Q (’xt 5 (Z)q'4t

.15 B (Aa- (-2:)? ﬁll-’j (2{)= [g (1>].'4/£;J- (i’,
2,5) et (2,13

| ' Gas) Z (‘”k) B([A (2~ 1)7](3”? = Jﬁm 4’1(\' ot )=

_2 <4+k>5{< 3 o ]_4JL3+k»\>) td-%k-\‘} K(‘” 3 : ,5’7}.-;3:‘-':’I

mtk):{ (g o)™ 1%} 1

()

/

-

nous déduisons de 1l1a condition

o

3% 201y
e t?



- B4 =

I Iu L
3(70 w(ﬂn ")" D . “"/f::’z)

—4 ) g+1 )

Du théordme 2.10. appliqué i 3; on déduit:

2 32 4
(3.18) {([SL (1’]—4} th}“ »
.18) m (h_u""’(\)""\\

__-kjgl L )T
= (-1 2 +;¢’ T 9

=4

P B (o t*)

4
En tenant compte gue a \1} 3(1)4' done [g (T)] @[g (17]
i1 résulte de (3.18):

(3.19) $ ( Lg @I = Cof 4 -

: e
SV rhotay~4 £
2 2:/ ]—T Kod: )A‘k'H( ‘mLu)t )
°!A+ ot dt’-c"'diﬂ""'{' M"—‘Z \):‘,\.H:L
Nous dédnisons de (3.17) et (3.19):
| § L. tRy L
(3.20) ‘ B(Ag-t 3 ’ELL-,J (xLint ) ! #
=5 h +oly ~
7 R e e e G oS

K 9' . AR bt OTH

Ay (ST F Gt £9)

51 en (5.26) nous prenons t = x-vi, nous obtenonss:

T oplR) R
-z ) @-4)") =
B (A, ))ﬁwc

. (3.21)
nl

~ oty 4
= (__4\& 'k‘ Z r_-l[ ()l QZ ‘) i

i NEFIRVE 7S
’3‘ ot o Ay oo FEy =R

i L
A»&-M <ﬁﬂm § (%)(7—14») )(:r, 23

- 65 -
oy abduls de (3.14) et (3.21):

= B, B s 2
/{{g' (hn"";:«’HC'L)_

4 - .
: (L )
o J 5 atlh @)
= -0
J, - X, W) oy

k=e R : :
La yelation (3.21') nous montre que les relations (3.2)=(2,3). sont
démontrées, ce qui dbmontre le théordme.

Nous en donnerons & présent quelques exemples,

1. Considérons 1'application 7: [K—> /K . Dans ce ces il résulte

_f_q(')m e R et

5, k) - /‘Zu+°(p ~1
ey T E, Y@= I_T ( )
Loy Doy g - 100, V=4Vl
-2 (2o (-2)™ oz O ekt o)
o, x, ); o e @)
CT("'Z() f4 (7{‘31'-:.) e ﬂ(zl._. LH m (7 __g(m) "t

Ainsi nous retrouvons le résultat obtenu directement par D,D, STANCU

[5].

o bz
2. Considérons 1'application f: RP——> Rf. En ce cas ]((11)6&/"(&7; (%?,_d

donc pour chague j = 1;r -=1 et 1 = ,p on a:
G’ (0
(3.23) - C‘Z’L‘)(z—xi)g (y, )-—I,F
ol
(g)
() . F‘, v \J Jﬁ\:
(2.28) g 2 - ‘* @' Pl (-2)
W QT P EI 9y
41" ‘*% = ! 12
+ L'application B G&ﬂ(ﬂzp IEP) sera choisie par la relation
§2.25) Blu,v) = (w v )L“t T



o 55 i

)

pour 1'application $e ;f(izf TR? Jon choisit

b
pour chague u,v € R ; u = (' , v o= (‘U”‘ 1rF’) ot

S
I'application ident: *u N

Il en résulte que & € 057 (K IV a l'expression:

4,4 A
G2y A (e ) = (G U )/5=3'—f
3 T £) ' g
ol B = {5 .., LLK pour chaque k = 1,n,

Zn outre on a:
X, =>’ :{x: (z¢)£=5F /:z"e/,Q J 20 ; L""_f’}
- RP =

= T, done sp('Yo) =
w(;’)“‘);miz)éf(ﬁztﬂr) sera

et évidemment .?,;(Y )

I'application

s X Lm g, 8 L 2
oy W 05 O =((2ezt) (bt )
e, )A (Z=z/)".. (x-z,,) /FL)/SJ’?
Donc 1'application me,{, définle par (3,1) est donnde par 1'ex-
pression: P
(3.28)

=) 5 t‘“ﬂ 4\ s s Jtag,
S o (- o o (o 7

U)él;zf’ i

Dou_chaqueig-lm,i;éaets=

pPOoUX chague

=a

3+ 5 "‘ — 3
= 7 1,p ; ctest-

~a-dire X € X,pour i,j =1,m, i 4 J 3 i1 résulte que 1! appli-
cation définie par (3. 28) est inversable, donc 11 existe Q Ame ©

On a en outre:
‘_(I‘:,m,b t -
t4
t?)(x --I, )hw*d.-q (I 1 )mf"ﬂ”

De (3.23) et (3.29) 11 résulte que:

.29) (
- 4
(x3—xd)ht%
pour chaque t = (t }t’-
A= 4,

& IJ"'7)

o de demi-zroupe commutatif, 1'¢1ément neutre étant u, =

- 4 ,(. /! -
) ‘&-/_‘47")(‘?;—\1‘\({ r‘f:
(5.30
y (5 o
» ',3' . "
-— ——n—___-_____—_-___‘
(I‘!—If)ﬂ‘fc{" ] (r = 11'({ - (x x ) o f‘aLH (xd _I' ))I’WI‘I

Az

of (3)
o l'expression de j y est depanfe par (3,24),

L,a

Par conséquent on a:

4 %La;t;g'}kJ
)= ( #
olt ’

[4;¢,4,%] (2) =
ldq,..v%c_”dﬁﬁ)”'lb(m )

(/‘241‘-0(4 ) (”Ic-qfd—{ )( Lf1+a’tﬁ—'1 (’zm*‘q/m_'f)
e s d g

(¢, f,R)

; (r))
RS AP (V) oy

(3.31) E(,(1 /TR AP ARV / 8=4iF

‘ (16_%4)"" (16__1-':3’))21"‘4 CZJ__I"S) (Il—x‘:ﬁ') ‘L'ﬁ‘“ C d_r:t A 2“]
@4_1.15)7?4 CIL5 4 AE 2L (Zj—x A )'}(“f'd." (14 _Zm))lmfdm g

3. Considérons maintenant 1'application f: ¢[a,b] —> ¢[a,b] ;
par C[a,b] nous avons désigné 1'espace des fonctions continues dars
1'intervalle [a,b] . En ce cas nous définissons 1'ensemble ¥ Ccla,b

de la manidre suivante:

(3.33) = {x € ¢[a,b] /x(t) £ O pour chacue t € [a,b]}

Aussi l'spplication bilinéaire B: C[a,b] x C[a,b) —> C[a,b) sera
(B (u,1) (£) = UuBviE)

pour chaque u,v € C[a,b] et t € [a,b]. Pour 1'application
Y : c[a, b]—) C[a,b) on choisira 1'application identique et I, =X,

(3.34)

application B détermine sur Cla,b] une structure

1(’[4,6} (1a

11 est évident gque- 1!



fonction identique), et que la wéme application détermine sur T afe

atructure de groupe,
Yontrons wmaintenant que ;p-;‘(":f:) = C[_—a,b}n Pour démontrer catte

&zalité nous reaarguerons d'abord qu'on a &videmment:

5) ’SF<?—¢7) = /572 Yﬁ) (4 C[an’.}

Wil

\e

L'adhérence des censembles s'entend au sens de la norme uniforms,

ifcus montrerons qua:
Cra,6) € 4P (Yo)

rour ce faire, nous remarquerons gqu'en vertu du théordme de

(3,36)

Jeierstrass 11 résulte que pour chaque x & C[a,b] 11 existe oma sul

2 polyndmes sur C[a,b] . (Pn)nél.lv y Buite qui converge unifgivaf--
ment vers x. De la sorte, pour démomtrer (3.36), il suffit de dénon-
trsr l'appartenance A sP(Y_‘;') de chaque polypame de degré auw moins 1.
Considérons donc un polyndme P de dezrd arbitraire. On peut =up=
poser que P(a) £ 0 at P(b) £ 0 . Au cas contraire nous c¢onsidéronsa
définies de la manidre suivanius

tela, a+rt]

une -suite de fouctions (Pn)néIN

Pla+i) pour :.
san B W= { P® pour telart bk ]
P(f-4) pour te -7 o 0]

ot n est un nombre naturel cholsi de telle manidre que les inmber—
1
valles Ja,a-}‘%[ et [b-;{ ,b_[ ne contiennent aucune racine du po=

lyn8me P, Il est &vident ‘que la suite (B.) tend uniforménent

n‘neEN
~ o
vers P et que de plus Pn(a) Pn(b) # 0. Pour n choisi comme ci-~dsssus,

¢

a ;es mémes racines et les némes ordres de nultiplicité, dinsi

SO

v
/2

assune le rdle de P,

Supposons donc P(a) P(b) £ 0 et gues le volymdme F a n racines A

w 69 =

ot = oo

et £signons par . Blan, ces I~
rdre jmpair Ge multiplicité et dfsignons pal OQ_,.. . 3
* . i irne, On &8 dvidem=—

y g : P change de signe, L0 A
1ne8s Done en chaque point o nang z
o
ment: ) .
= T + vee * K

(3.38) P=Q +% “nal

ol pouT chaqus 1 = 1,0+l °
3 ( BCt)
(3.39) Q(t) = ?

| S—

pour x £ {o(L""i ; %

0 autrement

ol - =7y
e BD

De (3.38) et (3.39) il résulte que pour démonbrer que r &
b 4 ; = 1,n+¥, Povz

guffit de ddmontrer que Q; € T, pour chaque 1 = 1, h

cette afppartenance on remarguera qu'il est possible qu'ii ¢

racines A ordre pair de multiplicité, er chague intervalils

Ces racines représentent les points ol le graphique de ¥ &s

' : L ’ ) les racines 49
% 1*axe Ox. Supposons que P"“ ) P’“ )y F/‘*’l’ son;: es
ce type qui se trouvent dans 1%intervalle ]q’i.‘,d; =%
Ay enp Sop pelas
sons maintenant 1les sulbes de polyndmes (Q.. )Néﬂ’,gil 126 re

f(dm +5{C) f,m xe i, a*‘i‘[
m_(d;.,““-) +4
n )C({"_q +7:E)(I“_zl
m(o—a) + 1 40l wdaedf
Pw poun X oot P i n el
N S 4
5-(7:}:3) Fm xe [Fo,i o ,'1 ’ (ﬁsir;.é + I—YLL [
“t

x fa-) -t
m (e, ~4) =1

P

fious constrws

tions sulvantes:

ey

] i[ ’
Ar-,ouiz I&E Qv Mot

(3.40) @f”‘}@ =

o y
: pow 'xelw‘;*,fz;'g"’EL

 fE@G-E)
v (B -a:) + 4




1
P P xe [(@;L' CES i~

b g=i &k

In {3.40) et (3.57) § = l,m»-]-.- et n €N , Un exemple de construction
wny
'“‘-\, asy

L
t

présentéd dans la fig.1, ol nous supposons 5 =2,

w

On remarque facilement que i):(.u) Y et qu'en outre Q\‘(n) tend
wiformément vers Q. Donc Q; € Y d'oll 1'on déduit que P € sp(Y )
@5 en vertu de co que nous avons montré ci-dessus on déduilt que
"D(I ) = C[a,b]. Cette égalité Stant établie, en vertu du théordme
3.1. il résulte l'existence du Polyndme abstrailt d'interpolation
pour chaque application f: G [a, b]—s c[a,b] . Bien entendu, il est
nécessaire que les noeuds d'interpolation utilisés vérifient 1z con-

diticn Xy=xy € X, 5 ¢ 'est-d~dire que x,(t) £ xj(t) pour chague

6 € laplottiss nn 5 2 i

LI

De la d4finition de B donnée par (3.34) il résulte pour ﬁ_,
€ ch ((. L'a 64 Cfﬁ GJ 1ls relation de définition euivantes

(A (e, Un))(8) = Uy () W) - U (E)

pour chaque u; € c[a, b]s i =10 et t & [a b].

-@cj%mwc&u/

(3.42)

On a donc pour l'application (4)(

la relatlon suivantes

(.3.45) [ (

pour chagque t € [a,b] et Xyye.eyXp X, € C[a,b) ; Pysesesby EN o
De (3.43) et er employant les relations xi(t) £ xj(t_:) pour
chaque t € [a,b] et i,j = 1,n+¢l 3 1 £ j , il résulte pour

_Q =Az X(Cfa,éj, Cla,6]) 1a relation suivante:
hmyc

LY L
2. s
o) (L1 )(x B o —x o)

\).-l,\)#-'l.

)4’1] )= ﬁ(&) ﬂ (zit) — 2, (&) b

De (3.42) et (3.43) il résulte l'expresulon du polyndme d'interpolu-
tion de l'application f: C(a,b]-—> C(a,b] . Cette expression est:

% Xpm ). =
(3.45) [Hh h; Yy hh):) §)('Z)] ()

d A ) I AR
-4 Yi-4-14 & Z C L,k ())&
—h_t_\ 1\ E Ciz (L_{,...IQ:;UQ’L;”..._,“/F!
:4‘ / ZJ 9I °Q+- L-/"lq"fl +o/m=k

t=4 g=o0 K=o¢
ol
(4R -
(3.46) (E b % _(2))@®)

/.
oy Oty Ay yeney O



" T 2u

£ e (xl) -, () )

= (- 08) G e T [ T
9 VA NEC (Ll - X ()Y

a2t

4. ;0= {5: (%Zfz) (-7’1")?] &)

(3.47)

Les fonctions ?%:.(f) seront calculdes en tenant compte de 1'expres-
sion de 1':,,mllcat10n f. Par exemple dans le cas ol f: Cla 5J—>Cf4,@

est 1'opérateur non-linéaire de Bammerstein donné par la relation

suivante: : &
) [k

(3.48 (fem) b = Jk K(f,»s)g(a,xw) dx
a.

o a pour Q% (f) 1'égalité suivante:

K(t 5)[_Efw

J s -x.wPds
2ud Ju=xw)

(3.49) g (6) =
"I,J.
a
REMARQUES, 1, De /(3.2), (3.3) et (1.5) il résulte immédiatenent

que:

3 . x = 1 o, I > )1
(3.50) Hn—1<4’ )§() L(“ J"“;()
2. Considérons le cas n = 1, c'est-h-dire le cas d'unm
i 3 4
seul nceud &'interpolation x, € X . Pour obtenir un ( C)D— 3) poly-
ndme du n-itme degré i1 est nécessaire que nous choisissions la rul-
tiplicité Qe ., égale % n+l, o ce cas on remarque que 1l'spplication

\(Zl.mﬂ'

devient 1l'application identique. EZn outre

Q_’,m}: 5{

at done la relatig o ’ T N {, SR
H L{/‘. - +OL‘-4+q:;.:( it!‘m= iovlicue & = O et

‘0(. gy i X g s
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de (3.,2) et (3.3) pour m = 1, _fl = n+l 1l résulte que:

n . _
(3.51) Hn (ni >3c) ()= _;_ : gi| (%) o)

4=0
donc dans le cas d'un seul noeud d'interpolation le ( ¢ - B) polyndme
éd‘interpolation de type Hermite se réduit au (LP - B) polyndme de

Taylor,

§.4, Diffébrences divisles anx noeuds multinles,
e e e e et e e e e et e e M | F e B 3

Dans ce pabagraphe nous nous proposons d'étendre la notion de
différence divisée A noeuds multiples & des applications entre
espaces linéaires normés et en employant las noeuds multiples,

);i:; S E éfkk;y)

donnée par (2.15), & 1'aide de laguelle nous introduisons 1'applica-

D&J(

définie par 1'égalité suivante:

I)&ﬁj (’;iz oL i) ;::‘ 13'3 {;> 1% fik?j

Considérons d'abord l'application () i; "

tions

,g,f)éo‘i (X,%)

(4.1)

(2)
K+4 (¢l4) %K, C() h T ;lm ) ) (y)ﬂkﬁ *J)
’ f
ol nous avons désigné par Jc(g) € J‘ (X, _Y) la dérivée de tyve
Fréchet d'ordre j de l'application f au point y., Les &léments
XyyeeerXy s'appellent noeuds’ et les nombres TiseeasTy €N repré-
sentent leurs ordres de multiplicité,

Pour assurer 1l'existence d'une eprlication inverse de 1l'applica-
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tion définie par (2.15) 11 est nécessaire de supposer que x-x, € X,
pour chaque k = 1,m.

Au cas o0l les noeuds leurs ordres de multiplicité et les points
X,y € X sont sous-entendus, nous pouvons simplifier 1’ écmfure en
remplagant -la notation 0.)(,,_‘ ,,L _,z) par W et la notation

Db.g (h‘ by ’/\m oA })JC) par D, 3 Dans cette écriture simplifiée,
au cas ol la multiplicité du noeud X, se modifie d'un nombre p d'uni-

_fJ e .D (1‘ tf)
Dans le but de présenter quelgues-unes des propriétés des appli-

tés nous marquerons ce fait par les notations OJ

cations introduites, nous établirons le lemme sulvant:

LEMME 4.1, 81 les conditions Al) - A3) sont remplied et si
Sp(Y ), aloxrs pour p ¢ 51,...,m} on g la re;gtion suivante:

4,2
¢ ) ] -D* 1)J
1'6za)ité étant entendue entre deux €18ments de ‘,Zi‘j(x,r).

Démonstration. Nous &tablirons la relation

(x-xp) = :D(y.cf’_‘)

(4.3) : Ai("“-’cf; wt)=¢([w=0]"t)
pour chaque t € Y. .
4 cet effet, nous pouvons supposer que t € X o! 1'extension &
Sp(Y ) étant évidente, du fait qu'elle s'effectue par linéarité
et par continuité,
Par le fait que les applications qui interviennent en (4.3) ont
des expressions symétriques par rapport aux noeuds, il suffit de dé-
" montrer la relation (4.3) pour p = 1 .

Soit donc t € I, et ‘ﬁ [Q.)(x” ?T‘[‘. Du fait que X-x; € X
pour chaqus i = 1 m il résulte que

3 -
(4.4) A?L4+...+7Lm((x_x4) 1) J (x_x”‘)hm) 5 Y°
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et du fait que l'application 3 € o(Zf_ (Y,Y) détermine sur I, une
structure de groupe, il résulte qu'ill existe u = Xo tel que :

(4.5) W& gy =

i _B(An‘+...+hm((x—x4)"*) )Cz—x,,f”‘) ,P(ry) =

Fom. y
= 'A')l4+~--*‘hm+4 ([1—14)&; ; ('x—:r..,,,_) Ju_) o CL)(‘-L)

Donc t =

wc‘fb'l) (h) = wlw) ot w= wW™ (). La relation (4.5)

peut s'écrire sous la forme sulvante:
. 3 . % :
(4.6) B <Alt4+--~*’!n:1 ((1—14)"1 ’J(z-z.) ,...,(x—r..) M),l((fﬁ)) =

A
= B(A i tnmet (@)Y on)® o) A Gx,0)).
Du fait que i
: fut o G-x)™)eY,

- - .
Ap e tpues (ol T e o),
11 résulte que A_Q(Z-JQ,LL) =@ (h) a'oh 1'on déduit imnédiate-

ment la relation (4.3),
Considérons les é1éments hl""’hk+j € X, d'ailleurs quel-

conques. De (4,3), ol 1'on remplace t par -}:(?)ﬁ,‘m ‘ﬁ . i1 ré-

Ktg
sulte que:

. (a)
(4.7) A (x- Ip , W7 f(y) ked Khj) =

o [0 F o s

On déduit de (4.7):

D kﬂ,a' (x- xf)‘e\q 3o Jf“kq') =
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: o0 ; ('(g) N
A -
-\I—l‘g)ln“...)rtk)(&) (y)h

) =
= 5 \jﬁk/'{:m, B (q(z y (‘Oa_, (?';})ﬁ ﬁmy')):

Kt

=B (A Uzn--- {:K)) quz(x—xf”w—‘f(a(?f)gt“ g"ﬁ')):
<4K(‘:4, CP[COCXP ‘“] :F(‘zé)gm o “"J->:
= Ao b [0 T E b )
(Tp,-1)
=D oy, )

12 lezne est donc démontré,
RLUARQUE 4,2, Du leame 4,1. 11 résulte immédiatement que pouy
chaque p et chague q ; D,q € fl....,m}, P£q onaen Oﬁﬂ (Z,%)

"tzalité suivante:

. (XP'-I) (Tt»‘—‘)
{443) DK‘H)J (II— F)—‘ - D

AY
4 cause de cette relation, qui ressemble & la relation (1. 9), nous

appellerons les applications définies par (4. 1) différences divisées

el

4léaentaires % noeuds multiples,
Afin d'établir un rapport entre les différences divisdes élémen-
“aires et le .polyndme abstrait d'internolation de type Hermite (3.2),

il est nécessaire de prendre x = y = Xy et
i [ X4 Ly Loy Lo
N o™ Uy D v, A Sl
. 4+, -t 9, G TSy Homt Oy §

4

46 2ifférences divicees &lézensuires qui correspondent i ce

fonction £f: X—>7Y sur les noends XypeoasXy
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choix sont:

D ( Ly 'I'-'H
(49) Ly, 4 R Ay SRS I T

ob les variables o, ... 1=, ®ipgs ..., Ay, bronnent toutes ies valeurs

':[”'l,
e d .
aA) - f )
g flmboly, ™ 277

Lf"

entidres et non-négatives qui vérifient 114 zalité e( AR L s AU R =f
et k E{ 1 yistele o5 -a-lj 3 3 E; ,.,.,ri-l} NSt { ,.”,;.mj-c Les
éléments XyresesX, € X et aussi les ndabres Tlreee, T sO0L Pixés,
Pour abréger l'écriture nous désignerons par R; et ’%i iss cyo-
témes de nombres entiers et non-négatifs (rl,...,ri_ip:ei .
respectivement (“4,---,“6-4,0(144)---/ % )
061 + ... “f‘dl;_1 + OQN‘P"-"‘«;L
taires (4.9) nous employons la notation abrégée g“

et par s(Aﬁb i

°

DEFJNITION 4.5, On_appelle différence divisée abcfrgje de la

auy ordres de multi-

icité ry,...,r , une application [ﬂ‘ b5 % S :E':,I:] € ’yn(X')y)

définie par 1'ézalité suivante:
" X, X, 35] *
(4.10) NERER
2 Z J;‘ Ghk) o gy noTe +Rt)
% — A(A,P: RL'J A 9(.', Al
(L,a,k

ol n+l = r; +.:.,+ 1 et R, Al sont des nombres réels arbitrai-
l o ¢y

Ires,

(t,4,k)
Selon le choix des nombres réels SN
RL, A\.

y on peut dGonner aux
applications (4.10). par rapport au polyndme abstrait d”intézpolation
de type Hermite, des interprétations différentes.

Ainsi si I‘JOUS posonss

SR NG5
(i 11) ’bllj‘k g P 141k

{ -~
b G g L %L.

W A
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&
= £'L) <}l'+d‘_‘) ("Z'-“4+q/x'-1 _4)(/,1(&4'*'0:?1_4) </"-m+q,m.—4
jo
4 Xy Ay o )

b L om,

L'application (4,10) correspondente représente la somme des coeffi-

euts des ( Cf - B) nondmes au degré maximal de tous les ( ﬁﬂ- B)

~ (4,4,R)
solyndmes ul sont donnés par
roly Ed“ S g e & par (3.3).

"81 1l'on fait 1le Chle
(L,g, c=4- 4)
" u Ac pour k = ry=3-1
n (65, k)
(4,12) F =
R\.' Al
Chirs 0 autrement

1'expression respective de (4.10) représente le coefficient dn

(-¢f - B) monBme du n-idme degré de l'expression du polyndme abstrait
'interpolation de type Hermite.

Nous établirons maintenant le théordme suivant:

THEORBME 4.4, BL Y = ap(‘! ) » des conditions A,) - As) sont rem-
plies et les nombres réels TJ "’“ vérifient les relations
suivantes 5

(,7,k)
i) pour A. =0 les nombr gg FR
‘J

de 11 = (rl,...,ri 1,1‘1+1,...,I‘ ) 4

SN TP 3 {: u'.a)h)} (fe-0) [ fc‘»a;k)](‘“c'““)
" o i
e eny! R, A T LR
pour chaque i, £ € {1,...,!11}, 1£¢€ 3 =1,7,~ 71 5 ko= I,ro3-1 1Ty=d=1 ,

alors les différences di divisées (4.10) vérifient la relation de

récurrence:

(4.13) [’H 27 P 3 jC] Cz4_xt)

ne_dépendent pas

|.

> )
LIS e ARy IRl
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[14 1{_4 It It“ - Xy . ]_ [-z‘ I - x&ﬂ Yo, ‘ S:J‘
)_ 2

ReIR,, /"4" ’ﬁaﬂ

ol t,8 6{1,.;.,m} et sont distincts.(Nous avons désigné par i
. : s )
“)"MJ (4!,-4) et [Pu”'&’]"“‘-‘) les nombres obtenus de R; ’Z' 9
P uAL e':l ; Ol
4'une t ur d 5 et o respectivement).
Démonstration, On déduit de 1a définition des différences_ divi-
sées (4.10) que le deuxidme membre de 1'é4galité (4.13) peut s'éerire
sous la forme d'une somme -E + ‘E,t —-_EA . Les termt_as.de cette
somme ont les expressions sulvantes:

V-4 Yi-a

2 Z <T(L,J,k)_ -E:‘:J}k’)

(4.14) T4 = e L -
Cé-&,...,m}\-\t,&} 2.—0 —

(Lg% ' ()4, %) ]("c - [ 9 TR ?I-fz;m)]("e,-o
T s bel e
’ AlA)=R
pour chaque {€{t,6} S{1,....m} ~{1} et

= g Z (f,g,k) (¢, 0, nre+ht0)
(4.15) Tz‘t 3 o ko AA)- F&,At Re, Ae .

-4 Y- (t,g,"k) (hg=1) (t,aj -}Qh&)J (1'5)-4‘
Z i Z: [PQt,At J [ Re, Ae o
3=0 Reo AAy= |

L'expression de T2,s est analogue A 1'expression de Ta,t i on 1'ob.

ob

tient en y permutant les variables t et s.

Supposons pour commencer i 6{1,... ,m}\ {t.s} . On remarguere
que pour k = 0 il résulte s(Ai) =q{1 o et Qg+ F A et a1
feit que &, ; 9V€{l,...,m§ > {i} eont des nombres enviers
non-pégatifs on & &, = O pour chague Qé{l,...,m} ‘\{i} ’

(53,0) a ot ces
LA,AL' - V‘g

cenctantes ne dépendent pas de TyveeayTy 19T 1000 R

donc 4y = 0 et A cause de i) on déduit que ’P
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[ (,,-ig',o)}(h.e—o (¢,J,a)](lz,, 1)
Donc Ro, Ac [_PR.,, = C;La

pour chaque 1: 3 € {1,...,111} Par suite

(L,5)0) - (v,4)0)
(4.16) - T‘I ” = _C' s 13

_g {[ ic,;;n—h;)} (-0
yb'a 7 9\', Al

[’9("’ 3‘) n-lz‘-)] (14’_”
RL.) AL'

et 4 cause de la relation (4.8) on a :

- (Y)4,0) (43,0
(4.17) ‘E,t 2 T

(L,g,n A +4)
%J @ (Xy-2¢) =

RV (L,g,n-m+o+l)
ol F?f, AL' R"r Ac (‘x‘ —xt)

Supposens donc ¥ » 1. A cause du lemme 4.1 on a pour chague

1,t é{’l,m,m}; 1At

[ e +&J](7fe,—4) CYRS )
(4,18) y

QL', A._

et aussi

,@ (g, n-htRee) [ (.4, n—h.'+‘k+z)J(7¢,+4)

== QL.) Ai (I" %)

Ri, A %) -

L'augmentation d'una unité de la multiplicité de x, se refldte
en I, par le fait que la multlplmi & de !t dévient A, +A +1 .,

En écrivant- [’3¢ = X, pour

on peut écrire:
"9 (K5, -k + f+2)
(4.20) e Re,Ac

ol Bi = (Fl 1oy As'-lr PCMI,---, ﬁ"-)

Lefa,... ,m} ~ {i,t} et IB{:
(Z¢, +1) (G, 4, n-X; +R+2)
] = RL., B._

et B(Bi) = k+l,

- Considérons maintenant les applications

(4.21) S“"'k) 2—_‘ M,k)gh)s} n-x+&+1)

AlA)=&

(3 p.) AL’

+1
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A cause de (4.19) et (4.20) on peut écrire les applicetions (4.21)

gous la formes:

“»z;k) Z [ u,.;',m}(ﬁ“” (65,034 Br2)
(4.22) T()R._',BL' \ ﬂﬂ)ﬁ (71'_2'&)

AB:)=kH
¥u effectuant une translation d'indices on a:
Ti-4-2 T4y
N S“‘,a;k) Z [ 3,20 TP o0 ntiren)
(a23) "/, = R, 8B, e 8, (-7

%-0 k=p A8k

De (4.,20) nous déduisons quet

(Lja k) (¢ :4; k) {,Z -1) (L,J) —/‘( +E+4)
- Z/ [Pr (% ~2,)
(4.24) 4) p A ' t

/S(A) -
De (4,23) et (4.24) nuus‘déduisons:
/!,_‘- .
i u,a,k) z gk _
(4.25)
K=¢

'f‘:_ i R
S5 (Lt sy
— RC,A' ==
£ : R, A <l;—4)=
X\: ik 3,&) (L V4 NN 1—*”7
R, A; R VA -k

le dernidre égalité peut s'écrire i cause de 1'hypothdse ii).
Er employant un procédé analogue & celui qui a conduit & (4,24

on éteblit 1'&galité suivante:

C o Yi-ga S A )
N o 64R) Vo hgk)
(4,26) z ,"4 ) _— 2J S 3 4
’k=4 K=o

.rl.:’_J:\‘l “-}j;‘k) ’@ {(..;J., n-l'lc-;-&'ﬂ)
- L R hr  Npoa (-2
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Vu que o -3'_.4

it )k) -1 (c, ,k)
(4.27) ( TA iy - L,Aj ) =

{gori  Esvr) (]

et en tenant compte de (4.26), il résulte que:

Ao-4-4 "é 2
(L,;) ‘k)

(L,j,llszz-' +Raq)

Ti—4—1
(,5,%) w3, (L,J k)
(4.28) 2\(1— & T £ ) 2 'P ; /?
R=1 A
De (4.14), (4.17) et (4.28) nous dédulsons la relation suivante:

LT (5 0)
‘»3) (6,4, R 4 +4)
(4.29) T Z Z Z \ EE’;A- 2,
Lé{‘, ,m}q“}g"o =0 AA)= k i i
Transformons & présent l'expression de T2,t donnée par (4,15).

S8i nous remplagons en (4.18) et (4.19) la variable i par t et 1'an-

clenne variable t par s, nous pouvons écrire que:

-+ k) 1T~

Rt’) Af.

1% thtt)

(T, ~Z4)

(t)‘;'ln-

Rt/ A‘t
et

(¢4, n-
(4.31) ,@ b

Re, At Re, At (2 -5) =

i+ R+2)
(%, - Z4)

Y + k) [@ &4, =Y + ﬁ+.2)] (Zs5+1)
(¢4, n—

F&,B
" ol .Bt-‘-(fh Pf q,P{w, {&C
(54 =0l 44

Donc on a 1'égalité suivante:

Y, - Yo -4
e £ SR R

j=o  A&=0 : /5%,\.: k

pour {eff, .., m

$it s}

ha i
l

ZI}ZAJ;&) 2 S'((.);bf

(=g}

— ) \T_'\ (e, 4 %) -4} QLLJ) =¥, +R2¢)
L x ? o o Mo )
=0 =

En employant un procédé analogue % celui qui a conduit % (4.23) et
en tenant compte de 1'hypothese ii) il résulte que:
Ye-2 Yeoi-

(4.31") Tz,t 4 ;}:;{ ;; \-U E\ (
+|: (f,g,k)l(ﬂ-%)) E)

(t,g,'fz) J @)
f?f,At

(b4, - H’zw) V& g, n-let) }

?(t 3 ()) .
+ 7 (1 -
Re,Av - Re, e Xy~ 7e) 4 Repy ?t A Tt
(t,Ye, 0) &, -1, =G+
’f-~>’ Re, At fZe,'At (%~ %) =
Te-4 Y=gz \
S ST ety g R) (5 n-vet+fee)
= L 3 (s -x¢)
4=0 k=0 A=k ¥ TR Ae TR A €
On établit d'une manidre analogue la relation
e Vaes .
X (=W E Z R il g ke
(4.32) —E,a :2_/ L il R ks 77 Ry, Ay (T - Z4)

3.=O k=0 464,)=k.
De (4.29), (4.30) et (4.32) il résulte que:

Xy Loy Lo Xy g I« x)s o Ly Ty Im JC]:
nﬁ)m)hH)he") ’Lbﬂ). , ) Mgt Jogag? 7 o
f-_‘-_- T4 +’ -[;'t s _r‘.,é = .
m L e — &-‘J;h\'@(c,g,n—f; yktt) :
=2 Z—’ L Fﬂ'ﬁ"i Re,A; (Zy-2x,) =

L=4 {'l':.—.r:) =0 AA)=Rk

Sy AP g e
=[n:,...,/,m, ]( 5= Ze)



- 04 -

Le thdordme est donc démontrs, L

= - plod k)

(ELARQUE. Au cas ol les constantes P sont choisies paw
AL

les relations (4.11) ou (4.12), les applications (4,9) respectives

véririent la welation de récurrence (4.13),

Zn effet, supposons d'abord que les constantes (Ll”j;'k) SOEE
‘choisies selon (4,11). si Ay = (a/“ ity @opyyoney Oe) RLA‘A;. 0,

q/ =0 pour chague ﬁé{l,...,m} {L} y donc <,,=
-—( ") 1! pour les mdmes valeurs de la variable 1 et par 2ui
:"’l;':) _‘;") . Cette expression ne dépend évidemment pas de

By = (r ToreeesTy l'ri-rl""’r ) et l'hypothdse 1) est remplic.Ba

outre

{u.g,kv (Tg-1) leyg, k)] (og~1)
[P L PN

72"'“(\"‘ J [ b4 '-""e-.z. ’ic‘?‘dg°2 \ f
- (1) . » v ¢ L=
N —'“14!.”-}]3:&1;(}( ~y ) ( e ) % < o -4 /,}

7!
I_{ fz\,+e(u-4)] </z¢+o((—4) .

. (;')“[
3, » Qé{l,...,m]\l,g’e}
- TT -<"v”v "‘) _ Gk
9‘ Ved,..,mp [} oy R, A/

donc 1'hypothdse ii) est aussi remplie,
1 »ésulte de ranidre absolument analogue que les bypothéses i) oy

i1) dn théoréme 4.4, sont rerplies également. au cas olt les constanw

(e, 3,
sont ¢ i 3
?& A choisies selon (4,12)
Dans .ce qui suit , un réle loportant revient & 1z ditférence
divisée obtenue & 1'aide des constantes }’(L'J’ &) choisies

selon la relation (&,12), A

al -y 4 - -, b '3 ’ -
Comme toute appnlication n~linéaire, cotte A férence ge calculsrg

oy

sur l'élément:(hl,...,hn) € XB, Nous fercns remarquer que les
éléments hi € X ; i=1I,0 n'interviennent pas dans 1la @émmnstra«
tion de la relation (4,13) ; par suite 1eu.r crdre en leur aualitd
d'arguments des différencesdivisées &l8mentairves ,@“‘J’ h )r+&H)
E,pg_f+*+g est arbitralre et peut 8tre différent dei'.,:,‘ srire na-

gible de définir 1la dir

turel des indices. Il est donc pos
divisée ci-dessaus comme suit:

e L
§ e i

:.uf j=0 AA)aTi-g

(‘v}: ~J- 4)‘@@;)'1-3')—
 Zgp (e,

. 4&0]’)

; (L p Bt | LJ (£4”"Jﬂ'.§.’ &q ﬁﬂ) g—'r +43 ‘Mz’: +é1)

‘-" =f;-} o et 'I" —-;-—4 a‘ q
‘Pour £ =m on a Gvidm B = n+l , donc en se cug les argu-
ments R > Aﬁ_‘ , n'interviennent pas.

Nous établirons maintenant le théecrdme suivant:

TEEOREME 4.5. 81 Y = sp(Y ) et les conditions A0 = &) gent

(4.33)

1, o =
(x_xn.-g)m-“ (x"x"ﬂ) =

ity ows, . - 1 V
+[*} A fL (x-x)". .

ot =nt1  me N Xp- I‘ é)(ﬂ, J ‘:g?*-.’_;fl ' f-"""‘:&f. o

pour chaoue Tyt
Démonstration. Zn utilisant les tiii‘férences divisées élémentaires
1'expression du (t,f’ - B) polyndme d'interpolstion de type Hermite

reul séerire sous le forme suivante:



- 86 - -89 =

H '/. '7:1 ‘LHL ) 1’) 1
L . (L) == | .
e 0 4 ‘ (g n- G +ktt)

{ ot Aomgln | ) |
S-—\ S—\ 53\ p («.,3)&)‘/9(‘,,' n-VHR# (4.37) Re, A; {@-1,) =

RL, A(_ e R‘_‘l A .

{ 8

Qﬁ,a,ﬂ f'-}-k] (1»7 -1)
|

— AL L Vi R
L=t d=0 R=0 AA)=k ; AP <fm+o/...-4) (*‘qnc;—.z) (rm“/;,,l
L - = a +
’ :’\:r;—x,)ﬂ,_‘ {x~ 1L-_1 ){‘—' (x-X;) <x L) G IM) g il résulte que: - o %/ X ™ )
¢ {4,32) i1 résulte que: : » |
| P“ub*’ Pk (1) P k)] b

e 0 Yo -1 (4.28) 4 . A + J
— ey T J PR O ) Ll C - Lol o T RGA Re, A R AL
Lt 2S4S 7 T 4 Si nous &crivons

Il

—\ - . (LIJ' - ) 54 L-§ |
-2 0. 2. R @; jA-na)' S f s p k) i

L=A g'.:-’J_ LA =T; —7“4 (4429) QUA R A- (1—1'4)%;.'.. (/I_
I) Iy B

)
{::_ m (I"I S 4 £ =0 MAD= R
3~y C(2-X ) f ('x—.i;) (x X, L (x—Xm) )2 " . - ;
% Rz B (=T ) () T )
P‘t‘.1 ——— o .
o2 i ,@ S R e D
e, B e . )i Rom i .
4=0 fS‘.iA»m):fm'Jﬂ Z (4.40) SJ =
'} ¢ ! N n —‘-—4
Suavposons i e{l....,m-l} et J E{O,...,ri-l}. , < Z (L,J,ﬁ_) (L,J;n-tz.*k,u) g
Vu gue KX = XNy 4% =X et que les spplications - _/k_/:zo, ,g(A) A; QI.'A (1_2,‘)7",“. (1_1"—‘) .'.,I

sons linfaires et symotriques par rapport aux premiers

.(x_r;*“ (x-2;)% . @)™ x-n)? 4

argumants on ai

T . -
(L) 4, =t Rt d) ¥ : ! [@“m& -ﬁft)]”u,") 2 { (ha,k)z(fm 1)
(4.36) ,9 )b _z e AN I (L ) =X P 4] + 2_/ QoA |
(- ... (=2 ) T -2y (X, ) (X=Xn) (X~X)= =7 Sk 1A
A, -1)

“» n-k+Re) 1 R4 G ! u,‘;, k)J Gty f e G

= 9 J) (x- I{)ﬁ... (x—x‘;,) & (x-X;) Cx'ruq) ":" (X=X ) RL) (= '-1'4) - -vl) -X) ‘q") ) (I-—I )
(o ' s T !

(e, 4, =% + &+ e '
37 d@{?- e CX '(;.,_)(x"ll) (% 1_‘)""(1—1‘}&(1 _zm) A (e i (x-x‘-}’ oli par Ti,,;j nous avons désignéd l'expression suivante:

- Ti > LP“*’@JM " L@“ 4, n-Ty+ ]~
Wais & cau:c-e du lemme 4,1, on as ; 3 = e R, A¢ Rt} A J ’

(4.41) Ae=4 H(AD=k

I,

¥ T f
: (x—xf)‘ <I’.xl'-4>L ’ (I-— & {x- IH) i : fx.'t.'
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Dans Ti j nous effectuons le changement d'indices suivent:
1

443?1 ) D o{‘m.1=PM_" b, Pm=°(m-1
Alors on a:
e ,, n-t +f) J iy —4) (g,n-% +)
Lh R RL', B,_ )

(t, 7, k) (c; 7, k1) | | |
PRv,A; >~ Pﬁ{:,-ab- & 5(B)=sA)-1=%-1

Si nous effectuons maintenapnt une Sranslation de 1l'indice k dans

1texpressisn de Ti j nous obtenons:
bl

Tj.g
-T‘ > : (L,;, k) (l;‘]}.n-‘l:'-fif-{)
(4.42) LS | :
J 'ﬁ = X(BL)‘ BL

(.r—x,) . (- q)“‘/z ~ 2™ (x- .q,,)"" L (x=2) ~4CI-21‘)3
Nous avons aussi
(g ) |G,
(4.43) {PR.;A; pxl’ 1S 3‘,

De (4.40), (4.41), {4.42) et (4.43) on dédult que:

(4.u44) S =

(3104 £) ]G, 1)
< (t9,k) ({ [ yhn-T+ J »
Ea_-\/ P‘ ] "QEL;A; ’
R=0 AA)= k o

zez) (2= 2 ) ()" (22 (o ! ez )?

SN Pl and), T

+ Z_/ . PQLJAL o E X A‘ —11) (Z-I»-_J (DC"'J[) .
Z)CA;.\‘=‘(\\:'3'4 ’ ‘
vt 4

Tm
G G-2m) ™ (x-)
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1a relation (4., 4-4) est vémflée pour chaque i € {1, .,m-l} . et

¢ {11}

Supposons maintenant i = m , On a évidemment:

(3] (J
{,45) ,S vy— 5 : + S i

m,a la m’a
ob ’ o
mg—=2 '
® DMk o) (g n-tnt ko) Tt feg
(w48) S, = l p..,gu'@ @2 () " )

HU

() - (m, g, Tm~~) (m,g, 7-9) i -
) S = P ,,@ (z_x,)‘r (-2, )™ o) !

mla Em, Am, % pn) ’4?‘!,
(-\ S (1)
51 nous calculons la somme 3 on remargue que pour i =

1‘ °
& Z‘m-l il résu.lte k e 50'1- pr -3‘2 }

;é CRORMCATCRE WA

égalités suivantes sont évidemment vériflées.

g )G (mg,k) [+,
o [BR)T PR _() (e

gm’ A"" Rm,Am
De méme
[ (m. g, n-#‘mk)} T, 1) ,@ (myg, Rt + 1)
4.4 e
( 9) f?mlAm Q‘.) AL.

i éfo,...,rm-z} .
Liégalité (4.49) résulte du fait qu'om a pour chaque x € X ~

pour chaque k € {0,-~-.I‘m-3-2 }

N %xl,.._,.xm_l } la relation suivante:

(Xom, 1) X g

L - \
)x} - _4< / 72} 1/ A
) =) 4 ,4) )fm-,‘*n'n:—f :

égalité vérifiée égalenment poiu‘ X = Xj.

-4 x' xm-f
Seae
[CO fo+dy ’ rfn—4+q/m-4

De (4.45)-(4.49) et des remarques faltes ci-dessus on déluiv Su-:



_90_= =

. Yot }
(4.50) ZS’ ' 3 H <f >-~;$:,,5§)(1)=

mg | w52
=0 {e- R E
Yl ”““ (g, £y Tkt B S “ DR i g n A+ @, 1)
=2, 2. P '3 gty 1) o s =19
R ; R’ A R., A
jga /h_o A(A.)Ek -m,AIL Em Am L=4 3‘:0 D /5 [ xats [
L d = ;
Tt -G (r-i-.F“ (x-xxmy®id .(x-n)r“ w (X-X, )"‘ (% 1.) (2-Xq) ‘" : (x—.l,,)"-4('z-x;)’+
-~ (m, , Grt)-t Gty ,
+ Z, 2 P; ’;:' L Qcm,; ) +2‘(: 2 [ (my3, 5’}“‘"“"[ gf"':t,n-f-'rk) ](Z-,-O
4=0 AM_J—‘ ',f‘ (I'-Ia ; (x—,rn__‘)"' (z-, )"'l -1 yED 4& 5 )—-k Q“]A‘ 2 4@ R-,A.._ N
De (4.34 1 ‘ :
e (4.38),(4.39), (4.44) et (4_.50) on déduit ques . (2-2) i C'I""I-m«)t'_‘cr“x")*ﬁ’
: De (4.34), (4.35) et (4.52) 1l résulte la relation (4,33), Le thée-
A x L,
(4.51) Hﬁ, (1;' > 5:) (x) = rdme est donc démontré.
m—q *l;- 4 T 4__‘1 HEJARCE’»U'E. 51 nous tenons compte du fait que les applications
[ “'3 MJ o= [@(L,g,n-f+ﬁ)J% ), ;"b_"’ i+ Ret) sont symétriques par rapport aux premiers n-ry+k
=4 J" 4=0 A(A )= argu.m,ents nous déduisons que nous pouvons raisonner rolativement &

(I—x,)ﬂ ez x ){;_‘ e .I;)k (1_1- )f;ﬂ (o1 )1;.‘—4 Cx—;(.)?._)\_ chaque noeud XyyeeesXp 79 d'une manidre analogue & celle employée
—{ = (%) m, 4
Kf-. 1)-14 (fm-d)-a—4

' (twm-1) (m, n +R) ) Ko -1
U T BE2 M by w i

au cas du noeud x . Alors on & 1'égalité suivante:

= ¢ 1”"
- mwm B Jf,m%
(1—14)' N Lo )**4 + |
v=1 . g=0 AR)=A: 41 VA R, A; . pour chaque p - € {l,...,m};

COROLLAIRE 4.6, Si les conditions du théordme 4.5. sont remplies,

: 74 T
) (x—z‘-,,c" -2 (-2, )" | Gemtm) ™ (zo2)? ) + :
_ le ( q’ - B) polynbme abstrait 4'interpolation de e Hermite peut

: ’('In'i 1
tm, 3 w4 g'écrire gous la forme de Newton:
t Z Z PQ A’ @("’:2, 4) ’
gr0 Ahetgry T o 4 ) e o G ¢
m, m 1) ( m) (4.54) ) Hn( 1 I, m £> @Yo

Mais on d8duit de (4.34) = t'H

B> 2o (55 Eﬁ’,' aCL,(x-xo‘...(x—fo’r‘(r-’m,f":

t=o J:p




=925

2our chague ry+...+r, = o+l ; n e IN
143
La relation (4.54) résulte 4videmment de 1'égalité (4'34) Ry AT

" pour @ = i+l y Tp = J*l, n = 8 = Dytee ot 4§ o §j =1, 1‘:L

Poxg-Xp € Xg i 1,3 = 1o

rJ

i = 0,m-1 . En ajoutant terme A terme les égalités obtenues en Ysai-
sant prendre A J les valeurs l,2,...,r1+l et ensuite 2 1 les valeurg
1,2500vym=1 ; i1 résulte 1'égalitéd (4.54).

Nous établirons pcur terminer le thlordme suivant:

THEOREME 4.7. S1_les conditions du théordme 4.5. sont remr

alors on a 1'égalité suivante qui s'appelle formule d'interpolation

de type dermlte.

(4.55) :?(70- H (-r4 ,,u -g)('z)-y

X I s T s 0 T 4%&
._l_ ['r:) ) ._rm b 4 ) f}z ('1—14)4 s (‘7-"'1'7".)

' Xy €& X 3 4 ®ilem,
Démonstration. Nous emploierons la méthode de 1'induction maiiif-

pour chaque x € X ; Diteeatry =04l , DEN

matique,

Pour m = 1 1'égalité (4,55) devient:

| Ty eyD . TR O
(4.56) %('Z) = Hﬂ_" <'-f': > ‘T)(x) & [4’4 ) 4 2 g]zl (2’—1'1)1
La relation (3, 515 montre que .

~ (4 e
H“ (35 Heo = Z " 5 b -

=93 -

et ainsi nous pouvons déduire que la relation (4.55) est wdrifibe
pour ry; = 1 .
Supposons maintenant que cette relation est vérifide pouz Ty = 1 -

En tenant compte de (4.13) il en résulte

{lf T St

({’)JC)@‘

[“*- 48 ](1—14

444747
) X o | o
—[?,f,- chz—m*-.u:>-¥L<=-f«>= o

§ - H, (g s o

donc la relation (4,56) est vérifide aussi pour ry = f+3 &t A cause

du principe de 1l'induction mathématique cetbe relation 2 iica pour

chaque r; €N . Cette relation représente en réalitd i8sslité
(4:55) pour m = 1 .
Supposons que la relation (4.55) est 7érifiés pouwr = = o, En ce

cas, nous démontrerons que:

i x )
(41-57) g(x) = ( S | i(_ /+

£ P> g T

,14 < - .4 o ‘;?}' (-1, )(L
N ﬂ (. G e

A} ) )—{f

pour chaque q éIN
De la définition des différeaces divisbes (4,33) o

s n = rl¢...+rpml.

résulte 1'égalité suivante:

e Xy bu

(4.58) L“ g ies 3 ¥ 4_ ; (,L.nx‘_&/ UOIF")
4 i

x C
4 ){J (7("Ii}
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“.J_\ 1\—.-4 sy q((‘g 34) 1"
O . N / ( oy
=220 S Bl TUAL el e

- : > 9

&J (’I~ 'Ii~4)-fzr1 ,C’L--: )F (JC fl) ‘&7 1, rﬂc L f(I)(x I)
1, ok Q—4

((5(—".’(4).{;’ Ll CI-IF) P) CI“IF§4)1 &2"}?“2,#’ fcffﬂ)‘{' }P+2JP+§(X))

L cause de la symétrie des applications multilinézires An-j+3 et

i1 en résulte la rslation sulvante:

[« My \F z . r]° 1 &
(4.39) { ! sy Tj) 5“ e i) 51]2' (35“11)4 (1"}?)?(1‘1?”):

i | i

> "}) XPHJ o A0 ('J (1-X ’)}(T g g 1},\1'1’

"I, )

e
)
= <
(L

En employant la relation (4.1%), au cas du premier membre de

Ltégalitd (4.,59) on obtient l'expression:

, x X, € 1° 1 SN
e 2 4_”41 ek -—Fff >4 ‘FL&_X’) e
= [7'*4 3t -{'? ) g] & :C,)

S1 nous tenons compte de l'hypothdse vérifide pour m = p et de la

~zlation (4,33), nous pouvons déduire les égalités suivantes:

. ot Xp  Lpyy x . ]0
(4.61) . [‘ﬁ )y ,_r:, 4F b} 1 §J (I II) (I" f’) (Z—IPH)"'

= f}c&o—ﬂn (;’, b e })(z)f[jj,.--,f-;;%4j JCJE

.(_xn-';f,)'f“f @C-Wr)ﬁ’:

WC@O s H'n.H <~{4 YL f ) ;* j §)H !

Dorc iz relation (4.57) est vérifide pour q = 1,

Supposons maintenant que la relation {4,59) est vérifite poor
g = 8. 5i nous employons un raisomnsment similaire Y celui uLiliaé
pour établir les &galités i (4.59)=(4.61) rtous obtenono les relations
suivantes:

& T X X 5’] e
.62 ) ; - (- ~Xpia)
(4.62) [,11 2ty .rr .y M) (x 14) RS OLECT A

= Iy Fins 115 A o % 1;
o e o } p e £ }(:t—:t’. L G-1)0 S PP
5(_4’13 ){'f’ peq ) A >§2( p+1) PR P)(Z-%as

3 (11 s fo xF-f,,' xj{]:@ %

XY z,,,)
4’4_ 'rf’)é)f (x)(x/

s Xy xf’” ( —
= f(z)—HnM (’ﬂ T , DC) 2)

X X Xy 0 4, i A
L ['r:" e "; 4 AP+: > S:]a g (I—Xf,)f’(x Tper) =

' T W AR
n g&) - -H'MAH ’fq Lok “’L’(’ > At Sf)(x)'
On déduit de (4,62)

x =
(4,63) -§(x) = H’YLHSH (ﬂl‘;) e _7,f’ ; :\ﬁ) () +
§J (x- fﬂ Lo {x- F))F\/z—_'z;‘”‘-s-;

X, x, X
+[ 7 I in SaaY
¥4 > Tp 0 p4q 0 4
et cette éga_lit;é nous montre que la relation (4.57) est vérifide

r o - T — . . z
pour q s+l, En vertu du principe de l'induction zathématique, nous

déduisons done que la relation (4,57) est vérifiée pour chague g
e en particulicr sussi T = La r i e 97
I i pour q = r?H « La relaticn (4,57
qQ=r exprime le feait aue la relaticr "o, F8) agt vérifih
T CULILEQ nour

AR
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m = p+l. En appliquant 3 nouveau le primcipe de 1'induction mathéma-
tique il résulte que la relation (4.55) est vérifile pour chaque

m €N ., Le théortme est donc démontré,

Tous les risultats obtenus dans ces premidres deux parties de ce
travall seront employés dans la troisidme et dernmidre partie, pour
obtenir des méthodes itératives pour la résolution des équations opé-
rationnelles non-lindaires et & 1'étude de la convergence des ces

méthodes itvératives,
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