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RESOLUTION DES éQUATIONS 4 L'AIDE DES FONCTIONS SPLINE
D' INTERPOLATION INVERSE

pear

C, Tancu et I, Pidvdloiu

Dans ce qui sult nous présentons une généralisation du résultet
présenté dans le travail [2] s concernant la résolution des équa=—
tions & l'aide des fonctions spline d'interpolation inverse,

Oonsidérons 1'équation
(1) £f(x) =0

o £ : I—>»RBR est une fonction réelle d'une variable réelle et I
est un intervalle de l'axe réel,
Nous désignons par E un ensemble de m nombres réels distincts

de I, notamment
(2) X T e e <Xy

En ce qui concerne la fonction £ nous supposerons connues Ees
valeurs ygo) = f(xi) o 1 =1,2,...,m ainsi que les valeurs de
ses dérivées successives jusqu'd l'ordre n-1 au pointx1 , n€el,
c'est-h-dire f'(xl) = ygl) . f"(xl) = yiz), FDOR T f(n'l)(xl) =y§n'l).
Une telle fonction peut &tre obtenue % la suite d'une expérience
ou bien, par exemple, comme solution numérique d*un probldme de tyre
Cauchy relatif & une équation‘différentielle.

Pour fixer les idées, nous supposerons que l'équation (1) admet

une seule racine T & I et qu'il existe deux nombres réels
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X500 Xyl &€ B tels que f(xp).f(xp+l) < 0, c'est=-h-dire
x € (xp. xp+1).

Dans la travail ( 2] 1'auteur construit des fonctions spline
d'interpolation inverse du troisilme degré, 4 1l'aide desquelles 11
procdde A 1l'approximation des racines des &quations de la forme €Ly,

Dans ce qul suit nous nous propcsons d'utiliser le polyncme
d'interpolation inverse de type Hermite 4 deux noeuds, &tudié en
[3], atin de préenter une gbnéralisation des r&sultats conberus

‘dans [2]. -

Nous désignons par V un voiéinage du point X et bcrivouns

l = f(V ). Nous supposerons par la suite que le restriction de
la fonction £ A 1l'ensemble Vii eat bijective et que y(l) £ 0O
en ce cas, les dérivées successives de la fonétion £~ -l au point

¥, Peuvent s'obtenir & 1'aide de la formule [4]:

' k=141 (k)
k 2k-2-1 -1 '
i [f.l(yl)]( )=Z ( 1)1-( :) ’2:;1<f (1) !

1odees 1 1(£(xy))°"7

ol la somme ci-dessus concerne toutes les solutions entidres et
non-négatives du %ystéme d'équations

" 12+213+...+(k'—1)ik=k-'1

il,+ 12 o ik =k =1 y £ =1,2,...,0-1,

Le polynome d'Hermite d'interpolation inverse aux points Ygo)v

yéo) prendra alors la forme suivante @
- ANt wl e e | Pemdes
(5)  By(3) =Z £=1(3.) {ﬂ- J LY
. e k:zo[ lJ kl 31 L(y) 7 (y—yl)n'a'E d
- :
7-7;
M ( 72"1)

(6) w24(y)

. oll

Y

= (y 3 Fl)n(y - 72)

Nous désignerons par Ps(y) le polyndme d'interpolatisn inverse

d'Hermite dans l'intervalle [ys. ys+1] qui remplit les conditions:

P(s!‘)(ys) (F)(ys) sy T =0,1,,..,n-1

(7

X

Py(Tg41) s+l

Dans ces counditions, Ps(y) prendra la forme suivante

= i ! 11 cy-y,>°}‘ "o
CPA§) = ¥ = :
(8) - P(3) Z = {_5_1(78)} T [‘*—’s(y) -~ (y_ys)n-a—lc

o
* T ——— §
= <y5+l"ys)
(9 W) = (7 = 30T = Tg,y)

pour 8 = 2,55s009De

I1 est facile de volr que l'expression (8) peut s'écrire sous

.la forme

n-4 n-44

(10)  Py) =
yre ey

+ X
8+l
(3,+1'W,

o s = 2,3,---'P-

Une valeur spprochée pour la racine X de 1'équation (1) est

)}U"<-1)k(y-ys>3*“<y-ys+1>

[Ps-l(ys yE+T

3 (Fg = Va1

donnée par
(11) T ez PP(O) ’

c¢'est-A-dire
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(-1)"% +1 75

S~ I A
(12) = _;g [Pp_l(ypj : D Ipsl

% it (v, - ypﬂ)l“l (Fpep 70"

Sous traiterons & présent deux cas particuliers du problime
présenté ci-dessus, | l
1. Ie cas n = 2. En ce cas, les polyndmes (10) prennent la

forme suivante

4'-1‘-1'

' : @ (13 )3 gy )
(13)  P(y) = P_.(y Vs’ e+l
5 Jg %[ a-1 aa i (35 L 734-1)1“ +
L P
"'xs-!-l( ) ) $=2,3,-- P
Te+1 Vg
- « 1-4 @) (-l)k ( )J'HL' s
(14) 2(¥) = Z [r"l(yl)] N kf-g v2) b
e b (31 - ’2)
¥=Fs 3E
)
o= ¥y

I1 est facile de voir qué 1'expression (12) peut se mettre en

ce cas sous la forme [1]

(15) - ¥4 a, ys = ¥ B (3)
oll §
(15) a, = - Poaly) (= =, 5 2]

(ﬁn-l F xp) [xpl X4l flz

2. Ie cas n = 3, En ce cas (10) stéerit

: 2-F ; k J+k
(-1)" (y-y.) (7= )
(17) P_(y =§: E P, .(y )(.” 5 Tse
s [ =1 SJ j! (ya" 3“1)k+1 +

j" hso

J‘Is
' IS+1 (Zs 2] _j";

1
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avec

- £ 34 @ (-1)€ (G=y,)9*E (3-7.,)
-1 7 N
(18)  Py(y) =§0'§ [ £y 1 T 2 3

k=0 ! (31 - YE

A (1_31 ’
2 o= 7y

et (12) s'éorit [1]

- PG s '
TE X -G % Ip =3 713:

(19)
ol p=in
I 2
(20) a, = 1-F 1(32)[5.3,1;1?] - Bﬁ’—e[:t;,xg’l.;r] (x,,1-%,)

Bor %pos + 21 Gpuy -5

Exemple numérique.
Hous considérons 1'équation

(21) £H(x) =42 +3x2+43x~1=0

qui admet la seule racine réelle x = 0,25 .
Nous supposerons que en ce qui concerne la fonction £ de (21)
‘néus en connaissons les valeurs suivantes :

r

£(0) = =1
£(0) =3
() =6
(22) :
y £(0,1) = 0,666

£(0,2) = 0,248

| £(0,3) = 0,278

I1 résulte de (22) que x, = 0,2 et X1 = 03,
Si nous utilisons une seule fois la méthode de la corde dans



dtintervalle (0,2 § 0,3) nous ob%ensns pour ¥ la valear approchés

suivante
X == 0,2471433

&0 appliguant la néthode donnée par (15) on obtisnt pour X la
valeur approche
¥ 22 0,2501430
tandis que la méthods (19) ncus conduit & la valeur approchée sui=-
vanbte
T o2 0,2504372
Hougs rémavquons gu'au cas de l'exemple traltd la wbthode qui.
donne ls meilleure approximation de la racine de 1'équation (21)
est la méthode de 17interpolation inverse avec la fonction apline
du second degré, '
Dans la formule d'apprbximation donnée par (15) pour la racina
X de 1'équation (1), obtenue i l'aide de la fonction spline d'in-
terpolation inverse du socond ordre figure la valeur de la ddrivie
Péul(yp) du polyndme Pp__l au point Ipe
On constate facilement que cette valsur paut s'obtenir & 1'ajde
des différences divisées du premier ordre de la fonciion f prises
sur des noeuds consécutifs et A 1'aide de £'(x;).
Pé_l(yp) qui figure en (15) s'exprime notamment & l'aidg de

1'algorithme suivant :

cP'( ; 2 1
1\l = [xl,x.2 : fl v f.(xl)
i i e
3 (~1)
(23) 4 Ppo(5y) = £32 ;Z: -
-1
3 ¥ [xp-l' xP i f] {Z:Z [x"_ll x:g H f]
l .
\ . f'(xl) »

= 103 o

si p est un nombre maturel pair, ou

. 2 '-'.?;;1\ (-1 ey
(24) PGy = Y2l T e
' B [xpwli ot £) foz | Fpoyy ®y o £
1
4 ——————
f'(xl)

si p est un nombre naturel impair, ol

[xi, Xy, f] = Eiil—f-zl enan=l 1, 2, oh ., Pl
i+1 i
Il est difficile d'obtenir des formules anzlogues & celles
données par (23) et (24) pour le caléul des valeurs des dbrivées
successives du polyndne Pp_l au poiut yp au cas généval ey
méme si cela peut se faire, elles affectent une forme trés com-

pliquée,
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