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INTERPOLATION DANS LES ESPACES ABSTRATTS. MITHODES
TTERATIVES POUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS OPERA-
PIONNELLES OBTENUES PAR L'INTERPOLATION INVERSE. III

Adrian Diaconu

Ce travail cldt la série commencée par [l], [5], en ce qui con-
cerne l‘extenéion de la notion de polyndme d'interpolation au cas
d'une application non-linéaire f£: X—>Y ; ol X et Y sont des
espaces linéaires et 1'utilisation du polyndme abstfait d'interpo-
lation pour obtenir des méthodes itératives pour la resolution des
équations opérationneiles non-linéaires.

Dans le travail [l] nous avons indiqué une méthode pour éten-
dre le polynbmé d'interpolation dans le cas des noeuds simples, en
partant de 1'expression de Lagrange du polyndme d'interpolation.
Remarquons gue par l'extension obtenue on conserve la plupart des
propriétés connues dans le cas des fonctions réelles d'une variable
réelle. En oubre la méthode utilisée nous fournit la possibilité de
traiter le cas des noeuds multiples, en obtenant de cette manidre
1'extension du polyndme 4'interpolation de Hermite. Ce dernier cas
fait 1'objet du travail [ 3].

~ Ce travail est réservé h 1'application des résultats de [1],[}]
qui permet 4'obtenir des méthodes itératives pour la resolution
des équabions opérationnelles, pour étudier la convergence =t aussi

1'ordre de convergence des ces méthodes.,
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Les paragraphes du travail traitont des sujets suivants. Dans
le premier paragraphe nous présenterons succintement les princi-
‘paux résultats obtenus en [1] et [3}; résultats nécéssaires par
la suite. Compte tenu du fait que dans la construction des méthodes
itératives intervient la fonction inversé et ses dérivées &a divers
ordres, dans le deuxi’me paragraphe on indiquera la manidre d’ob-
tenir la dérivée d'ordre n de l'application inverse d'une appli-
cation non-linéaire, résultat obtenu en [é]. Dans le troisidme pa-
ragraphe on indiquera la méthode de la construction de la méthode
itérative générale, méthode qui emploie 1'interpolation inverse.
Dans le quatri®me paragraphe on établit le théoréme de éonvergance
de la méthode générale et on &tudie quelques cas particuliers. Dans
le cinquidme paragraphe nous &tudierons les méthodes itératives de
type Tschébycheff, cVest-a-dire les méthodes qui s'obtlennent par
1'interpolation inverse en utilisant un seul noeud d'interpolation.
Dans le sixibme paragraphe on étudie une certaine classe des opéra-
teurs itératifs,

8 1. Polynomes abstraits d'interpoletion. Considérons 1'appli-
cation non-linéaire £ : X—+Y, ob (X, +, .) et (I, +, .) sont

des espaces linéaires.

La mé&thode utilisée pour la consbruction dun polyndme abstrait _'

d'interpolation de type Lagrange et aussi de celui de type Hermite
est basée sur 1'application bilinéaire B : T#Y-=Y, qui vérific les

conditions suivantes:

B(u,v) = B(v,u) pour chaq{zé u, vel
L) ; :

B(B(u,v),) = B(u,B(v,w)) pour chague u_,y,ig , o

c'sst-b-dire B détermine sur.Y opne structure de d.emi-grou-pe'

commutative.

En outre cons:.d.érnns remplies les condz.tions su:.va.ntes:

4 ) Le demi-groupe (¥,B) admet un élément mutre R, I1 nx:.ate

2]
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Y, C€Y tel que (T,:B) ‘forme un groupe et u e Y.
A2) Tl existe X C X et 1l'application bijective ({’0: I~13
kj) I exl:ﬂ:e une apollcatlon linéaire ¢ : X—+Y avec la pro-
priété “FI

A l'ande des spplications ‘-Pet B on construit la suite des

appiications (Ah)ml‘l- s A s X% Y telles que :

. VA.]_(U.) = ¢ (u) ‘pour chague uneX

(1.2) R VTR IS IES: (¢ MR CITRReTE SED ML ACRR
pour chaque u;€X ; 1= T

Dans la suite nous désignerons par af’(:(,I) 1l'ensemble des a-
;;pli;cations linéaires et continues définies sur l'espace linéaire
et normé X et & valeurs dens l'espace similaire Y. En outre nous
désignerons par -‘Z(X Y).= o(’{(f., n__l(x Y)) avec f()[ Y =%,
1'ensemble des applications n-linéaires définies sur ¥% & valeurs

en Y.
On remarque facilement que le n-ime terme de la suite (A pen

dé&finie par (1.2) est une application n-linéaire.

La suite -(An)m a été construite 4 1'aide de l'applicatici
lintaire & et de 1'application bilinkire B. A 1'aide de cette

suite nous pouvons définir ia notion de (tf’-B) mondme et la notion

- de (Lr -B) polynﬁme.

Deﬂ.n:i.‘t:ian 1.1. On sppelle (4P -B) mondme du n-ikme degré ,

, np 1, une application Mn ;s X—=Y définie par 1'égalité :

WA = gt

ol lns In—’t est 1'applicati.on n-linéaire introduite par (1.2).

On appelle (‘P-B) golxnbma du n-ilme degré. une application

: P 3 Iv-’! déﬁ.nio pu.r
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SR YL

k=l

ol By 8y eeo ,a, ey et My s X—»Y est le (¢f-B) monbme du

- {¥ne Wagrs, e efL, alinl
Considerons maintenant 1'gpplication “non-linéaire f: X=p- T ;

1 et Y étant des espaces linéaires et normés. Le probléme géné-

ral d'interpolation s'énonce de la maniére suivante:

les nombres Typees

(I) Etant donnés les élé'nem‘:s xl,....x €X,
...,rmeﬂ et les applications f('])(x ) € gf(x 1) pour chague
j=0,1 -1 et 1= I,n , on demande de déterminer un (¥-B)

polyndme P: X—=Y de degré minimal tel gue 3 P(j)(x ) = f(j)(x )
j =0, ri—i et i=Tm

our chague

applica-

Pour donner une solution & ce probléme considérons 1'

tion de j{X,Y) désignée par

Im)

51
w(p voeee ap
3k m

et définie par la relation suivante:

' P
yuoes(X=27) Ron)d

X
(1.5) w(pi. ,&;x) R 41(0=xp)

Si nous supposons que X - X;€ 10 et que les conditions Al) -

- AE) sont Templies, nous déduisons que l'appiicatinn dé:inie par

(1.57 représente une bijection de X, en ¥,- 1'inverse de cette

bijection définie sur T, peut se prolonger par linéarité et par

continuité & EE_(:I?. ‘Donc on peut considérer 1'application
g : x—-,?f(?p'(fp‘.x) définie par :

X x
(1.6) g(x) =&J'l(pi 3 s .p: 3ox)

ol par =t nous avons désigné 1‘extension & si)ﬁof de 1'inverse

de 1'application définie par (1.5). ‘ .
|

. = 2 !
Considérons maintenant les éléments Xy, «.- ,meI et Ty,e..

7'(.1;7) Q
SErEE, ;[,

A

—25 =

ceeyTp €N mentionnés dans 1'énoncé du problime (I). En tenant com-
pte des nptationa et des affirmations faites ci-dessus, nous pou-
vons considémr les appliza tions Ql m, 6.29(1 Y) définies par
la xelation sulvante?

m iy L 79 X
E.-Pi\'-' Jl"+(‘_qy ‘I:ﬁ"-«._}q ’“.,ﬂt"'q—u;l:)

o 1€ il,...,mi Dans (1.7) ¥l"“’(1—l’¥1+1""'°( sont des

-nomhres naturels arbitraires. Nous désignons en suite pa.r( 2 Tinsd

1'@xtenainn‘ & sp l!o) de 1'inverse de 1'application définie par

(1.7).
A titre de solution du probldme général d'interpolation (I) on

. a le théorsme suivant 3

THEOREME 1.1. 8i x; - x;€X, pour chague T R s o

f(d)(xi)f aZ(’X, sp ('!65) pour chaque i B o r;-L 3 1= I,m &t

si les conditions 4,) v A.}) sont remplies, alors il existe un

(‘f-B) ol pﬁme de degré n = Tp + eee # I = 1 gqui remplit les

conditions du robl&mg (I). L'expression de ce (f -B) polyndme est:

(1.8) H z:, ,ﬂm,f)(:y =

-Z: 2 E‘j u,;‘m (x)

iz4  fea  heo oy Wony gy iy @ 1

olr .
(L‘,:;ij
(1.9) Ev‘ *’-_41 Hf’ Jxm(z,
My o4 r,
= R )(”-,:ﬂ-!-ﬂ(- - - Ik
o, dd bl + -1
| ) ( - e Yt ) -mo(? )

L

e beg{F 00, e e, e, ny) "ﬂ fﬂ:}"‘"‘)

Par analogie avec le cas de l'mterpoldt.mn des fonctiong"réelle




R ! : e ek
: : " X E)
¢ & d'abord 1'application (’ “ m ) 0
le (4-B) polyndme defini par (1.8) - (1.9) s'appellsra (4 -B) onsidérans 8:abo applicatio, w s S X)€ (X,Y)

0 B ite. : : ; y 2 :
polznone  SlnteEpolts TGS s as s ‘donnée par (1.5), & 1l'aide de laquelle nous introduisons L'applica-

Si nous -supposons £y =Ty = ... = r, = 1, nous nous plagons

tion ’ i
. - x
dans le cas de l'interpolation & noeuds simples. En ce cas on a: Dk— a(ri & rm s x, 73 £)E k.+j(x'n
. ‘ 0 i
(1.10) ( 21’%1 D= A (Xg=XgyenoyXg=Xs q9%5—X; g9 e s X Ry h) ; définie par 1'égalité suivante:
ne £ et on constate facilement que: ; D,. (z" Lo I ‘} ‘_F,)ﬁ
i fl.‘ ) ’L'w. N
(1.13) _

Hmﬂ(l‘)'-'nx‘j‘F)(Ij': -

| 4 . ;

A (I X &,) . =A*§f ({‘!"'I“iwq (i:]"'l h J [y}k &+1
x E 1y .II_“—'C Lisgy -+ s “szt,tc. f( :

Cette derniere expressinn s'appellera (¢ -B) polynbme d'ln’cerpola*

(g 11)

ol f(‘])(y) € Uf(I Y). Ces applications s'appelleront différences

' diviséés élémentairea. Nous employons la notation abrégée .@ (l 3' k)

tion de type Lagrange. g i

£n outre, dans le cas m = 1, donc dans le cas d'un seul noeud pour la différence divisée élémentaire suivante:
d'interpolation, on constate le fait que pour obtenir un (¢ -B) | | . = ¢

' ( 1 g Liay Ton
polyndme du n-idme degré il est nécessaire de choisir d'ordre de Ryt 2 lp b, | ke, 0 Aty ., -f)
multiplicité de x_ égal 3 n+l. Bn ce cas 1'application ”l o
. ? t < L
devient 1'application identique. En outre {"" ,---,‘{i_]_. &g En outre nous désignons par P, (:'LAJ »i6) 1'expression:
ak o H

vee, o Y= @ et alors 1'8galité oy +ecet O s+ o ateetX =k

) m} g 1 i-1" "isl’ m 2 C"ﬂk t‘+’_‘ ka_q, ...,r b, + e
implique k = 0 auquel cas, nous deduisons de (1.8) - (1.9) 1'éga- | '?'i" . ( ( ot ) f ( m ""'-'4)
1ité suivante: ' U{""" o

n . . :
= H ( x, jc) e Z .i} jtti’::,) (Z--‘t,)d Définition 1.2. On appelle différence divisée abstraite de la
n gy ) 4=a O | fonction f: X—»Y sur les noeuds Xy,...,¥, aux ordres de multi-

; plicité Tyyeses Ty , une application
Par anulogie avec le cas des fonctions réelles 1'expression donnée

|
| par (1.12) s'appellera ((P-B) polyndme de type Taylor. _ et [Xl % Xy f]é f(x =
Nous introduissons maintenant les différences divisées abstrai- P Pl T s o
, tes aux noeuds multiples. Pour abréger 1'ecriture nous désignerons définie par 1'égalité suivante: .
| par Ri et Ai les systémes‘t_ie nombres entieres et non-négatifs ‘ (1.14) ['z.f Loy f}% g
| f (Pyyeeesly 13T q9eeerly)y respectivemenf: (q'l,.. 5 1 Nippeee .,w’m) r 3 3

et par s(Ai) la somne ﬂ(l + ""“"{i-l L T e T




X . i ] A o9

= 333) le (‘F—B) polyndme abstrait d'interpolation de tyre
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z . Eermite peut s'écrire sous la forme de Newton:

sy R G g W o 3 ' | 2 g
Z; Z Z P‘*’-a& | '512‘-,4; : (s o) ' (1.17) _ H,L(x' : ,ﬁ:, {-) (x) =

=1 370 S(A)=h4

i m-4
. fn ' ! -S- § r x ; i
ol (hln.-,hn) = (hlu--.rhff. 'b‘Q.._l_'-“shn hT +l""’hT e - [ ﬂf e ff-g J L:ﬂ j 5'] CI_I’)'L‘ (:z— 1'),& (x‘xlh)&

t'=p J, ) #‘
Ty o= PpteesdTy )Ty ==l 3 Q4 = Tpb.e..tTy (pour i=m on a évi-
v d . jv) on & 1'égalité suivante qui s'appelle formule d'interpola—
demcnt hQ =n+ 1l , donc en ce cas les arguments th""'hn n'in tion de type Hermite: :
m . , e

terviennent pas). = ¥ H (x‘ i 5) %

On a le theoréme suivant 3 (1.18) : {f'ﬁ) P n I‘I—’ P S Y+

THEOREMSE 1.3. Si = 8p (Y,) et les condibions 4) - 4y ) sont z, .

T ey, ’lt. u:”(—f ) (2T

remplics, alors les affirmations suivantes sont yrales:

(Dans _les égalités j) — jv) on a ri+...+r = D+l ; neg i ; *j-¥3€

j) les différences divisées (1.14) vérifient la relation de Té-
Ex'a- s 1,3 = 1,m).

currence:
Ta démonstration de ce théordme est donnée en [Z»].
x % : ; . L
(L [};_4- N T IFJ(I o Dans le cas particulier T; = &, = ... = ry =1 la définition
) ;
de la différence divisée 1.2 nous donne:
I x, Xy = S - ]CJ
= y ) ) e 2 - Skt . 3 e
fey Mt k’é 1 kfﬁ Kon (1.19) [‘:'h e ] 5'_]4;’ ﬁ

&y Taes - g et Em = A (‘1 4 -
- ; _ 2 i w,, (] fex)
3
[ L P kA-Q b ,L,s_" b k'm 3 b, ’:m i {J i Yy apey , [ :; I'. )
ol par w‘(xi) nous avons désigné 1'application linéaire définie

5,8 6 l...m} sont_distincts.
{, . o istincts sur ¥ aux valeurs esn ¥, par 1'égalité

e

_.}J) les (LF -B) polynbmes abstraits d'interpolat:.on de type

(_1.20)__ QJ;_CIL-)'A 5 A#(I;—I,,,...,I,;-IH,.I TR Lo ’gb)

Hermite vémfient la relation de récurrence suivante:

(1.16) H '754 Loy, ( pour chague hex et 1e{1,,_.,m}
n g ]C)(x) Hﬂ_-— ry &) ft ’)t ’ ’ jc)‘:tH- En (1.19) nous employons la notation simplifiée [xl, i ,f]

?mp [141‘---: i’"’j ﬂ

z k. k
[!LJ L l: ) :F_} (1.—73;1)4 (x_,x-m-:) o (x'"rm)’%" :
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Dans ce cas les égalités (1.15) deviennent

(1.21) [xo K £1 (-1 =

= [I,,_..,;H‘ ztﬂ AT Tm 5 ;J -[_1“ "'_ 4-4;141-4 " s rxm ;_]
et la foxﬁe de type Newton du (¢ -B) polyndme d'interpolation qui

résulte de (1.17) est:

(1.22) Ly s
m—¢
= E [z, ,%y;f]@z).. (%)
c=f :

s §) (=

4 2, La dérivée d'ordre n de 1'applicafion inverse d'une & 1i-

cation linéaire.

Dans le travall [2_] nous avons donné une description de 1'ex-
pression de la dérivée d'ordre n de'l'application non-linéaire bi-
jective f : X—>Y. Le résultat obtenu représente une extension dn
résultat de TUROWICZ [8], [9] relatif & 1a dérivée d'ordre n de -
la foncd.:ion inverse d'une fonction réelle d‘une jariable' réelle. - |

Pour énoncer ce résultat il est nécessaire d°'introduire quel-

ques notions. .
Définition 2.1. Considérons les applications A E z’(x,r) 3

= T,E. On appelle coupl plicatio wltil & 1.1,...
.eesA , 1'application 4 = [A.l.,....AJ Bwx* aéfinte par.
A(XyporesXy) = (3'1""‘71:) ob 75 = 13(11 ,...,xi ) l: I:'E o

44
[xi yeeesXy 5 s .7p sSont des e_nsemble_s dis;io;i.ntn,-laur régnia_n ,6-'
o, b E 2 . ‘ r
tant 1'ensemble {xl, e ._,xu} .
Par dimension d'un eouplage, -nous entendrons le nonbre des a-

pplications qui composent le couplage, Bi 4 z[]l,-...,-lh] ‘nous

‘(12,....1“) ench&ingment fie couplagas produits par (2,.2).

= A
écrirons dim A = k. En outre nous dirons que le rang de 1'applica-
tion A est n et nous écrirons rg (A) =n, si & éné,i(){,x).

Il en résulte qu'on peut composer deux couplages A et B, la
composition étant celle de deux applications, au cas ot dim A =
rg (By) + rg (By) + ... + g (BP) ohh B =[Bl"“'Ep]‘ L*applica-
tion C = BeA : }In--«--ltp s'appelle couploge composé de 4 et B.

Définition 2.2. L'application T : X2 »7Y s'appelle enchaine~

ment de couplages s'1l existe gq€WN et les couplages Il’ IE' vee

SO e dim K} =1 et rg (Aé)-@...a-rg (A:;):n (au cas ol

q
1 k = = -
i, = [Lq e Lq]), tels que T =X oL0 ... of .

La reunion des applications qui composent les couplages d'un

enchainement s'appelleras 1'ensemble des applications de 1'enchaine—
13_6;1:__1__:;@' 2.3. Considérons 1'ensemble des applications multi-

l;i.néaii‘es {‘1""’%}' On appelle (il,...,im) enchainement de cou-

plages produit par A;,...,4 , un enchainement pour lequel 1'en-

semble de ses app;ica#iona contient l'application identique, 1'appli

cation 4, par‘ i, fois, 1'application A, par i, fois, ete.
En [2] nous avons démontré que le nombre des (il,...,im) en-

chainement de couplages produits par {Al,...,Am} est émgal & :

(4,4, + +de )]

(2.1) .
(ﬂ'q!)“ ((Qm !)L“:" £

o  a; =rg (&) s 1=Tnm
‘En particulier 1'ensemble générateur peut &tre choisi comme svit

(2.2) {[i ] 4{ (x) Hm] fcz} [ﬁU]"i@(?&‘::

[i .....,J.ra
et en ce cas nous désignerons par (f x) 1l'ensemble des

Du fait que :




s B

(2.3) rg (LGN L2 =k ¢ k=253,

11 résulte en tenant compte de (2.1) gue le nombre des éléments de
bt
}n = ; n](f';x) est @

(26 +
the, asatiyl sbakyh

o]

. [ty

[:1.2, censd o |
Tous les enchainement de o

(2.4)

(£;X) sont considérés

4tant définis sur X° aux valeurs en Y.
Zn [2] nous avons établi le théordme suivamt :

THEOREME 2.4. Si 1'application bijective I 3 I—>Y admet des

dérivées Fréchet symétrigaes au point x€X jusou'd l'ordre n
Y—»X admet des asrivées

clusivement, alors 1'application 2

= £(x) et pour chaque ®yyeeesby €

Fréchet d'ordre n au point 7y

€Y ona:

(2.5) (7 )mt‘ i, ._,j‘ =
S5 T 10 BT

b0 Gp,e Fe?"'”“ﬁ L
¥
ol jpn X represen'be 1'ensemble des solutiogs du gzstéme H
"'.1 +-2.1.3 + 51-,, = (n-m.' = n—g

(2.6)
L #dy gt ok = n-f-1
La demonstration de ce théoréme a &té donnde en [2].
On remarque facilement que le cas particulier X =Y = R mnous

retrouvons le résultat de TUROWICZ [8] :

({..4 (m)
(2.7 oo AR oo (ia)‘.
g (143&,)1'-*4( ) !l

=Z: (_4)?”—&—{ Z/

%=0 (5: - u)E-JM

F([;’mr o Beely

- 33 =

En outre la relation (2.5) nous permet de donner une evaluation

de la norme de 1'application f"l(y). Cette délimitation est donnée

' par l'i.néaalité suivanta.

1[{#,:3"’1 ¢

o
S e ekl oyttt
R - u:. ) E "'l, = "ul
(Hrmﬂ)t; ( lf‘mﬁ') (||§c¢> ”)
§ 3. lidthode 1la econstruction de la méthode itérative générule

Dans ce paragraphe nous appliquerons la théorie d'interpolation
pour obtenir des méthodes itératives qui seront utilisées pour appro

~ ximer les solutions des équatioms. :

Considérons deux éspaces linéaires normées X et T et one a-

pplication f : XI—%TL, Considérons aussi un ensemble .9 <X tel

que 1'applica.t.*;.on 1,1.9—-5:5(3} soit bijective ; par I
vons désigné la restriction de £ & .5 A

(1'é1lément nul de Y) appartient A £(9).

nous a-
Supposons aussi que @
Désignons par L 19) >
—-,Q 1t'inverse de l'application f.

: admet la racine X €
f—l(f(z)) =

= x, il résulte que la racine x peut &tre exprimée par X = £ o)

Suppossons aussi que 1'équation f£(x) = @

:.ﬂ . Du fait que pour chaque x € 3 on a 1'égalité

Congidérons les points xl,...,xmeﬂ , distincts et désignoens

par y; les points y; = £(x;) = T,m. Du fait que £ est bi-

Jjective i1 résulte que les points ¥ys--+sd sont distincts eux

-aussi.

Nous envisagerons le (CP-B) polyndme d'interpolation de 1'appli

cation f£1

relatif aux noeuds JyreeoaTy o BUX ordres de multipli-
cité égaux a Tyreses T €N respectivement. Alors il résulte du

théortme 1.3. que pour chague y€ £(£) on a 1'égalité suivante:




AN

(Sl : %4 H.,.., ( ,:{ b S S :F 4)(})""

+[i’:"'ri“ "‘f J(/é( 34?“3 f& (J }-)

1

Si nous supposons maintenant gque y = @ nous dédulsons de (3._1)

la relation suivante:

(3.2) x = Hw(jc(:)a }(t"] i )(6‘)+

-| Ay Ko,
+ (—4.)"""""%”‘[55:’ B ’C{:, f'; J e . fexa

Nous approximerons ainsi la racine x de 1'équation f£(x) =

par 1'élément * donné par 1'égalité suivéntg:

(-F(Iq) -fff:} f‘)(9)=
m A= h‘—ﬁ‘
A iete
L=1 ;

sa O b bl = R
l(ﬂ.ﬂ“ﬂ—f) (fi.;,+ )(ﬂm +"m') ("""'""") )
o °/L~4 ¥iva b
ookt "'“ A =1
(%), ?e“t" y { (Zia) 5+ "IE (T, _QML--D;,')

ol Q : ¥—=>X est l'application définie par 1'égalité sui-
1l,m,i ‘

] )mr&"” -

1,
i 'An'ﬂ; + R4z ( ?(1!)1

Tl fexy) _,) -{( {0t)
(3.4) _f);'ifl?ﬂ,b't= (73] h4+q:' b A ,fﬁ }l +Qf IJéa‘

] J/'Lm""’fm_J l

B A“"&‘nrku ((fee - ff’:‘])&twq ) ( 5(11')\- ;ny_.-)) ey )
(o= femo )t (e - fmn)'s" ,t)
,,[ J - = v -

- 35 =

et

: - ' 4 @)
(3:5). . Dy = ()" 4exy .. fey -
. : : § : ] « i i ;
. e, FeZil, T (el frn)
§e8 est l'egaembla des solutions du systéme :
. Lz +2£3 gouc o (3'-4}9 -J'ﬂ

ol

- (3.6)

L +a45+ o+ &y = pdy

[12.-..,133 . i
ot Ao (t_,xi) est 1'ensemble introduit au paragraphe
précédent.

Nous supposons par la suite ques

I

3.7) “] ” sK
pour chaqa_ze EyyeeesXy eﬁcx.
De (3.1) et (_,’:.7) on déduit que :

o r
(3.8)  BE-F0 € & feel L ... flecep ™ .

Si ¥yreeesXy .sont suffisamment proches de X , alors les nom—
bres ﬂf(lel, ﬂf(xz)ﬂ iy ﬂf(xm)" ont des valeurs petites,
ot la produit qui figure au deuxidme membre de 1'inégalité (5.8)
sera suffisamment petit pour justifier le chois de ¥ comme une a-
pproximation ce =,

Nous construisons maintenant une méthode itérative générale
pour la résolution de 1'éguation £(x) = & 1'aide du .(‘-P -B) po-
Iynéme d'interpolation de Hermite.

Dans ce but considérons commes valeurs initiales les points
1. Xop see. vy g'g . En pa.rtant des ces valeurs nous construisons

la suite (zs)sem par la relation :




A SR - Hn( f(xr,,)’ o =th;£:).; ‘1?’*) #

et p =0, 1y «os o :
Dans le paragraphe suivant nous &tudierons la convergence de la

méthode (3.9) et nous envisagerons aussi quelgues cas particuliers.

§ 4. Théortme général de convergence. Quelgues cas Earticg;iarg.

Relativement & la convergence de la suite (xs)sﬁﬂ fournie par

(3.9) on a la théoréme suivant:

PHEOREME 4.1. Si 1'équation f(x) = © admet la solution x e

(.9 &tant un ensemble convexe) et les points initiaux Xyjeeesdy €

& f? de la méthode iltérative (3.9) sont choisis tels que

= 1 G o
(4.1) [ B =Xl € memsemnis ;o
Lizad
If

ol K est la constante donnée par (3.7) et }? = sup ME* ()Ml , 2-

lors la suite fournie par (3.9) converge Vers X et s
1 "
(4.2) [~ x| € 16{ ; AelN

\W

o eof est la racine positive unigue de 1*&éguation:

(4.3) £ - B tm"l_— - T o S r, & -1 = 0
et ‘
A
'l - el
(4. 4) A= max {(V K 1E-3) } |

U=gm-{ !

Démonstration. De la relation (3.8) nous déduisons que les Ger-

- 37 =

mes de la suite (xs)s‘m 'Vérifient l'inégalité suivante 13
(4.5 . "é K “l(x ' 4“5(: n
4,5) “ x x,mfp " Pl) “’) 2k ” ( + )”
+ f; fl fl n

pour chague p = l,24.0e

Du fait que la fopction f admet une dérivée de type Fréchet -
d'ordre 21 gt en tenant compte que la formule des accroisements
finis s'établit aussi au cas des fonctions qui établisent une cor-

respondence entre des espaces linéaires normes (voit par éxample [7]

pp. 20) il résulte que:

ey 4ol =18- fmpal = 1{@- fepal <
I
£ | (x +8( .;—iJ)ll NE -y | € AIT =Xy, 1l
oy 1 %, il € pIZ=2
pour chagque 1 = 1,2,.40. . :

VDB (#.5) et (4.6) on déduit que :
) NE= Tl SKPMIE-Tul I~ Zpm

ol nous envisagé 1'égalité Ty + eee + Ip

En multipliant les termes de 1'inégalité (4.7) par 1“/K76“*1
on déduit : :

S B

ORI VT EC S RGO TThz-zy, %,

L=q |
ig (\ / KPTH )A“‘t Uﬂ x - Tm.'h' = D( \/Kr’m'“f-f%fg‘}

Nous désignerons maintenant par fL $ 0k =T 2 esa s L epTeasion

‘n 5 N4 Akl v
-\/K]B Ix - x|/ s k=1,2,... . De 1'inégalité (4.8) il résulte

ques ¢ =

(4.9) PMTM- < f’: Pf:: PT‘I:
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4 cause des hypothéses (4.1) et (4.4) nous déduisons

nf*—"
< Wy,
(%.10) Y . d k=t,..,
Yous démontrerons que 1'inégalité (4.10) est vérifiée pour cha- |
> |
que keW. Pour ce faire nous employons que 1'inégalité (4.10) est

vraie pour k€p + m il résulte de (4.9) la rélatiorn :
b

el s MM
(4,11) ? £ =
g d.d‘( Ryt B¥d.. .+ pu ™)

Du fait que = est la racine de 1'équation (4.3) nous dédui-

sons que &

I} + T8 + eee +rmdm"l =L,

et de (4.11) il -'éSu_‘Lte H <F"“"

(4.12)

done 1'inégalité (4.10) est vérifiée aussi pour k=m+p + 1 et
compte Genu du principe de 1'induction complete il résu.-lter qua 1'i=
négalité (4.10) esk 4ér:|.f1ée pour chague kefM. 7 '

Mais 1'inégalité (4.10) est équi\rale.nte & l'inegalité (4.2) d'ou
du fait que d <1 il résulte gue 1la suite fournie par (3.9) est
convérgente vers X. Le théoréme est donc démontré.

Remargue 4.2. ILa vitesse de convergehce de la—sﬁite (xs}seﬂ .
fournie par (3.9) dépend de la valehr de la racine positive de 1%&-
guation (4.3). Cette racine existe en effet at elle est unigue. ‘

En effet si nous effectuons la transformation t = lfﬁ dans 1'e
quation (4.3) transformabion qui me modifie pas la mature et le sig
ne des racines de cette équation et si nous désignoms par -‘-P(u) =
=y ufoy T, . ses + Ty 0 - 1, 1'équation transformée prend la
forme ‘-P (u) = : :

A

g“” sc[ =-J _ A

3 * = 39 -

m=1

Mais q'(u) =mru m-2

+ (m-1) T, U + oo + ry et on re-

marque que pour u > 0 ona @'(u) > 0, d'ol 1'on déduit que la

fonction '-f est strictement croissante et donc l'équation ¢ (u) =
= 0 a au plus une racine positive, Cette racine existe en erfet par
ce que P(0) = -1 et lim (u) =+ . Donc l'équation ¢ (u)=
u

St
= 0 admet une racine unique, affirmation qui reste valable aussi

pour 1l'equation (#.3).

On constate facilement que cette racine est elle méme supérieu-

re & 1.

‘Un évaluation plus exacte de cette racine a été donnée par

I. PAVATOIU en [7]. On démontre ainsi que :

wr () a pe

A=d

Zfe)/(zm)

(4.13) e
5i nous analysons 1'équation (4.3) on constate que dans le cas

= 1 cette équation étant t - r; =0, il résulte af = ry.

Considérons maintenant le cas particulier ry =1rp = ... =T,

= r. L'équation (4.3) devient

(8.28) tP -z ("L tmC 4 4t l) =

En multipliant les termes de 1'équation (4.14) par t - 1 on
obtient 1'équation 1
(2.15)
aux racines positives 1 et of . Bi nous écrivons ¥ (t) = ¢
-(r+1) t® + r on constate que ' (t) = (a+ 1) t? - (r + L)mt
= (r+1)n/(m+l). Donc

tm"'l-(r+l)tm+r=0,
m+l

=
Le polyndme I{J' admet les racines 0O et [5
*?) - (I‘ + 1)‘/(! 1+ 7% s L

Du fait que lj.m (r + 1)"]]. =490 gt lim (1 + Um)m*l AT
m- «©

i résulte que tk(P); 0 pour des valeurs de m sui‘fisamment grandes.

Enoutre*(r+ 1) =r >0,
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(htd) r
y ftd
e (I

Donc en ce cas:

(4.16)

pour des valeurs de m
prime le fai‘t que le nombre « ne peut pas dépasser le nombre r+l.

Par ce fait 1'emploi d'un grand nombre de noeuds devient inutile.

Remargue 4.5. Dans

rme 4.1 figure essentiellement le constante K définie par 1'iné-

galite (3.7).
%n ce qui va suivre nous donnerons une évaluation de cette con—
stante.
$i nous employons (1.14) il résulbe :

{-(x.q, a ’ {’Hjtatx'" t'm =

(4.1?) 3 -y

[ fexyy
ey
m -4

b i

L= #=0 W =4~
I e ,Q_’.‘......,. 4"wa)

ey t, €Y. En (4.17) nous avons écrit

pour chaque tl poe

(4.18) PR(::::“‘”-‘L (—4);1"(’1,«&1’.-4 C't. -.-g_' T"“"#)
' i

et
g (t,’,m.
(#.19) ﬂg A : (4,-1 =l t.....) =

2 Feall [{*(fm)]’t.,n t.ﬂ)

(4.20) Q—- ‘|‘-H,l.. %2

othdses et aussi les conclusions du théo-

“'1, ) (t,
-t ’ ""9 . (t,,,,t_,,)+

suffisamment grandes. La relation (4.16) ex-— l

.-A,_,,Hm (({m—f'ﬂm)*‘“" s

e

[ f= ey fm fzg #
fwr i A% mm "n..+¢,’4+rncf’i")ﬁ=

(&) = fem it

oo — ™, oy (01— Fm)= ()" 4 )

pour chaque 1€{1,...,n} et

o D h-
7 " Ry
- ('G:"_ . 0){ (-ﬂ""A__" (fcz,), %), h)

Dans (4.17) et (“719.) 1'ensemble {EI'""-Em»l} a la signification
précisée par (1.14).
Nous avons aussi désigné par 4; le systéme (Cyranes &G g

o qreeer Xp) ot par s(4;) 1la somme o) * ... +d' L TR

i
LARTTE 2 S :
Nous écrirons dans ce qui va suivrs

TR Ly gy

7 ('l 1|m€[_
pourchaque ;jcﬁ P -1 ¢ i=IW et
= -—Qt,uﬂ.mﬂ Il

81 nous envisageons la définition de la norme d'une application
multilinéaire nous déduisons 1'inégalité suivante :

I T F10 <

fr. At ol

(&.22) 2 Z

r=q g=0 er'j-f

1P “'*”'-I'J*‘; .

R, A

S
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m"” | (399 (Bex) | + VAN T 120

| A ngul A

ous avons posé X = f'l(O). En (4.17) et (4.22) la troisidme somme

du membre droit se référe aux valeurs de afl,.... ii-l.' !'i_'_l,...,q’m

J‘ pour lesquelles a(Ai) +d = ry = J = 1. Cette égalité donne
i Ty = s(A;) - § = 1 et du fait que 1l'on a 0“? 0 il résulte
qu'on peut considerer que la somme mentionnée s'effectus pour 0 &

£ s(A ) £ Ty = j = 1. On introduit la valeur obtenue de d-da.ns

1'expression dan m+l, i et de ‘llm' J)

De la définition des applications (An)neﬂ exprimée par (1.2)

nous dédulsons que

lal €0us>t nep®.

De 1'inégalité (2.8) il résulte :
1 ean]? ] <
Z ZJ (23 (—l)l M—lj-{*f( J ( )

_0 {LZJ o ’)ey
ot 1i = sup || [f'(X)] lu
xed)

(4.23)

et m_ = sup Hf(k)(x) Il pour chaque
xep

e R
Ainsi de (4.22) il résulte:

(4.28) K <Ko+ 081" 1™ 3 nz

M @ @(zl ”B"n—;ﬂ ”t”n-;n.
(4.25) 4

2320: (/1; -1-1)!

g '(4.35) _

g B R D T e
(4.28)

(A, Ao=0A) 1)

Thlo P S Ay

"4‘ 05;{&)&&7.4 e
s ol o b B ey

pandant que

e

M
d 1=0 ‘-l:h’—-cﬁ-'_}éi,' e it ! g!
représente l'ensemble des solutions au systime
+ (-0 = -1
= 2-1-1

' Remargue 4.4. Il est génant que dans la relation (4.22) le se-

(4.27)

L+ dy+g + o Ty

y

cond membre contienne ﬂ’i l. En ce qui va suivre nous donnons une é&-

valnation de K qui évite la défaut mentionné,
Soit d‘--IIBIm'l ﬂl.fnm'e. Des hypothéses‘ du théoréme (4.1) on

peut déduire que :
1
(#.29) Nxl <1 i‘—Ial!r+n:ml < Nzl + W

Nous déduisons ainsi de (4.24) et (4.29) que :

(4.30) K <K, +o((ﬂl'4l} +

___"___>

Supposons K Z Kl + dﬂx ]. De (4.30) il résulte

(4.31) K (K- K, - o 114l ,:6"” w0

Ecrivons a = K; el ll Xy I, b= Rl , ¢ =o¢? et considérons la

fonction q’: [a. ,+'-0) - R, définie par L’D(t) =bt (t - a)? =

IL'inégalite (4.31) exprime le fait que une solution de 1'inégalité



3 G i ;
f(x) €0 est K. : oy :
Du fait que -Lf'(t) b (t - &)l_"]' [(n + 1)‘1; - a_]-ai‘:‘

‘f"(t) nb(t- a.)n'?‘[(n vy -22] - :
on constate que gr(e)> 0 et ¢"(t)> 0 pour chaque te]a,w[,
d'ou il résulte que (.' est une fonction strictement croissante et
strictement convexe. Donc pour chague point initial ds ]0 +of 1a -
premidre itération de la méthode de Newton appliquée & la fonction -
_LP, sera supérisure a'la racine de CP s cette racine existe en effet
par ce-que ' (0) = - ¢ <0. Si 1'on choisit comme point initial

a+ 1l/n 6]0,*-"[ la premitre itération de Newton sera:

1
T { (‘P(a'*—i)
(4.32) t=a++ - - e
: ‘F(af-:i)
et + a2 Hnt +labne
bn(an* +n +1)

Nous aurons donc 1'évaluatlon suivante

en’ rabnt 2abntt
bn (@ntentt)

(4.33) K ¢

ot les constantes a, b, ¢ ont été précisées auparavanb..

Remargue 4.5. Dans les évaluations précédentes intemannent les
2. (A, 1 - ACA) ~4~1) :
L,,, i

=0, - ; i=T,m et ﬂ s ces consbantes ayant la significatiom

constantes

précisée ci-dessus. Nous pouvons présenter délimitations de cas con-
stantes seulement dans quelques cas particuliers,

Ainsi au cas ou f£1 RP—»RP, si nous envisageons les ralations
antérieures et aussi ces que nous avons présenté en [3] (§ 3, rela-

tion (3.29)) nous pouvons déduires
'q (I‘L', by — ACA)-4-4)

(4.34%) .-.';'

"

a7 R e AN e i o

_45-

; |
= ‘!s‘,? {li(%;— IP”".'SM}'J r‘ll:F zp) f( . P)r’*h\)\s

V=i, Vo

et

—

(4.35) i o 4,1» { I'j l;cml }

8i £ : cfa, b}-»C[a, b} est 1l'cpérateur de Hammerstein défini

par &

(4.36) (*{.q)‘(f) = S K(t,g)g,(l,'.tul),&fé

oh té&fa, b], x£C (&, b] est la fonction inconnue et g :[a,b]¥R->

- R est une fonction donnée, nous pouvons déduire:

(A, - 80A)-5-1)

(4.37) QA.{

1
.L‘J ?K&,;)g(ummﬁ -80A)y % HL ﬁ& n[gmzm) -9(8,%,(%) 4}*”'“
3 o olf'i j L=tm

(4.38) —
A teta ¢ { yz'r Iﬁ(m)gmgm)a&]

L=y
En canclusiun ds ce paragraphe nous examinerons les méthodes i-

tératives obtenues en quelques cas particulliers d'interpolation, cas
qui différent du cas m % 1 ‘parce que ce cas sera étudié au para-

graphe suivant.




= BEe
A) Le cas m = 2, En ce cas la méthode (3.9) prend la forme sui-

fire f""ﬂ ?Pf’rw’ 47

vante:

(4.39) J’fm: nﬂz_

D = Uylyanz ;‘ X xlex étant des valeurs dcnnées.
Si nous envisageons l'expression (1.8) - (1.9) du («.f-B) poly-

ndme d'interpolation, la relation (4.39) peut s'écrire sous la forme: }

(4.40) X, .= h‘j Ag‘j C-‘)*‘H (’z"‘-ﬁ-‘)Afgﬁ-{(#crﬂ)J{(ﬁW) _Q'];J

M 4=0 R=o :
ha-4  Rg-g=4
PIPIL Y P )
4= =0

o 511. Qe fns i St w A L fm)’* )
L= Aftw&-mc(%cxf‘")" ff’wf"* B3 =us g

in (41— 40) on a p = 0,1;... et x, xlex et

e b (‘-Fcz,))](‘” fc'-r.) iy =
g 24_: Z -4f"""F([¥¢§>J"1?ﬁE))}

Fo Gored 3“‘”“"41.9

) :f 3_[_12,..., j‘; i £

ou 3.k at 5 (£, 1) ont la méme significatieon gue
celle de (2.5). L

Le théordme 4.1 équivaut dans le cas de la méthode (4.39) au co-
rollaire suivant: : ,

COROLLAIRE 4.5. Si 1'équation f(x) = @ admet la solution X ¢
e D et les points initiaux Xor X & -8 sont choisis t;a;‘g gues

y :

(K Fn‘ﬂ;)ﬂmﬂﬁ)

oty mazlv-sn, 1=z} <

- 47 -
”[g'l : f‘z P10 f—l_“’

alors la suite (Xp)pf.!l‘! .fournie par (4.39) converge vers ¥ g&i

o f= e (x)ll et K=
e i g 3% b

l'on a 1'inégalité suivante:

(fc¢+\/h:+4fq )T’"
1 2,
—(-;Eyfh‘)'i/fnmzz—d)

(y.42) X~ xrll '3

e

(]

d = maz {(kgmrae /AT gz
i =2 [yt VRt liy )

En effet dans le cas de la méthode (4.359) 1'équation (4.3) revient &:

[(KPPLM; ‘/"‘4*":. he Z'JIT}

- 2 el Spp e
(4.43) t*-r, -1 =0,

et elle admet la racime positive (r2 + Vr2 + 4 rl)/2. Cette racine
représente aussi la vitesse de convergence de la méthode (4.39). On
observe facilement que cette vitesse est maximale pour ry £ Is.

B) Le cas des noeuds simples d'interpolation. Si nous considé-

rons dans la formule d'interpolation (%.1) tous les ordres de multi-

pl-icité des noeuds Sgaux & 1'unité, nous obtenons la formule suivante:

(4.44)  -¥"" (4)= Lm(n}“ o ?om ; 1E--f) (%) +
.--+[#U“'.7 g ;-ﬁ-‘J (g'vj) (y-g«ﬂﬁ)

. parce que dans ce cas le (LP—B) polyndme de Hermite revient & celui

_de Iagrange, Si nous posons y = © en (4.44) nous obtenons:

. (4.45) 8 f = #4[” =-LM-{3|: G }hﬂj {4)(3) i

("“‘H [,’U "3 ?-« ’ %-1] p P

Ir' approxination de la racine X sera:

ooy - o L =Ll ,----,'b‘n,,sf") (8 =
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ot o A (. Foa, Fe, m[umﬁ,m_

L=y

G Zn: 0 [{e, ., $wni 7] fe -'~-'1€(=r.'-1 _

L=y :
En ce qui concerne les méthodes itératives obtenues dans le cas

It

de l'interpolation aux noeuds simples on remarque gu'on ce cas on ob '
tiendra la suite (xp)PeN, en partant de n + 1 valeurs initiales
Xpy X33 eee 9%, q. On construit la suite (ijpaN _par la relation

de récurrence:

(4.47) Lpimez = L,.,({(z,m)J _‘.,flr,.,,;,) ,--f'*)(&)

it B o= 0,3 e ke
£i nous envisageons'la forme du polyntme d'inbterpolation de
Lagrange (1.11) la relation (4.47) peut s'écrire sous la forme sui- .

vante:

n 4
E : L
= -4 e =
(4.48) I‘T“”‘ﬂ = I}"H = b H(ﬁ..),..., #“rﬂ-‘-)’f}
U=y
: :l{(tf“’J f(:r,.,;)
5n ce qul concerne la convergence de la méthode (4.47) on a le
théoréme suivant:
THEOREME 4.7. 51 1'éguation f(x) = © admet la solution X
ot lec points imitiaux X, «.. ,x,.; € £) de 1a méthode (4.47)
vérifient les inégalités suivantes:

(4.49) hE-xl £ 4/( :’AKF“')

ol K= %‘eﬁﬂ,"ﬁ I [Ilr--:zuﬂif-‘“ et P = ;’1::%ﬂ[ﬂ,-'§_i¥] I

2lors la suite fournie par (4.47) converge vers x et l'on a 1'é-

galité suivante:

gg‘it- e T o L

(#51)

wm  de (R ™

e sl e - 49 - :
SC 1E-5,0 % f/m ; 46V

ue de i'é abion

Tgpel _en _gpl |t o120
pendant guei
L=4RE ;

La dﬁﬁanatratian-de ce théorime est analogue i celle du théoréme
4.1. Le seul point dans lequel les deux démonstrations différent est
‘celui de la détermination de la relatiom (4.6). Ici cette relation

‘résulte de la manidre npivanfg:

sz N Epeal s b f(xf.all.. = 1feo)-Fmol-

=U[E, Zpui i ] E=2pa) | € NS Tpecs £ 1T~ Zpuil <
' £ f!" 55"1335”
OD-PB“t remarquer que la racine de 1'équation (4.51) appartient

& 1'intervalle (1, 2).

§ 5. Méthodes itératives de type Tchébycheff.

Dans ce parasgraphe nous étudierons les méthodes itératives & un

seul pas d'itération. On obtient ces mé;hqdes depuis la méthode gé-

_ nérale en faisant m = iﬂ;ﬁbﬁs avons donc un seul noeud d'interpola-

tionm avec 1'ordre de multiplicité égal 4 r. La méthode (3.9) revi-

ent & 3 g :
(5.1) Ty = H’ﬂ (“{(:1'-\; ,f“) )

p=0,1 ..., x,€X étant donné
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€i nous emvisageons la relatiom (1. 12) nous déd.uisons que 5

(2)  Tpn= Z "" Lff (:FC"P))J @ f(zf,))’

a A
B = 6 L ot xoex, et en utilisant la.r théoréme 2.4 nous pcllu-r 7
vons expliciter la dérivée Fféchet d'ordre j. de f"l(f(xp)) . at -'li
relation (5.2) devient ainsi ' ey

(5.3) 11:« =z, - [‘-f"cn'r:]"-f(:,.) +

h—1 o
P 2D ?2. “ F(ff“rﬂ“M
i=2 k=0 “zr--:‘a""*?‘ fe (f,x)
p=0,1, ... et 1l'élément x EX étant donné
En (5.3) ff;lk représente 1l'ensemble des solutmna du systdme -
(3.6) avec s = k, pendant gue } - "’C ,:l:} réprésente l'en=

semble des (il’“"ij) . enchainements des couplages produits par

’
[{’cxr)]"fzrr) A [f@r)ld‘-fmc:f.}
F étant un tel enchainement. :
Nous appellerons les méthodes itératives (5.3), méthodes itérati
ves de type Tchébycheff du r -idme ordre. Nous présenterons les cas
particuliers suivants de ces méthodes.

Pour r = 2 nous obtenons la méthode:

[ecp]™
(5.4) Xpsg (xp1 1 F(Zp)
p=0,1, ... RN e &
Cette méthode représente la méthode de Newtoh-Kantorovitsch, univer—

szllement connue.

Pour r = 3 nous obtenons la méthode:

(%) T 1790 L O o
Ty:o,d, =, ' ) IOE)(

; (5-5}

SR

- méthode 'ciu #eprésente la néthddé classique de Tchébycheff,

Pour p = & nous. ohtannna la méthoda 5

‘1‘“ .:1, [{cr,.v]" #‘r’ - el fc:r,s{[f“i"r #ﬁ-’p

-4 [{cz,-a]"fa,.a (LfénoT ez, L] i e
+ g-f (fepl Lo ([foep T feap

PR SO TS

‘81 nous envisaseons 1'extension da la formule de Taylor au cas
des applicationa entre les espaces linéaires normés (voir par exem-
ple 7 pp. 20), et si nous désignons par X la solution de 1'équ-
ation £(x) =@ et par x 1'élément H (f{:’t.] Zf ) ()

nous déduisons la relation suivante :

= ()
sy VE-ELS o7 b 147 - ﬂjﬁa.;)j - Mfoot®

Supposons que l'application f admet des dérivées Fréchet
Jjuaqu'd l'ordre ' r inclusivement sur un ensemble EC X et que
ces dérivées sont bornées en norme sur B ; donc il existe les con-

stantes m, k = 2,7 telles que m, = sup‘B I f(k)(x)u i K= 2T
XE

Supposons aussi que la dérivée du premier ordre admet» une inverse

pour chaque x€ £ et qui il existe M » O tel que M = supl f* (x)) -1
xed

En outre supposons qﬁe l'ensemble f£(f) est convexe et ©OF £(D).

Si les conditions pré--sentées ci dessus sont remplies il résulte
que 3 =(1-t) £z )€ , a'ol 1'on déduit que x = £7H((1 - -
“£(x,)) € ba) » don¢ on a 1'inégalité (2.8) pour y = (1 - t) £(x)),

et par suite on peut écrire 1'inégalité suivante:

(5.8) I (37 ((4-t) ]CC-I«J](U”

N




bl =
< % Z -L.(T&-:.'k;ﬁf —’E—f 'rl) ( ( "“j

R=0 (55,00 F e

est 1'ensemble des solutions du systéme (3.6), oy ;1 T

ol o,k
et s = k.
Désignons par K/ 1a constante que figure au membre droit de

1'inégalité (5.7). Nous déduisons que :

g ~ H HH‘;
(5.9) jx-= € 2 I §¢

Dans le cas particuliers mentionnés on a pour r = 2z
3
(5.10) Ko = M m,
pour r =3

(5.11) .KD il

m3+3M5m§
et pour T = 4

(5.12) K

O.—.M5m,++105[6m2m3+15!.{5m:2

(pour expliciter les solutions du systéme (3.6) on peut voir [’]
pp. 47 - 49). :
En ce que concerne la convergence de la suite fournie par la

méthode (5.1), on a le théordme sulvant @

THEOREME 5.1. Si les conditions suivantes sont re:_n_glies.r
. © admet la solution = éﬂ

oez() et la fonction

i) 1l'éqguation £(x) = les ensem-

bles ﬂ et 7(f)) sont convexes ;
f)ﬂ 3 .@ ~— £(f)) est bijective 3
ii) 1l'application f :

inclusivement et il existe les constantes m,,

jusgu's 1l'ordre r
Mgy oo ,mr , M>O0 telles que m = sulb Hf(k)(x)]]; k =2,r et
' Ié

= sy 1l [f'(x)]'ly -

X—>Y admet des”dérivé_es de type Fréchet

: iii) le point ii_;ttial Xy 5.9 est ch&is;tel gue 1l'on ait
s 1Y

gue a le cengre en x et ;s rayon ‘R = max {1. V‘ﬂ /el f

‘est gcluse dang ,9 3 K tan_t 1a cnnstan e
droit de 1'inégalité (5.7) et

£ (5-13)

ui figure au membrs

P: ::1.)9 el

alors:

§) la suite fo méthode

e par 1 1) converge vers X ;

33) on a 1'évaluation suivante de 1'erreur d'approximation :

B (\"’74?'!1&:,:!)"“
_{ A
B :

Al

(5.14)

Démonstration. Nous démontrerons en employant 1'induction ma-
thématique que pour chague nombre n€M les relations suivantes
sont vraies :

a
) x

b) P '\} E I.._ﬂ ( Ka Ne- I,,”)

Pour n = 0 1les relations sont vraies & cause des hypothéses du

""I

| théoréme. Supposons que ces propositions sont vraies pou.i- n = k.
| Du fait que x. € .9 il résulte d'une manidre analogue 4 la
[ démonstration de 1'inégalité (5.?), 1'inégalité suivante :

K
(5.15) -2 Hf It

hz-z..1

8i nous envisageons la formule des accroissements finis nous dé-

duisons t
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Ifexgl] =116 — Fxol =l - Fxall <

$ U Jc(x.+&(x -z - ”I—JC Il 4‘6111:—1'*"
fe Ed 1)
Pour établir (5.16) nous avons employé le fait que 1l'ensemble D

(5.16)

est convexe, denc que de X , X 5.9 il résulte x + O (xk - X)E

(3 ﬁ el par conséguence

s[gl.) )“f‘(x +0 (x, - :_c))ﬂ £ P

De (5.15) et (5.16) nous déduisons gue :

(5.17)

k
12l € Sf1z-xat

- z H

o0, 2 : .-

tn multipliant les deux membreés de 1'inégalité (5.15) par \/ 5—’;—
& k“

on a, dans les notations introduites 1'inégalité suivante :

o) fkﬂ A
De 1'hypothése de 1'induction on déduilt

< (VFrz-=a )

et il résulte 1mmédiatement que

(5.19) - ?ﬁ{

Ke" e )"*
’_.l_f_ 1£- %l

Cette dernidre inégalité nous indique que la proposition b) est
vraie pour n = k + 1. De (5.19) il résulte imm&d.intema.nt que i

i ‘(V_nu)

et & cause de 1'hypothése iii) il rééul‘l:e qus H

(5.20)

. a'itération, attachés & 1'équation £(x)

 ment Q€Y. I-'axpresa!.m d'un tel opérateur itératif est :

' A - 55 -

ﬂx Xy 1_‘ / <R

donc 'x]“l fait partie de la sphire au centre en X et au rayon

R, donc Tpel:
Du fait du principe de 1'induction nathématique nous dédulsons

que les propositions a) et b) sont vraies pour chague n K.

"Dé 1'inégalité exprimée par b) on déduit que:

gy V_T =
- : n - K. - ll)
(5.21) Ko p _ﬂ:r.—x..,ﬂ £ ( —’—EF °

Al *

AT ::
et de 1'hypothese "\ ) Ko"f Tzt I X - x, 1< 1 il résulte immédia-

tement que la suite (x ) converge vers ¥. Ce fait représente
a *n’neN

exactement 1a conclusion j) du théoréme. L' inégalité exprimée par

gt

'b) représente la conclusion jj) du théoréme. Le théortme est donc

démontré.
§ 6. gérateurs itératifs & un et 3 plusieurs pas
D'une mi&re analogue 4 celles employées dans les travaux [6]

[?] nous introduisons la notion d'opérateur itératif attaché &

1'6quation f(x) =
M 6.1. L'opérs.teur non-lindaire Q 3 X—>X s'appelle
M;M, attaché A 1'équation £(x) = O,
si pour chague solution X de cette équation, X sera un point un
p;)int fixe de 1'opérateur Q. :
-.Qn peut obtenir une classe d'opérateurs itératifs & un seul pas

= ©, si nous écrivons 1l'ex-

i;i-easihn-du € -B) polynbme de typé Taylor relatif & la fonction
1 I--;I ‘et au noeud- .-‘.‘(x) qui a 1'ordre de multiplicité r.

. Fous aonaid&rans ensuite. 1a 'raleur de ce ((P-B) polyndme sur 1°'&1é-

.




- ble DC X ; nous pouvons considérer l‘aép,lication :

/

|
A :
|

R-4 ! 4 -
—nir -4 %)
(6.1) @) = Z C—,i)[f}f (%f’”)J (—ff“’f’
4=0 :
[f l(f(x))](a) (f(x))a € f(x X) représente la dérivée de type
Fréchet d'ordre j de l'appllcation ™1 : Y—3X au point £(x).

Daprés lea résultats &tablis on a :

@
(6.2) : [#4 (‘F"”)J ('7{(“’)
2
Z 25 P p({H) Yeo?)
ey Lar--s
R figy-lY Fed " G
Dans la classe des o_pérateurs itératifs définis par (6.1)-(6.2)

se trouvent les opérateurs itératifs connus suivantes:

a) 1'opérateur itératif de Newton Q : X—>X a&fini par Q(x) =
=X - If'(x)]‘l f(x) , obtenu depuis le cas général pour r = 1. {
b) 1*opérateur itératif de Tchébycheff Q : X-—>X défini par

Q) = x - [rr @] 2x) - w2 [er@]™? ) (i) :(x)} il
obtenu depuis le cas général pour r = 2.
Pour 1'opérateur itératif général (6.1)~(6.2) nous employons la I
dénomination d'opérateur itératif d'ordre . '
Une autre catégorie d'opérateurs itératifs est celle qui comprend
les opérateurs obtenus par des modifications d'op&rateurs d&jh
connus. Par exemple désignons par Q : X=»X un opérateur itéra.t;'!.f |

quelcongue. Supposons en ce cas aussi, gque 1'application £ : X=p Y
admet des dérivées de type Fréchet dans ‘tous les points d'un ensem-

(6.3) T 1 X=X Nx) = Qx) - [ ()] £(x)). L*opéra-
teur T obtenu de cette manidre s'appelle, 1'opérateur itératif de
Traub, Dans le cas Q = Iy '(Ix étant 1‘'application identique de

1'espace X), 1'opérateur de Traub revient i 1°'opérateur de Newton.

=57 -

'Un autre cas pa.rticulier de 1'opérateur de Traub s'obtient si nous

choisissans Q(x) égal & x - [f'(x)]'l £(x) 3 1! expression obte-

.nue pour 1'Opérateur T est:

6#) M =x - @] - [r@]T - ] )

Un euntre example imfartant d'oﬁérataur itératif est 1'opérateur
jtératif de type Aitken-Steffensen. Pour construire cet opérateur
nous par:ho.ﬁa da deux opérateurs itératifs Qp et Q donnés et
nous supposons gu'il existe la différence ‘divisée du premidr ordre
de 1'application £ et que cette différence divisée est inversable.

‘De gette manidre 1'opérateur itératif de Aitken-Steffensen sera

Q + I~»X défini. par

(6.5) Q) = qlcx) -[qlcx). Q) + £]7F £(q; (x)).

Nous remarquerons que dans le cas Q) = = Iy 1'opérateur i-

tératif de Aitken - Stefransen revient & 1'opérateu1' de Newton,

bienslr au eas seulement ob l'application f£ : X—»Y admet des dé-
rivées de type Fréchet dans tous les points de l'ensemble .9 k
Pour Q; =Iy et Q = Q on obtient 1'opérateur itératif de

Steffensen proprement dit.
(6.6) Q) =x - [x, =) 3 ] 20,

L'importance des opérateurs itératifs réside dans leur utilisa-
tion & la comstruction des suites qui approximent la solution de
1'équation f£(x) = 0. .

Définition 6.2. Désig-.nons par Q : ¥=»X un opérateur itératif
attache & 1'équation f(x) = @ et par x €X un point arbitraire.
La suite (x)pgy qui a comme terme initial ia et dont les autres

termes résultent de la relation de récurrence

(6.7) . xl'l'l'l = Q(E) »
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s'appelle suite d'aggraximati.oné fournie gai' Q-

A 1'aide .d*un npérateur itératif et en partant de point x, » on
peut construire la suite d'itératlons (x )naN’- done ralativsment &
cette sulte on peut poser le probleme de déterminer les conditions
dans lesquelles cette suite converge vers la solution X de 1'équa~
tion £(x) = 6. Bn outre, on demande de déterminer une borné aupérigu
re de 1'erreur avec guelle 1'élément x, approxime la solution ;
de 1'équation. e 7

Du fait qu'il est évident qu'on obtiendra une carbaine,bréciéinn
d'approximation par un nombre d'itérations qui dépenﬁ de l'opérateu;
Q , se pose le probleme d'introduire une variable qui caractérise la
vitesse de éonvergance de la suite définie par (6.7). Une telle va-
riuble est l'ordre de convergence.

Définition 6.3. Supposons p €]o,+oo[ et DCX. L'opérateur ité-

D , s'il existe un

ratif Q : X—>X a l'ordre p sur l'ensemble

nombre K > 0, tel qus pour chaque x€D on ait 1'inégalité suivantes

(6.8) Feceeenll € & flepP.

En [5), [7] I. PAVALOIU a établit un théoréme qui fournit des
conditions suffisantes qui assurent 1l'ordre p >1 s PEM poufun
opérateur itératif et aussi la convergence de la suite fournie par
cel opérateur vers la solution X de 1'équation f(x) =0 (1l'exis-
tence de X résulte des conditions du théoréne). Nous retrouverons,
ce-théortme comme un cas particulier d'un résulitat présenté dans ce
travail. ‘

En ce qui va suivre nous introduisons la'notion d'opéra‘beqr ité-
ratif 4 plusieurs pas et d'ordre d'un tel opérateur,

Définition 6.4. L'application Q: X%sx s'appelle opérateur

itératif & m pas attaché & 1'équation f(x) = @ , si pour chaque

solution X de cette équation on a 3

AUXy X, cowyX) =X -

S
Da cette défi.n:l.tion J:ésulta le fait que 1'spplication g :
“3X est’ un opératenr itératif 3 m pas attaché 2 1'équation

2(x) = 0 sai et seulement si l'a.pplication R :

'

X—>X définie par
R(x) = Q(x, ... _,xJ. » c'est-3-dire la restriction de Q & la diago-
nale de 1'espace X™ est un opérateur itératif & un seul pas.

‘ Poux. exemplifier la notion d&finie ci~dessus considérons 1l'appli

cation Q : XYMemY définie par :

(x, (Tpe) | =1
o Qe =H, (f s HE £

1'expression du dauxihé membre de (6 9) représente le (¢f-B) polynd-
' me abstrait d'interpolation de la fonetion £~ ¢ Y2>X sur les
hosuds - £(x;) 4 «s. -, f{me et calculé sur 1'élément nul de Y.

D'uné manidre similaire ag ¢as d'un opérateur 4 un seul DPas nous
pouvons considérer des suites fournies par un opérateur itératif i
m  pas.,

Définition 6.4. La suite (xn)nm s'appelle suite d'approxima-

tions fournie par 1'operateur itératif & o pas Q : X% X , g

lels termes de cette suite 8'obtiennent par 1a relation de récurremce

(6.10) Xrtm = Q(xn. Xpa1r oo ’xn+m—l) ?

pour chaque neEIN » les points initiaux x -
léments arbitraires de X.

e+ Xy o étant des é-

En ce qui va suivre nous présenterons une extension de la notion
d'ordre f'un opérateur itérati.f
Définition 6.5, Supposons p €JO,+"°[ et Dg X. L'opérateur itd

ratif & m pas Q : Xx®->x attaché & l'6quation £(x)
dre p

=0 a l'op-
sur l'ensemble D , s'il existe les nombres K, ﬂfl. ,q”m>

17 eee ,meD

>0 tels que pour tous les x on a 1'inégalité suj-

vante s




= G0

(6,1Y). - "{'(Q("u =) ) s K !l}(a;’)!l‘(‘ 'f)c@)lf’ llf(x..)n""g

ot p est la solution de 1'équation
= D e
(6.12) P -l Pl -l BN - el Ay p %G =0,

Du fait que 1'équation (6.12) est similaire & 1%équation (4.3)
nous pouvons conclure de la remarque 4.2 que 1'§uation (6.12) admet
une racine positive unique. Au cas ol 04’1 ¥ e "'a(n > 1 cette ra-
¢cine est supérieure 3 1'unité. Le fait que 1'opérateur itératif &

m pas Q : x‘“—-;x a un ordre p > 1 sur un ensemble DCX a des
conséquences sur la comvergence de la sulte fournie par ce opérateur,
Ces conségquences sont contenues dans le théordme suivant ;

THEOREME 6.6. Si les ensembles X et Y sont organigés comme,

des espaces de Banach, si sur le domaine DCX 1'applicabiion non-

lingaire f : X—>Y est continue et si les conditions suivantes

sont rewmplies:
i) 1'ovérateur itératif 3 m pas Q : X"—»X attaché & 1'égua-
tion f£(x) =@ a l'ordre p sur D , les égalités (6.11) et (6.12)

étant vérifies avec ) + ... + A >0l ;

ii) il existe les pombres L, Fl, s ,fm >0 tels qus

oty Q) —%mll € Ll 1l . Dol

pour chague Xy, ees » X €D ; :
" 4i1) les points initiaux X, ... »%X;_; Ou procédé itératif

fournie par . Q Sso choislis tels gue:

iv) la sphére S(xo,R) au centre en xo' et _au rayon :
R= Mx{llx.‘-:[,[[‘ 8, n!ﬁ-:,‘-roll ,I%-.‘qu'l'LK“ (4= =Sl }

' -4

) + AT i g 2 rve T

étés sont vraies pour n = 0

- 6l -

est incluse en D (nous avons désigné par 4 1'expression

1 i =
i {[K /(‘f,-l— + Ly —1) N§con]? ’ """'-’_:—M_:l}

et par W 1l'expression il
- 1 PP+ e # P
alors F F P i

J) la suite fournie par la relation (6.10) avec les éléments

init

laux Tys ooe »Xp 1 &st_convergente ;

J3) 1'équation P£(x) =0 =& la solution X = lim x
n-—s>a

n-m +{

33) [ Zpgy ~Tall g L KOO (boret)  j0f

N7 m
vy x —x,0 £ LK(FN‘--+ o) [~ ..+ o] d “ip
nzm
Dé&

monstration. En employant 1'induction mathénatique nous mon-

trerons gue po i
que pour chaque né&l les propriétés sulvantes sont vraies

a) x, £8(x,, B)
T
b) ,9.,,_ e Kﬂfﬂh...-p&l—«) I ;am)” < d'f’

] De . - 3
8 hypothéses du théoréme il résulte évidemment que ces propri-

Dy eas., gli=1,
Supposons maintenant qu'elles sont vraies pour n

Nous en déduisons que :

B20= 2l = || @ (x,,,,,,

£5, 8 2nmn.

=3 Iﬁ) M x-i ” <

(6.1) & ,hefza-unJ UP'- "‘72(1,,_,,,,,2)![’5‘ [{ffﬁ)ﬂpﬂ.s

I e

£ 1 KTJW»% dﬁ*?”” +F4?«-M:.+W+FMF,
Sk pepp o




..;53 5
et
6.15) 1%y = Toll j VT = Ty I+ DXy — Tl €
Z N, -5l + 1%ay =% I <
ez~ ;T_“:( s 2 iWMh e PH)?
£ 1 e =% =

v=m-q
Gf # e LT i1 résulte p 21 ets:l.

P2p+...+Fm

‘-’lﬁ . ‘)

-

De la condition
nous désignons par J 1'expression Fl

nous déduisons que 2

ST R o SN

‘g"_ L"ﬂ-‘ X
de p>» 1 il résulte pi ML _ 3 5 (1 -m+ 1)(p - 1) et ensuite
de a <1 il résulte : i

Ju

w ] R :
£ E d P & i 2 :(i”q' Ko
(6 36) A-d e
C=m=-1 t=e i )

On déduit ainsi de (6.16) et (6.15)

(e.17) %, —z.l cli._‘*f;i H. K

et 1'inégalité (6.17) est gquivalente au fait que xﬁle E(x ,R}
ce qui concerne 1a propriété b), on ‘rem_argue ‘qua_de 1'hypo-

thése i) on déduit que :

1 {0l =IJ}(Q(14..«:---,14)! <
¢ K UG mall® §c=mﬂ

(6.18)

- complet et donc la suite (xn)w

-63 =
En moltipliant les deux membres de la relation (6.18) par

K 1/ (a4 ... +9m—1) ;
et compte tenu de la signification de fn 3 nell

O
5
De (6.19) de des hypothéses d'induction on déduit

f-mid 4
(6 20) f G'L'{'F ol R =
dfh" («‘+«11>+..+-f-p J i) i e df

donc la propriété b) est aussl vraie pour n = s + l.

bn at ;

Y .’1
(6.19) f £
: o 2

4 by

&1

En vertu du principe de 1'induction mathématique les propriétés
a) et b) sont vrates pour chaque nelR.
- De ces propriétéa et dans une manitre similaire & 1'inégalité
(6.14) 11 résulte que 1

-:.LKHKL

pour chague n el , 0% m=1,.donc il résulte la conclusion jjj).

'n-nu-'l

I Xy ~Tall

Pour n ; m - 1 et q arbitraire nous déduisons d'abord que :

4t

gt T fim

(6.21) ﬂ_x*ﬂ:'—’z‘n & L K At

51 nous envisageons 1'inégalité d < 1, nous déduisons de (6.21)

que la suite (x ) est fondamentale. L'espace X est toutefois
e

nefll
~ est convergente.

Désignons par X 1la limite de la suite (%) ey L'inégalité

: l:pri.lﬁc par lsa propribéeé b) implique le fait que 1lim llr(x )H

Dy
d'oh en temnt conpte de l.n euntl.nu.i.té de la norme et aussi de la

contm:l.té de l'appl..i.nltion £ , nous déduisons 2(X) = .
. De’ (6f21). en'y faisant qg=» ® nous déduisons la conclusion jv).
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le théortme esv donc démontré.
Dans le théoréme 6.6 la condition imposée & l‘opérateur itératif
4 m pas Q@ z2 —3»X d'avoir 1'ordre p sur le domaine D est

trés forte et difficile & remplir. Il :l.mporte done de remplacer cette|

condition par d'autres moins exigentes du point de vu pratigue. . &

Nous présenterons ci-dessous un théoréme gui évite la condition

mentionnée.

THEOREME 6.7. Si les ensembles X et Y sont organisés eomme

des espaces de Banach,si sur le domaine DCX 1'application non-li-
neaire I : X-»Y est continue et si les conditions _suivfantes scnt

remplies :
i) il existe les nombres naturels Tyy wee oTp

Lels gue, pour
see 2 Xy X E D il existe la difference divisée

e Im T ;]
n{ ¥ ] hm 3 47
et une constante O0< M<+o? telle gue

e | e

Tiyeemym,

chaaque %9,

ii) il existe les nombres K ; Cfl} 0, d-=T.m % Lijr o,

i=1,m ; Pij) (88 iJ = l,ni avec

oy + Gyt ... F 7O et

tels que 't

s 4
ey | ahon st
< K I {0 i

1,:,; s PRty | €
EETE

et

(6.24) | @i, ..,

Ly—x | <L; HJ}(I.)!!P"’ . et ; Usim

M Q gagt choisis tels gue

i G5 -

- w Jlt;;;";-'#r.x ed;

iii) les points initiaux Xge eee Xy ; Qu procédé itératif

d_sm{ {-(x.Jl [il'fﬂﬂ]? _,‘[-}iﬁ(&q—)]#__‘}d

. ol e est g solution de l'éguatggg '

: o : ol TR i
sy WA FIL:' t!t =C
st » .at_lmumm_mm
d b4
(6.26) f: $oos W -P =

(6.27) o A : iwm

- : . i : . 4 #,"14-..4-[5__
’F{--w‘-‘{lﬂ-fvl,-—,"u Tl ey m#c 4-__,.{«_&,-@}
(6.28) oy = oy P ptet P p

est incluse dans D, alors on a les conclusions j) et dd) du théors-

me 6.6 et de plus les inégalités suivantes sont vérifides:

f $o+ th a%"’ A=med :
6.29) T, -2l -{meh‘ d P 5 melN, npm
wp™
5 p,.u+ i N | |
(6.30) Il * — Xall < i 1 4P ymelV, nzm
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Démonstration. La démonstration de ce théordme coincide pour 1;'

plupart aveec celle du théordme 6.6. La différence entre ces deux -
démonstrations consiste en la maniére d'établir la proprieté b) qui

ieci prend la formes - ot
P .
el € ¢y 5 new

5i nous envisageons la formule d'interpolation de type Hermita

(1.18) nous déduisons que @

' =
6310 | Q.. || 1 ;w’b-'-“)"Hn( 1) flou? Q@'h'-i

P (22 Dl

4 : l.

Y [ | B NP o H@m,—r-)-r-l
4 -

LA

t+ H = GL:: 3 M)'FJQ(’--[, . H

De (6.31) et en tenant compte des hypotbéses i) - iii) on déduitxl

.50 | £(Q0¢,...,Tm))]| si{lﬁml" . Hel™ 4

Z par A S
+M LML el =T el
pour chaque Xys eee ,1 €09 :
Si nous posons :%: th s relativement & la suite par
Tt

Q 4 de (6.32) on a
«, [
(6.53) 15l € K @ ol . b
*"\!
4+ M L:"‘ L::‘ H’}(in.lelt"... | feza I

Des hypothéses de 1'induction il résulte que :

e 67 -
e | ot ™)
(6 34) l:Fft-n)I £ Kc"*‘"""- df’ (o 4% -t o o
-H”H_,"‘ “- Pha #‘AP (hl;;u o ™)
-- Du !ait qna_ § 5‘-'1 = min {"'1’ 1'1} ; i= 1_ il réeulte que

n‘.+d=f+-- -Hfuf % +£f+ Hu " ™

’ﬁ: + *;_?-p e 4.-‘;1,“*2 3; _'_7‘; f"" +J-m7,m-4= .?m.

~ En consequence, du tait que d <1 nous déduisuns que :

4 4= Folo, i f
(6.35) Hf('l...lﬂ-{(K e ML."‘ o AT '

Du fait que le nombre réel et positif ¢ est la solution de 1'&

quation (6.25) il résulte

(6.36) ut(’h—tl)n £ ¢c dPn+l

L'inégalité (6.36) réprésente la propriété b) pour n remplacé
Par n + 1 , donc en vertu du principe de 1'induction cette propri-
été est vraie pour chague nombre naturel n, .

Pour le reste, les conclusions du théoréme (6.7) résultent dans

une manidre analogue & celle du théoréme 6.6. Le théoréme est done
démontré,

Remarque 6.8. L’équation (6.25) admet en effet une racine posi-
tive. En effet l'équationr(G.ZEJ est équivalente i 1'équation sui-
vante : ;

02

u
1 A

ae + b ec

oll nous avons éorit 4 = ﬁ( B aare of = Ly, U f‘ EonA +§L =i
I'
et a =K b-MI.ll SRR Tl

REURERR. ")
Du fait que la fonction f£(x) = a x + b x

-1 a la dérivée
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u, -1 us-1
' (x) =au x A +bu,y k-

Vint o,+%[, Dy rait que ; & : : A
cette fonction est croissante dans 1'intervale [o, o ; _ lJ  DIACONU 4., Interolation dans les espaces abstraits, Féthode;
équation f£(x) 2 A

3 = 41 ; 1
£(0) = -1 <0 et 1lim £(x) =+ il résulte que - itératives pour la résolution des éouations opéra-

= 0 admet une seule racine-positiva. ' ] : : : 7 tionnelles obtenues par 1'interpolation inverse

Donc le mombre ¢ qui intervient dans le théordme (6.7) existe (I), "Babes-Bolyai" University, Faculty of lathe-
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 RESOLUTION DES RQUATIONS A L'AIDE DES FONCTIONS
RATIONNELLES D'INTERPOLATION INVERSE

C. Tancu et I. Piviloiu

l. Désignons par f: ISR une fonetion réelle d'une vari-
able réelle, o I est um intervalle de 1'axe réel.

Désignons par Xg1X)sX; trois points distincts de I , Con—
sidérons 1'ensemble -%"_Jf“ﬁ des fonctions de la forme :

ax + b

W 'q’m.inp R

ol a.b,d.t( _sont des paramdtres réels qu'il s'agit de déter-
miner de telle mnhién ‘Que la fonction ‘}0 coincide avec la fonc-
tion f aux points XyoX) 6t x, , clest-h-dire

(2) ‘P(zo) 'z- f(xo) ’ CP(xl) & f(xl) ' CP(ZE) = f(xE) .

; : “®x
Nous supposerons a'abord que x ot Xy, xl-é x,¥e f(xa) s

EIx) e 2(x) ok 20x) , L(xa)h Foez).

‘- ~ Hous déduisons de (1) et (2)

3 -EQL.. =f(x) , S e = 2x) axy % -ty .

‘Le systime (3) contient 4 inconnues, dont 3 seulement sont

: cs:éuticuu_. 81 aux équations (3) nous ajoutons (1) et &1i-
.. minons 10'8._th a,b, d.,‘s » Dous obtenons . 1'égalité

ey L) ey - 05)  (x-x)(x-x)

P - 2(x) 2z - 2x) T o x,)(x5 - x7)




