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GOUPLES TTERATIFS. MATHODES ITSRATIVES
OBTENUES 1 L'AIDE DES COUPLES ITERATIFS

Adrian Diaconn

Dans ce travail i‘wu.nonurpmpoaom d’étudier une classe de
néi_:hdd.es, dénonnées méthodes combindes, employées 3 la résolution
des itiu.ntin:;u op&atildnnmoa non-linfaires. Oes méthodes consis-
. tent & présentor d.ou: suites, 1'une pour approximer la solution de
|‘ 1'6quation respectj.vu eb l'antra 1t'inverse de la dérivée de type
: Préchet calcul8e pour cette solution, L'exposs est basé sur la
: aﬁ:l.nn de coupie itératif, notion gui représente une extension de

la notion d'opérateur itératif. On introduit d'abord la notion de
procédé :l.téraw prnduit par un couple itératif et on présente un
| théoz%me nmernant 1a mvarsanon d‘tm tel pmeﬁd&. o

e M_og Dans 1a théorie de 1'approximation des solu-
tions d.es ﬁq_untirms op&rntinnnalles = 1'ét;uda des opérateurs 1té-
. ratifs mupe -une plaua trds 1upnrtzanto.
| Gnn.ﬁ.d.&m' l'anat:l.nn :
an iy SR = '
oli ©  reprépente lfélément nul ‘de l'espa.co' T, £1X—>T ;X
‘et Y Atant des 'cgpﬁéeh 1inbaires normés, :



rm—-
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D'une manidre analogue & celle sdoptée dans 151,021, [3]
nous précisons #a notion d' oplmtour itératif attaché & l'iqnl—
tion (1.1) par la d&ﬂ.nition su;l.nntt 3
Définition 1.1 . I-'l.pplientlcn Qs X=X -'ap?p'an..

opérateur itératif attaché B 1'Squation (1.1) si uhnqus mm.n _'

de 1'équation (1l.1) ﬂr:l.ﬁo anssi 1*équation Q(z) LR S
Pour m-pu:tur 1-. motion (' cp&rnteur ulmtit nous eml.d‘-

rons les exemples suivantes.

a) n-@smummulm-w Qs I-"I. :

«x) = x - [£9(x)]"LieCx) , ob pour chague xe€X , £'(x)&LX,D)
mﬂmn@*umﬂmul'mumﬂ £ an point

x § par .f(X,!) ‘nous ml_d&ntgnl.l'munbh den lppnagtim _

linSaires et mttmndtﬁ.n.tnm 1'espace I ¢t b valeurs em
1'espace t.mmm—u'h est nScessaire de supéser d°abord
1'existence et vm;:.qmﬁunaauﬁ.umerrsma-u _
£ sur chague podut zeﬂc!. '

b) L'mpplicatien (l'anl.tcur) Mhmmﬂﬂ:
QIX—DI Q(x)-x- Af(x) , o ,_l:.!--x ul:mqpmlﬂ.n

c)L'MM&M: ;. S 72 A
Q1 I—>X 4 = P - [ AP o £ ala
-mnum-tm-hl a) et ?sx—ﬂ est un opbrateur
donné, Au cas P= .'l'x (1°qpn.uthuuqumux) mous
retrouvons l'nintmdnlu‘hn w ¥ At

a) hm‘ Qi I->X do a) mrqﬁmum
nouobhmnlmlm-mplﬂ:imnnrhl‘m&ml
savelr s ; ; 2

RII~Iy ) =x- [r-cx:]'l 2(x) - [rwr‘ ﬁ- -

' -[rtﬂ]"uz)) |

3
@) 1 opérateur it8ratif de type Aitken - Btefenssen f
Q1 I—T ¢ Q) = P =L@, @ 27 20 ¢ ()
oh cﬁ 1 I—-:-x ob r.gll X—+X sont deux opére.tau:-s itératifs
mnél et [z.ﬂ t] rpréaan‘be la di.tference divis8e de la fon-

lcti.on .t sur les points x,yeDC X ,

Ia notion de difference divis8e d’une fonction £ 3 X—>Y

' oh I et ! sont des espaces -liﬁ_éaii-aé nornés s'introduit d'une
-manire similaire & celle adoptée dans les travaux [+, [8], [10]
. [‘1} les points =x,yeD une epplication [x,y if] e L,

qui remplit les cmd:l.tiona suivantes ¢
1) [zqtfltx-w)-=r(x)-r(1) ’
ﬂ.). n:l. in’ dér:lv&a de typa Fréchet dh premidr ordre f£'(x)

-u:tsbo. on & s

[x.z | r]- £(x) .

- Les dirrérences divls&ol d'ordre suparicurs s'introduisent A
J."_lidn de l'indnctiﬂ_n. c'est-A- dire en supposant que les aifré-

. rences d.:lvh&en d'ordre 7_n = 1 sont définies, fhous définirons la

airrérence divisée d'erdrs n de 1a fomction £ sur les points

': T)y-eesXp,) Comme une applivation [’1""‘1:1-1 w2l & ,f(x 1)
qul remplit les nm&ttl.nnl suivantes @

i) [21"2'""'%&1 H f] (11 ‘-x =

‘["1'""‘1-1"111""":»1 i£]-
ey —[1‘1...-.13_111:*1!---",“,1 § .fJ

pouar 1 ‘ 3 ‘t (ﬁ)m &tant des points d.'l.stincta.

:Lt) sl 1a. ﬂrhh de tno !‘r&chct d.‘ord.ro n de la fonction

'.mhpﬁm :e! nithman'

[z.---.x 3 r]- (JJnl) r(‘)(x)
Pu.- ! (I,n m: S dés:l.gn& l'ensemble des amlicationa




e i ._
n linbaires et mtinuea définies sur x" b valeurs en T

Bi dans 1'expresslon de 1' apérateu:: :l.t&rlt:u.' de type Aitken-
-Stefensen nous posons c{’ c.P T
itératif de Hewton - Inntorwiac.h. Pour f = I et "P =
op&rat.eur 1tératif de at-temn 'proprement ait s

I, nous obtenons I'oplrl—

feur

nous obtenons 1"

Q1 I>X s q(z)-x—lx. uvcxa;r]'l £ p (=) -

i 1':.1.de d'un opérateur i.t&rati.t et d*un ﬁlénent .tnitil.l
x, €X onpeut construire 1a suite {’n)nel . pa_.rh relation

r,"ﬂlﬂx,,); n-c.l' .

Cette auite a'nppol].m suite a.'qpred.ntiul pndnim par 1° opérn— j

teur Q .
On pose le pruhlhp dﬁ d!tcm:lm les cmﬁttim dsns haqml—
1
les la suite (‘n)nci a eomo limite 1la solubtion de 1'&qua-

tion (1.1). En autre, da fait qu'il est évident gn'n ;p.u&' obte=

mmpﬂdnmd'ummmtmhw;nmm
mrémthwmnsd'aplmmm ; Gn pose

auﬂhpmﬂ“hm@whmnmbh
suite (x ), gy - Une cartaine mm peut l‘ebttn:l.r
kl'muumﬂmd'melm

Définition 1.2 . On supposera pC]ﬂ. +oo[ et DCX.
1 opbrateur itératif Q ¢ I-—>X a l'cnln p sur l'unluhbh D,
g'il existe un nombre E>0 tel que pour chaquse :;n 1':|.n55n.1.ti
sulvante est vi:l.'.t:tih - ,

(1.2) [ r(th))l <K ntml’

81 nous enr.l.lagsm cette d&ﬂiﬂﬁnmmw
facuement les affirmations mivmu ] ; g

r_
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opl.l'l‘lintlr mamm ds Hawtm xnntorornsch a-ifonire 2
.,.u:. ae Héwton modifid a l‘ordra ‘1. Pour 1'epéraeur u:é-
,.ﬁg de. Zraub, on dsémmntrﬁ que celui-ai & 1'ordre de ¢ augisants
J-.... anité. Dans le sas particulier ob <f (x) = x = [£(0)] 2(x)

nﬂmwl'cplmtm Q& l'um.m 5.:

Mhmhl'ep&ntenrda type Aitken - Steffensen on dé-

m que dm b2 hapeth&u que l'oplrataur LE' a l'erdre p,

.sjf.p&ratanr GL tl‘udm Pg » a.].m L‘upémtaurdn type

; mm - Steffensen a l'ord.re Py ¢ Pp o nm le cas particulier

q‘ Iy et Cf g .ahl'o:maevop&mm ¢ est p,

‘41 mlhpnnrl'op&mteurdn Steﬁenm 1'a:n|.ra p+l.

 pens [€], [8], 1. PAVATOIU & $tabli un théordme gui fournit
des mitm- snﬂ:l.sante qu:l. aaamnt l%ordre p?1l , pec¥ pour

'un opérateur 1#6:-:#1: et dussi la comrgma de la suite, fournie

par cet' - . epérateur vers la solution x &é.'éqnatim £(x) =6 .
B __B!_._Anonq q::aninqn_s_i!.en opérateurs itératifs présentés dans les
F@loq.g—dagaqs, nous ;qm;pql_;qrmg que ;I.n'plnplrt de ces opéra-

. teurs contiennent des applications lindaires inversées ; cs faif

entraine, dans le cas ol nous appliquerons les méthodes itératives
ﬁnn:miaa par ges opérateura, la nécéssitd de résoudrs une équation
opérationnelle Iig:_égire & chag,ue paa d.':!.témf_::lan. Du point de vue
mnea.‘l.cul cela repi‘ésenbé'un probléme aifricils.

~ Pour amoindrir* “eotte d.‘lfﬁ.cultﬁ dane le cas de la méthods
itérative - . de Newton , B. M'm construit dans [ 42] une méthode
1t6rat:lve qu:l ubilige deux suites (=) !CI ot (‘h)n el
.f(! I) par les relationn B

xm-l ‘n r("n)
(1.3 - n=0,1,....

bpyg =4021- tf (41 24y)




Dans le tmnilmntinmﬂgmml'mﬁh_,-
% de 1'Squation f(x) =6 ot sussii ds 1'épplicatiom

linéaire | £(x)]™F et en imposent & I et [t*(!}]"" quelques
restrictions, B. Ul'n démontre la convergence des m (‘h)ml
vers T et [r'(x)]'l respectivement . _
pans les travaux [2], [ 3] mnam&tml msain-ﬁtmxh
(1.3) .Al'aid.edecette-lth&msmm-ﬁarh j

solution

et (Ln)néiﬂ

d'existence de la solution de 1'éguation f£(x) =6© et nous avens E

démontré , dans 1'hypothdse que =x, est M proche de
la solution X de f£(x) =@ , et A4 est suffisssment proche de

[f'(x)] que les suites (xn)ne! et (“l)nel! mwz.'sm
vers x et |£'(X)]” =1  respectivement et gue la vitesse de cem—

vergence a l'ordre 2 . .
Apres le moddle de la néthode (1.3) nDous avons msiﬂu:ﬁ

des métodes construites en partant de la .iﬂulh ds la corde .
= Ay flxy)
My =8y (21 [ZpXpy £] 49

Xnel = *n

(L&) N, S

ot x,cX ot A, € F(1,1) sont arbitreires ; ou de la méthode

de Steffensen t

{xn-rl"n"hr(zh) nlse
(105) ”'l'u-

Mg 21- [x secrwﬂm

o x X et Aj E..f(II) gont arbitnu-au et L?tl-—?l est

un opérateur itératif qui remplit sur on ensembla DCX les con—

ditions suivantes @

x- Q@ | <dle)] + =€D ot
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l.?-m--*‘?&)l-‘ Iiixr--r'ﬂ i Zyed s

‘ ® -thu:n-hlﬂd-pndm-dam!s.

WMM(L#} et (1.5) nons avons démontré
'“MIWﬂmm&ﬂmmn‘tds

reapeciivement

R AT @ 4, & [£@D]™ sont remplies ,
mm&mmm&. an)neu et (“n)
. sont @*ordre (1 V3)/2 == cas ds 1a mhode (1,4)
2 en cs= de la méthods CLS).
E Les mithodes (1.})-(1.#) mmpuétremsidérées
gﬂm;zmmﬁmtauiﬁmtﬂ,dm&ces
mithodss on ns peut pas sppliquer ls notion d'erdre de convergence
ﬁh%ﬂ@iﬂamamm.

n n‘tw dono d*étendre la notion d'opérateur itdratif et
l‘uﬂntl‘umw.

ne /W
et d'ordre

w_ - '—M‘M y - urni par un couple
\ . & 3 - 7 : V
hmﬁmd'miﬂuﬁipmtlmitmdm comme suit .
m 21 . ﬁﬂm-pr Xet Y deux espaces 1ind -
sires normds . Is paire (QB) , od Q: IX,ED(I,I)—>I et

- R : 4 Xf(t,l) —_ .ft!,l) » S'appelle couple itératif attachd

!_LM fAx) =0 , » &l pour chaque solution X de cetie
équation les comittions suivantss sont remplies t
D Q&4 =T pour chaque 4 ¢ L(I,D)
2 ou st [0 @] € K10 , alors
' EL[r@]) - [o@]?
'L propos @ condition 2) nous remarguercns qus la mission de

1*spplication
: Q est I:Man de la solution X de 1'équa
tiom 1(1.) n @ et la mission de 1'spplication R est 1'approxi-
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nation de (@] . .l pu'ti:r d"!léments mum ‘ las mn-
oatiuns Q et E faumiront des suites d'epproximation . Bann
1'obtension des ces suitea :l.na uypumtim Q et B "s'u.dsnt" :
récipmquemnt. Cet dz‘umtance just:l.ﬂa 1a dénnmina.tion de eou.pu
jtératif. - :

4 un coyple itératif 1! approxination des m:-sesr,d'e, cortatnea
applications linéaires & nne importance :pécialq. On comnait la
néthode de Schultz [4] peur l'apprednation de 1'inverse d'ume
application lindaire. Ainsi au ces ot A€ ‘f(I,I) et 4y G.f (!,n

ot tela que | I —2ajll< 2 , 1a suite (l‘] E,.ur.m:;m-n

relation

(2 1) %* %(21"“‘) [} .:0'11-.-.
converge vers A” E f(! xI) J I éta.nt l'appliaatiun Mentiqm
de Y ®

La suite fou'nie par (2 1) peut g0 génémliser

d8finie par la relation t
; g ek :
A‘ﬂ"‘l = ‘n E (I - A ‘h ) ¥ ns= e-,l,.-.
' fe=o

ob A, € .,‘f(!.x) est une application arbitraire .
=1 1a suite fournie par (2.2)

3. 1a saite
(2.2)

Nous rémargueroms que pour I =
revient & la suite fournie par (2. 1} .
De (2.2) on peub déduira immédiatement la relation suivants $

(2.3) I-L.A.n+1=(1-l..an) [I-A.!‘Z(I-Lln)]
- Aeo-

pour cha.qu.e =1 2,....1- » Pour s=r il résnlte de (2 5)

I-L.l'“ln

pour ohnque nel «
De (2.4) on déduit immédiatement la relation suivante &

(2.4) L1-4 Ah) s

3G
c,;s) I- A%c(l-&&n_q)(“nq
,gur emu qQ=1,2,.00,0 et nel . Dono pour Q = n oOn &

1-15.(1-11 )(ml) nell

et
- @n II‘A':l - &;ﬂﬂfll-ll Tt g HA"H'III - M, o
pgnu:imu qnsdm le cas ob ﬂ: A <1 la suite
(‘x d&ﬂ.nla par la ralntim (2.2) est convergente vers
a1, l'u'nn d'mrujmim étu:b IS S
au ‘que nous avens pr&aentl ol - dessus Justifie 1a ‘aéfini-
tion n:lnnto ] <
D&ﬁnitgg 2.2 ~ Considérons dsux espaces linéain;ﬂ et nor-
-s. X et Y ot l'uppnnntim A e,f{x,z) “telle qu'il existe
applmt:l.en .l"'l‘ 1 € ﬂf (I,I) . On appelera mroxmggte
d'ordre el de 1'm11ut1an A"l |, 1'epplication B_,,(4,B) ¢
T (I,I) dlﬁn:l.- par la Biiition" smtvenioty
A
,,1(1.3)-3 D' (1-as }"
s
o& Bef(!,n mmmnomonarutmm

cz;éa

1 g Al'na-«mm.nm.metaa ce que mous avons présenté -
d—desau ‘nous pnnvm ‘dbgrire une m&thodn par laguelle nous
pouvens obtenir des mnp:l.en itératifs qu.t ne contiennent pas les
inverses de certaines m:l.:l.nt:ums ménires.

Omid.&:nnl ‘an apﬁ.ﬂtﬂtr itératif quelconqna et soposons qu'il
enntim m 1'inverse d'une ap;plieat:l.m linéeire q fois. Nous
‘remplacens vm lll J.‘ap;pliesﬂ.nn unvisasée ?(x) qui se
trouve dans n position 1: per Br 1(@(::),3) y kslye.,q « OR
wumm 1'n:pp1.i.aat1un Qe I x ::f(l‘,x)-—>x ;
on définit 1'application B s X 2 P (L3 —> 2 (1,0

par
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R(x,.!.) = B, !(x), i)

ot Mx) € ;f(x,n est l'applioati.nn pour laqueln nous nyp:-o:i-

mons 1'inverse. ,
Par sxemple si mous considérons 1'_op&rntéur 1’1;&1'&1:1! di_l‘qhﬁby-

cheff >

At IsIs e =x- (@] 1@ - w2 [ ™ e,
{ @™ o

et nous ut¥lisons la mEhode décrite ci-dessus nous abtenone le

couple itératif (Q,B) o &

Qe nm s £ B3 . Bi5ra =
R -4 Sn (=F o, M) "o { S (ﬂu A,
> )gq-n(:r(*’ A) f(t)}
R, A)= S, chz) M

Nous allons par 1a suite ebtenir une extemsion de la notion
d'ordre d'un opérateur itératif i celle d'ordre d'un couple 1té-
ratif. Pour ce faire il est nécessaire d‘umdnh'o la notion ds
pseudodérivée d'une appltntion 21 I—>T. : k3

Nous désignerons par 1a suite per  Jy(£) l‘cnaemhll dnsopl-
rateurs :I.I:&rat:l.ts lttu:his 4 1'équstian £ix) =8 .

péfinition 2.3 . Les spplicstioms !“:tx)e.f(x.n ’

k<1,...,n &'sppellent pseudodérivée d'uxdre k 8 I*spplication .

£+ 3—>T an point xe_Q_c:x nmmummm.m 3

remplies ¢

€ x(1’) mtnuuttahqnm.w_ :,:5.!2-1.11_
relation suivante 8 : ; s g

1) I1 exisbte un nombre L>1 umm ,,!1,,.-.1‘6

™

37

(2,100 | §e0- f'(TeJ)-g 250y G- LT (x-T, Dl
i~ ={ ;

< LH'i—T.gﬂ- l=-T,3 .- fe=T 21

z) Pour uhaqua solution : d.e l'équatian £(x) = © qu.i. a en

mbne tempn 1a proprisss 'l existe (B ¢ ,ﬁx 1) 1la déri-

ﬂ.d'uﬂn x de la tunchion £ snr I , ona l'égalitd
(2.11) 7] f(;) = ;;— f(k)(i) y E=m i,;;;.n - .

~ Dans 1s cas ob 1a fomotion £ I->T aduet des dérivées de
type Fréchet jmn'& l'erdre n au point x ¢{2 , nous pouvens
chnisil n“r(x) = (lfkl) fck)(x) , k= l,....n « Pour vérifier
la ra].l.tioa (2.10) nous choia!.rons ! = Iy ( Iy &tant 1'appli-
eation mntiqu da I ). pour chaque K = l,...,n et ainsi la
relation (2,10) revient & une formule d.q type Taylor .

~_ Un autre exempls pour illnatrer la notion de pssudodérivée
paut dtre obtenu =1 nous ennnid.érm que elle sont d.onnées les
spplications F.e Jy(#) , 1 =0,...,n telles que P.ca)cl

C 1-1,.-40,3 'tmmml

(2.12) s (r(x)) T ['-P.(x), @, (x), @ (0 s1], k=13

I est "ridlnt q,no i) r(x) & f (X,Y) . Bi nous envisageons
:!q.‘rmulo_ d'i.ntu'polatim de Newton sur les noeds ¢ (3), ®,(7),.
Gy .c{.(:) nons ebtenens @

_(z.m 4@4 {-@g.m) +Z [?.!}),._.'-P,,(}J, $1o 4. (=4 )+

+[t.tt.l3:,cﬁ;), -,ue ; {](K DLWy ... F-F,(3)
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et 81 nous supposons que L = sup | (xl,..;.xm_z ' t}ﬂ < 4+
A4eQ =fwr

1a relation (2.10) sera vﬁritiée a:l nous choisirons 21 '-P‘

L Dt :

51 nous tnnona compte que X est une solution de 1‘iqnat.tnn
£(x) =9, nous dédulsens que C{'.(-) A Jr. a.‘l.,.-...l ot
entuantomhdehuﬂniumdehdiﬂémmuﬂn&mns '

D"‘;@(i) ,L%fi),ﬂ?‘@),--, ‘E@_f-‘f’ :‘{"]‘[’_"_:_:3_, 29“ : e : (g-)i.')
ot la relation (2.11) manssiv&mﬂﬁa Bunuhmpm
déduire que les n:pgl:l.cntjm k- li.nés:l.ras d.éﬂ.hm pu' (2.12)
représentent des psuudadﬁrivﬁas é'nnh:a k , K= l,...,n = _

‘A 1'aide de ces notlions nous pouvens naintenm mmnm la
notion d'ordre E'm couple 11:6::81:1!‘ 4

Définition 2t e couple nsmu (QR) , @ X .:.'f'(r,n-x
Rt X X -f(l';n —>.fcx.n a I'ondri pelo, +eol sur 1'ensemble
Ax0,Cx x LD 81l existe les nembres m,m,€M b
B g0 fyq € [0, 0=l pour 3T o I, ¥ .

elo, 40o[ pour :I.-_T.Ea ‘tels gue. ; :

min {5 Py s Xt Bon, Ty e Tl o
et aussl tels qQue les tnégau.tés ‘suivantes sont r&::trihu g

o el < ZK‘ Vel M— D ar™

ve=q

pournhaqan :e_D_ etpmm Aaﬂq et s
lr—mwmn_s,uigl{ml II-D}ﬁoM‘

pouruhnqua er_.tpunrchaque LE.DﬂLohhf(z}G-tCl.I)
est une paauﬂnﬁ&ﬂv&e d.npmierordr- ds I'W 11 I—-»I
an point X o : P 3o

('2;1#)

A i 39 :

. WLS-‘ dhmop&utmitémm «{’sx-—>z _peut
- mnuﬂ-uuph.nammuumd!ﬁnima qQlx,4) =
‘_'.“,f(:) l# E(:l:.-l) -[nw]"“ okt mmsupn&i ‘aupara=
#ﬁ’ﬂlﬂﬂimwﬂﬁoumemdmﬁqn'dh

_mupnm x.mmmgamm a) et b) de 1a
"'~.mz.#mtv!uﬂ&um Ii-»lnli‘lo d-n.

.e,..a.o mdhmtim('eﬂni'mcmhitm

#:n.uu celle c' ond:.-o ('un cp&rn.taur 1t&mu introduit par ls
_astinition 1.2 .

Hous Scrirons par n suite K = “111. i o= (a(; l-.;.,—..,
9 o (ﬂ.)_'- = (51)1,,.,“ ’ 'i'- f‘l'.)h-_- 0=(3). , 5,5t nous
“nms pnr i m”:’:"r 7} 1 ansanbln des cnlxplaa ité-

; muu qul vlri.ﬂant sur 1"ensemble __Q_ x {13 relativement 3 1a

fonction £ les ;h:égalith a) et b)) de la défimitien 2.4 .
i i 1'aide d'un aeu:ple ﬁéﬂtir 1a résolution de 1'égquation
::{::) =@ revient i ia réeolutien dans 1'espace X X -f(! I) du

qmi. | y
: {Q(z,.l.) =X

B(x,A) = A .

~ Hous précisons mintanant 1a notion de pBocédd itératif four-
al per un oou:pla :I.t:dntu‘.

Définitiog 2.5 e On a‘ppolle procbdé itératif fourni par le
eoupl- 11:61-::1:11' (Q,R) 1a paire de au:l.tes Eoem» Adnem
avec z X ot A €Y(T,X) arbitraires et -

{ Ty = Kroly)
‘n+1 . R“ml* ap)

Dans la derni&re partie de ce paragraphe nous congidérona

(2.15)




Lo

quelques ezempleg 8

\) Lo cas des couples iératife de type Trauh.

8i nous appliguons la méthode aborit ci-dessus b I’qim
1tératif de Traub nous obtenons le couple itératif. (q.n) ob 1-
applications : ;

q:xxf(rx)-—»x et sxxf(m——a-.‘f(!‘.x)

sont définies par les relations anims (]

Qee, M= 9 — AL 2 (- Fe=rh) k] Loge
i R (x,A) = A[ Z (T8 {mn"]

ob @t X—> X est un @Gra.taur itératif quelcengue et £*(x)
représanbe 1a dérivée de type Fréchet de 1'applicatiom £ 1 X—>T,
1'existence de cette d&z::l.vée $tant suppesée sur un manhlﬂ.Q.CI

Bupposons maintana.nt que sur 1'ensemble U C X sont remplies
les conditions sulvantes 3 y .

1,) 1'opérateur itératit ¢ a 1'ordre pe[o, +w[ sur
1'ensemble SL wt il uin'be le nmbru F‘)O tel qm- e (=) -xzl<
< F\\ £(x) || pour chﬂqu-ﬂ xefll .

11,) 1'spplication £' ¢ X _a.f(x,n remplit 1a condition
de Lipschitz sur ) oest-h-dire il existe 1.0 nombre L>0 tel
que 1| £°(x) —r'(x)\l £ Lix-yll ponrchaqns nyell

111,) pour uhaqun xel) 11 existe Lt‘(x)]'xs f{!,l) d;
11 existe aussi le mombre B30 tel quell [r'(x)]"lll< B pour
chaque x e_j)_;

:|.vl} il exite un ensemble 1 G-f(! X) tnl que pour chague
x € ). et pour eha.qua A €2, 11 résulte qua Y (x), Qx,A)e(2

En se qui concerne l'ordre du couple défini per les relations
(2.16) on a le Théortme suivant ¢

"

R

m 2.1 . M 11)-1'1) MHL
$oLinl peo (2.15) a 1'ordre

M Gm-ﬂﬂml'qmum aq. 22 L0 —>

— £ (1,X) aétizie per lq(x,.L) =LE(I-§{-7/B 81 nous
mmhmhuﬂmmmunmm#)
mdﬂninnIgnl

;(m 11 :F'm Sltr,hjﬂ 4 II--f«t-n:.vM‘9
;pmruhﬂqm qél .

Bn outre on & t
a 1{@em 1 £ 1 $@=») - L) $iyom QEH-w)]+
+ | feqen+ :fwm)(ﬁ?f" A)-4e) 1]
d:mn :eﬂ_w A2, .
8i nous emvisegeons la condition :l:l.l) mdﬁuimaqm

219 I 2y - 2t - mxu: als ayy-=

pm.rchaqm :..:eQ_ ( Ponr la démonstration de (2.19) en peut

consulter [3]).Dnrl.:l.tqm‘-f{1)e-Qeta.ussi QUx,y) € L
nous déduisons que s

(2.20) Hﬂatmn - ‘#Nm)— + Ceem) (Rexy4- e Il <
lQl‘!M') ‘{’(t) h*

Do(a.ls)mm.u:u:

@2y et - Qi< Isanl . leq)ll

De 1,) 11 résulte gu'il existe le nombre K>O bel que :
(2.22) I N RS Ele|? . -




R ——
r

b3 ; S e Ul S
e WAL L3
Il résulte aussi quﬂ ST : i o&
T T au cas ol nous choisirons r = 0 et t
(2.25) y []B(x.&)“ ‘“‘n 2 nI ﬂ('ﬂ "ﬂ e ST :-‘-f: T (,2-28) : - {F pe“r " :
-~ ‘ - _ 3 Al ; . [p) + 1 pour pe&]0, q.ua[-.."
(2.28) nnﬂs_n( 1+nI-£?(z>'Au gl } = Lof, s 20 puste sdhes e mntm. 3 . B0 ov ceb cnce e
: = R W gl Rl ™ T _ nons le couple (Q,E) g& o
En outre ¢ 3 ; .' s : & Q(x, : :
_ ' ! : L ‘Pw - 4.2(P (
(2.25) u!;wm) + Fleqn (Qenyh)- W) 1| € , il i
. i | E =
21~ $qran S, GA- I feeenll sK(ﬁI :?(-:)g‘cr,k)l : s M 4. 2 (1-rx) O
\ B a la
4+ e - £gan NI- s (-x,A)Il} 1feol® € .0 s e mmm $0n précisbe par (2.26) .
& _ lculier ¢ = I » cas qui représente 1
£ K Hmﬂ" III £c-n ALY T LBK@ B%lﬂﬂf*(uﬂI—fmAn)EﬂI—#m} ~ d@es couples obtemus de R B BE R : ed::B
De (2.18), (2.20) - (2. 25) on dédnit la relstion 5“1"nt° o \ 1'ordre du coupls (Q,B) sera égal A 2 et on nbtiandrn 1' .
R : e
couple le plus avemtageux: pour 8 = 1 .0
: 5 " % e~ - = ° 1
(2.26) M:(Q(x,p,})ﬂ - P LBLK u.’}(—:)lf"(ulll— fmAE)’(Z I!I ‘f oAl )+ las relations suivantes 3 ' g om- I
+ K Heotf - #mku E LBKPW«JH”"CMI HerAD) iﬂI*ﬂFwﬁﬂ" ' (2.30) {“"" e dead
Le relation (2 26) 1nd1q,ue le fait que la cenditien ) de la _ Blx, ) =4 ( zz - 4)
aéfinition 2.4 est remplle ayec M = .‘.‘_{'.'L"—%—(‘}-ti')fzfu-fi“ Ce amph fournit h prnuﬁﬂ itﬁrt:lt (1.5)
_ min{e(.a—p., m‘+p,.‘, = min §2p, m»l 3 p+1} ] . hmoh 1'- choisit Q(,:) _‘,_ 4,2(x) , qui seprésente
En outre est évident quse : : : i h& s Newion modifie , nous obtenons le couple le plus
(2.27) Nz - r'(z)n{z.nll Sz - r-cxnﬂ 5 S v -
t—k—d.ire L d:l.ti b) de la dﬁfinition 2 4 esb . : { G st e 5 ‘; .
o'es que acon_ on o ‘ : : m-_..l;(a:-g-_(:)u
remplle aves I = 1 ot 1]*—64 = gl . : . et B
Done  min {d,.+(5. -  Com? r" i, Bty ey S l'mhf’,""‘i’*‘:g’” . Remsraye 2.2 .  Bi nous mﬂm’l‘w&ﬂtm 1thratie
A Rt ‘I-—&l m-: ]-r

et 1o théoréme a8 démontré . 24,
“") ¢ oo [" m}'l ﬂx) e (x)l”'r(x - @1 2

Du théordme 2.1 on dbdukt que 1'eordre du §
: - m 10 cnmh tt&m:.t (q,,x; aﬁ_ 2

nombre P+l .

Hemargque 2.1 -
couple itératif s..onsldén ne peut pas dépasser le

Done nous obtenona le plus grend prdre DAr un BABAMAE d'upérem‘ms




e

m

*(x)y L).
=X = AB (f'(x) A)£(x) - I.B L |
I . n(x - M8y %r' (249) |

(2.32) _
BR(x,4) =8 (:-cz).n ot
d.émqn-
ui ut:l.liai d.a.nl la
ement malogno L cel
i n:::::he 2.1 nous abduisons que 1'ordre de o® aouplo
gtration du

ot Wﬂ'&"‘s

ﬂ_n {3, uli
P= { lt 1" ’1‘{31'23}

§5. r'+1_ - ul} mﬂr ’1‘ ‘3

nlltimmm-'

1e
Donc on obtiendra couple
ce couple 86T uzm par les

‘ q‘hu”_‘m_;m-mm
{;(,_";);L(.F-W

ot 8=2 6b

(2.33) G4+ [ 1%)

Qe b) =) ~Al 20— L%H,wsh w1 e
(a'w {R( A = A[E(I Y.Q.m,‘l’,,u) sF]Af) .

U anEJI(I) o” A " . ¢

bles X et
Supposons meinbenant quil m 1as j;u“ .
0y i s e o it s S =

1) Les opiﬂ-tem *-#‘m' qnqtelt% i :

hg
Py ot p, respectivement ¢'est-b-dire qu'il exisie les nombres
E >0 tels qus :
' )
u £( "-P‘ =] < K ) #x ] 1 pour chaque x €7

at
20 D¢ &, 20 2 pour chaque x .0
D existe aussi les nombres F"P’“DO tels que :
[](?I(x) -x || < P‘ || 2= )] pour chague x < £}
et '

DY, (x) == lig F‘ H. £{x)ll  pour chaque x ¢ Q.

ii,) L'application 1 I X admet des différences divisées

d'erdre 1 et d'ordre 2 , la différence divisfe dn premier
ordre étent considérbe comme une application lindaire sdmet 1'appli-
cation inverse et il existe aussi les nombres M>0 et B> 0
tels que 1

Il E;,J,: s £)(sm pour chague x,y,z €L
et

n [z,y 3 f_] -1,] £B pour chague x,y €f{].

11.1.2) e emsembles _() et Q't gont choisis de telle manidére
que dans 1e cas x €S) et 4 €Ll on ats Q2 (x). s Uz, €D

En ce qui concerme l'ardre du couple défini par les relations
(2.34) en a le Théerdme suivant i

THROEIME 2.2 . 81 les conditions 11) - i4i,) pont remplies
__&M-QCI et ,CL (1,3) , slors le couple

(Q,B) d8Linl per les relstions (2.34) a_sur 1'emsemble
Aexdre Pﬂm{pl*pz,mpii-l,m-l}.
Démoustration. Comsidérens 1'spplication Sqa.){*f@',-’\')_;’fw)x)




o e

he

JErh) =4

nxikme exempla de la n
etion L0 o, ;)€ QLXJY)

erdre de 18 fonotion £ -
£] 1a aifférence aivisée .

ar 18 ralaﬁén 8 2 (1- [QU, %:; £mFk
' notion de peeudo-

définie
te dn de

B:L pous btenons comp
aérivée 11 résulbe que 1‘applio
représente uné psendudh:ivéa du premier

Déelgnons PAT Df(x) = [‘f.(ﬂ GwW;

On ramnrqn- :aciman‘b qns $

|- 1w, ;4] S‘Lh"")l <l
et en appltqnnnt 1'11:165

I- tqm,@,w;#mn*"‘

(2.35)

nﬁ :m: qnn R(x,4) =B (x.k)
q:l maﬁdnl‘hqnal

< U1- D-fwﬂ‘”

alité

(2.35) pour

236 1 - §om Rix A1

Wmhennd:tﬂlﬂ
St i}

Pour

envisageon at abard la

de cette mull nous W gu :

(237 l\ﬂlmw-m) {(qr,m)-f.‘l’ ), %005
), Qery) 351 I+ lﬂh,#)—&&wl i er,k}—t&wﬂ

= IH:‘P[') ‘et,t"'
Du fait que c&c:).t?(ﬂ. q(:.ﬂeﬂ. ux&nmqa -

“[‘? 0, & Qﬁb*hﬂ“ -

h{@a,m-sam) <

(2.58)
En oﬁn en B $
o9 NQR-4 wl <18,

TR 2, 17 - [ 0, 0
K=o

(o, 4) - a%tmz)l &

.. huqﬂmlllﬂmm“

g ca.u) \1 M = ti A -[m;m]" +[b-§m]"u <l [ngx;]"i]mu-n{o.,@

@) QL) =

1—1“"}&‘ "f?w‘ﬁ S

'-_H-

1 ) G-Q wu
- meus um...,.. ' q‘ 1"’"“**‘58 11)

$ 152- IID&w)"I l[tt,m, rz,m,{_w <

(3"2) ' ﬂﬁ“ﬁ(l*’l:{ D‘S“"-)A'I)

De (2.59) ot (a.na} 11 ﬂmu :
ﬁQL!,M—Ql(nl < BK, 146Ut (141 £-Dfeoat)-

% ir -5 A%

mm“mqu.

~.§ N 4@&@) -

~ [, g5 31 { T - La 60,4005 4] S0 M FEHY, - f )
d*@ 1'cn déduit s ’
(2.45) Qe By —g, @ < lbk,_ llﬂch)ﬂF“ (A+1 I'- DfwA II).

ﬂI K, s

11 z'éanl'ha anss:l la rela.tion suivante s

(2.46) i -’(-{t&m) + Tqm, o, (3 #] (Que,4)—, ) f £
€ 1T - 14,0, 400541 S, oM |- 140l €
€ K, 1T - Dy A1 oo P




w——'

b8

Du falt que ?
A HQE6A) I ¢ NHREA) =
+\ ﬁ(%(ﬂ + L&, (vt),LE'LLx.);‘f'] (@ tx,A) b, )l

jationa (2.37) - (2,46) nous dbduisons

et en tenant compbe des Ie

1e relatilon

Jﬁ(wx,m) 1< MBK, 1£0l" (1+01- nemml) :

(2.47)

k=0

ZJ 11— D&Cx)Al\
¥=0
4 BI- ppeo AU (K e 174 K, Wi}k, \I,qumu

e 1a condition a) de la d.éf.(;;i'l;ion

La peletion (2. 47) démontre AW
g consbantes ayent les valeurs précisées dans

2.4 est remplie, le
théordme lequel ect donc d@é
De 1'énoncé du théoréme
ge dans les cas 1

1! énoncé du montrée

Remarque e |
p &Py * P2 ol 1'4galité se réali

i1 résulte que

Po ~ o pour pzel!
(2,.48) T =
[e21 goute gl 10 e hawE
Py + P2 T 3 pour Py€ " et pzeﬂ
(2349) 8 = y U
L [yl + pa‘) au cas contrelre

¢ ot les nombres T et e prennent 188 veleurs poé-

.58) et (2.49) , 1@ couple obtend

Dans le c2
cigbes par les relations (2

est le couple optimel .

Remarque 2.4 . 4u B8 ot @ t.[éj (:{.)et ces opbrateurs
ont les ordres Dj 1 egt &vident aue

1e couple itératif (q,RB), oh ce

et Po respechivement, a

1es relations

£, (0) - L4005 29 @Quop)- Gl

{ B, Mool B -pproAl) D, VI-Dfio A

a applications gont définles par

b, . | —E\ -L,g
(oW -cﬂ,w- A [2, (1-14,00, (o 5 @4312]4(‘? )
{

- (2.50)

Reomr= Af S =040, @oae; 1k
- k=0
ol
(2.51). , . »= { TR
_ . . [plpz] agtrenent
(2.52) .-{Pl'l'Plpz—l &l Plnpaél
" [pp * Pyps) autrement

a 1'ordre
Py + PyPy - De
2 oA cettes memidre 1°
8 augment§ considéra ordre du couple (Q,4
blement sens augmentation P
vVolie ass dite easentlelle du

Remarque 2.5 . Considé
teur du Steffan: le couple qui provient de 1'opéra-
1'°Pémteur nt dit, donc le cas (P =1 st

['Pz, ayant 1'ordre 1 ch.ij(f{)
couple as p . I résulte en ce cas
fini par les relatiomns : s

G 22 AL DT [x,cé(xJ,;%]A)“]ﬂcha

(2.53) K=o
Rl A) = AE (1 -, Q0r; 21 AR
olt LY
(2.5%) ra= { e p@ pe N
. ob [PJ poar pElO, +M[~.a
(2.55) B = { pou_r pew
[P‘?l] pour pelo, + o0~ ®

Pour ge couple on obtient 1'erdrs 1
- p" ]




ﬂ#—__—_

S'O

.Bemarque . 2;6‘." Gonsid.&runs l'cpému' Aoé f(!,l) v+
Gomme hous &vens vd (ms.r l'mm];rlo b) de 1a notien a'wmm' 3
itératie ) 1'opérateur { € '.T,@aé:m per- q?(z} X s,ma
'. a 1'ordre Donc. &1 nous +tenons compbe aa 11. :r.-m::qvl 2.5,
nous déduisons que le ‘couple (Q,E) oii les mnu.ttml Q ch B

P:l-

gont définies par les relatim £

@A) = X~ A few
(2.58) 9 R e, = ALZE- h,h‘#w: *153

fgurnis gar des cnnglus :Lt&mgi.fa "

Dans Cce& qu.i. au.:l.t nous adoptons les nmeim nuiml:n i

(x,I) nous. désignons l'mﬂhle ‘dss Pencti-
ons £ 1X—=>1 quiv&r:l!ienb surledm&i.ne ..Q.CI et avec.
1a conatante L 1a comiit:l.on de Iipschitz . c'sst-h—dm que
pour chague x,ye.lone l'inégaliti nt(::) ~ 2l < L i=-5l
b) par 8(a, € YC & noua désignuns ia aph.&re d.ont 1e centre
est dans le point ac? et qul ale rayen €20, a'cst-&.-—éilfe
slxez / ix- nHCél 4 lmt un espﬁéo 1inéairs

a) par Lip

1'7ensambla
et nnrmé '
¢) au cas ol pour chaqua xel 11 ex:lata une paeudodérlvéa
du premier ordre, Df(x) G Jf (%,Y) , mous d&signerons pa:l:' B
‘ 1‘app11cat:l.on défm:l.a sur X & valeurs en gf x,1) . Qatte appli-

cation attache 4 chague X e.n.v s.ppls.oati.on 11néairn nr(z) -

Oonaiﬁérons maintenant un coup].a 1tératif (Q.R) a.tbaché a
'équ.ation £(x) = © . Bupposoms qu'il ex:l.ate les ensembles -QC X
at JL,»__('L C‘f(.!‘n tels que 18 couple considérd o l'orﬁrﬁ p>l

sur ‘_QX_Q ek an]_ existe les nombres mi,mdém et K;I. Ti

"\

|
i

59

]

e to <+ m[ =
,[::,1 pouz-i T, e I, '3' d‘em.waL
5 = l,nz tels que " min {6(44-@,, “m'l-{im 'r+3
at que laa conditions n) et b) de la définitim: ,21 1
ramplias .

o q,.,;ld"}P

4 sont

La rel
at:lon entre 1'ordre d'un couple itératif et la conver-

_genca dn
k.. procédé :l.i:imi.tﬁfaum pa.r ce couple est exprimée par
ls thénr&m ‘suivant s

THEOREME 3.1 Oenaid&ma les a@aces de Banach X gt Y
les ensembles 0Cx ot .9. C.f(‘!,x) » 18 fomction f 3 I—>I’
zm_cey_.__mﬂ_ﬁéssi__a_ 81 les hypothdses suivan
o - a7 t ei-dessus. Bi les othdses suivan-
-.:I.) Mzeﬁ_g‘&&&maa

6.1 fetx,a) - =1 <l
ot T
. n_“""’__. &)~ 4] £7,07 - 2o |
=L b g una' aau.d.‘dér:l.v du_premier ordre de 1'appl
eation £ r_;._._s.!- -
o xeQet Bre up, o, & L&)

&M_E;El_s_l.

ézits x€ X ot 1'application 4 € <£(T,X)
ﬂ-f(:l.,)ll461 uI m).l "< o

M °1'°z7° ient les inégalités ¢ A

6 i_'& %"‘

“"9 ZLx_qua‘sz,, o 1=C,,+L1RC,(M!I+"191)_

i L:-vl : L q‘L ﬁ—-d_r’l
ﬁ'J &M- ufa-dr"

3‘53 5('!, "'hfti‘ ﬁ_&et S(&o &
e A-—d."“' \ i ) 1




: 52
( (el 11 - Dfexer Aol }
o 4= m{ - . a
§ ol
Ml&iﬁﬁﬁw .

§) 1les suites (x)pem & (Apem définjes par lee
relations (2.15) pgont gonvergentes §

3 1'équation £(x) = © admet 18 50 poluticn Xc SQ(, ’]1 1 )
& 7( et T = Um X, I

135, 18 gbrivée £, € L GD) sxtste . . cotte abrivée
est inversable, 1'application I = [f' (E)T

ﬂI:lillAn"

jv)  pour chague nel on a les ingalités guivantes !

(3.6) = “ SR ('LP
(3.7) WA Aalles Nl ‘L
il’
(3.8) I X ~ X 55 Y8 Tz
d:?’

G WA= Anl € 1, L

4 1]
Démonstration. - En employant la méthode de 1'inductien

1 e
mathématique nous démontrerons Que pour chaque néE an a 1&8 :

propriétée suivantes :

T Ca d )

p=dr

"Lt,‘l—d' )

" i i
w1 T~ Dsw Al scd

n c.t."‘L s L_'!n_‘iﬁ—
o gl € (Al + ;~f§;;:‘)*”1° 1-dr™

a) anB(xo.
b) 1ne.s(‘la'

n

o ey scdf

53

Dea hypothdzes du théordme 11 résulte que les affirmations
a) - d) sont vrales pour n =0 , Buppoaonn que ges affir-
mations sont vreies pour oha.que n&k . De eetbe hypothise st

de 1° cnaemhle des hypothdses du th&or&na nous déd.uisons aue ¢
(3.15) Il %y ~ %l s.\](ﬂ(z.,&) % < 9,¢ C=ok
ol 1.1 :'ﬁallltl 8

ey u. el RNl

Bl o
I.'inégmri (3.11) rinéant le fait que  x, € 8(x, , Th C“DL )
En eutre n B3 A= AP"
3.12) WAg~A:l = IR G, &) =A<, | I-Df;, Al ¢

sm, (11— Dfexy A Il woL 2l WA ) g
sv\i[g_d" +lmc, ¥ (1A + 'EIL)&PUIH l=1, gel”
et

A-dP! Angi? |
bt : n,qd
(3.13) Ay, — Al & 217
e Ol 4-df
ot & G.13) 1 résulte immédistement que A\ B(4, , T4 )

pot
mmﬂﬂﬁm“mmd&mtamiqma s

G.18) Ih?%,) I=14@w,) AV |l <Z k. Py cerpor”
lln fait gue q’q-ﬂ 2P et en tanant conptn de 1'hypothése

€<l 41 shelte qu 1 JOCHIPE o ppR pe

ot ainmi de (3.14} en euut l'inégnlj.ﬂ

Gas)  IEwl s, df

o em m comme em (3.12) .

’ftﬁ) li - :D’F("u.) ‘.AI " ~9 d_r"




?—7

g4

enant cempte des :I.négnlitia (3. 14)
thbéoréme on dbdwit que ¢

y (11~ DEiad) Aen | = l\I—'.D&(vcm)Q(x AlE
(3 17

7- (P"HDP
521- “f‘um)“ 17 - D{iu,,,)ﬁ,:u ‘2_,’-.

(3.17) meus w

o (3.15) o on wELli-
En
pant les pypothéses da t

ot
Des mégautbn '6"+d' ;y;-l , a<l

1'inbgalité @ d.rWH
o 1 T=DFC A | se

(3.1
e 13). (3.15) eb (3-13)

.*1-
firmations a_n)-c) sont vraies peur B =

(3.19)
d'ol 1'om conclub
(3.20) UAenll € “A‘“ + 1A,

b mc-as:l.mn‘tl‘j.#liﬂuﬁ) NMW
qn.a;n

o
- Acll €7, ri P rlued AN

)

En appli

b LAl S M il (*+L-’14C«i o (“L%‘
(\5-21 KH il | <41
olt g r‘:"’) (HL qd.r) :
Gt e - sz AT (etnad /- ’1,_. |

Lso

De (%.22) on dh.'mit que ¢

; 1:_ :
< ?],_Cz,(“'L’! gy (H—LLC,J )Zi
7 :
_eq,;i(HLq od) - (HU},C,i ) df’"

De (3.21) et (3.23) on dédult

(3.23)

5y
(rLnad ) i+ B

4-dP

(i.a#) : ﬂAmﬂ s (4 +lned) ..

En ytilisant 1'indgelité des moyens om déduis i

: o ' g Pk K+
5. "(74+L"}*C*A) (1+meqil”)_s(4 "'L']AICIM) <

k1

La,c.d BN
B np Llatd
( "IH)(""AP") ) Pk F ‘:’?cﬂ'-f

De (3.24) ot (3.25) i1 résulte que J.'ltrinn:cinn d)
pour o = k#l , X3

En utilisant maintemsmt le principe de 1'induction mathdgati-
que on déduit que les affirmations a) - 4) sont vraies pour
chaque mnél . 4

Des affirmations &) -~ d) eb des inégalités (3.10) et (3.12)
résultent les inégalités (3.6) et (3.7)

est vraie

« De ces inégelitéds on
déduit & nouveau que

nm- ﬂ.m—!
(.26)  Nx, =X, % Zﬂx :tuér)cc[ Z C[P ¥

Du feit que p>1 il rfsulte que 3

£ P P T
et en tenant compte des infgalités 0<d <l omn a:
b T
et ainsi ml:u

S rw‘f’l 1
Sk e EEEE

L=p
Cette indgalité avee (3.26) fournit 1'indgalité suivanbe :

+4)>¢'I="(T_4)

"

P
d
J-nxmu--q," Tl < -—qL

e c{p"(?—ﬂ)

(3.27)
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pour chaque m,né&N , méga].it& de laguelils on aéﬂn.‘n.t que 1a

suite (In}nqn‘l de 1'espace de Banach X est zmdmmls ‘ot

donc elle est aussi convergenbe.

De 1a méme manidre il résulte gque ¢

pr— E__"1 ‘{r"‘_f,‘o

(3.28) NApim— Al & _ZM;«—A-U 'H,%_ <
X n14"
A— dj’”‘r"’

pour chaque m,n 6!!! De 1%inSgalicd ().23) nous dédu:lm que 1a
puite (A )p g ©5% aussi fondamental dams 1'especs L (r,n.
Du fait que les espaces X et Y sount des ezapms de Bsmach Il
résulte que 1'espace o‘f(! X) est aussi on espace de Banach et
done la ﬂuite Whem 4tant une suite fondementale do cst
aspace, aera une sulte cmargenta .

Désignons pa X et 2  les limites des sulbes (xn)nsll
et (An}n ol respectivement, ces limites gtant considérfes par
raport aux normes des aspaces I et j(!,ﬂ mmﬁ:brmnt -
La completitude des espaces I et i (I,x) implique gqus xE€X
ot & €& (1,X) .

81 dans les inégalités (}.26) et (5.23) nou.s faisons
n —»eo nous obtenons les inégalités (5.8) et (3. g) et de

ces mégalités nousdéduimspour n=0 que X eS(—x.,IhEL_.‘

i
PYRPREE N 1 MRy Y - S (An;‘hq’i). dgome 1 e, t

81 nous tenons compbe gque D:te Id.p[_)_n (I, f(l,l’)) , 2 €I

et X, € ). pour uhnquc n &l et si nous rappelons la daséfini-
tion de Df , nous déduisons l’inéga.l:l.tc

(3.29) ll DLy - D) I < L We—Zall

d'ob 11 résulte que la limite de 12 puite ( nr(:n) )nelﬁ ast
DE(X)

v

7 | 5v

e I° .

7 b ; m f_n mdndérivéa dn premier erirs ds 1'sppli-
‘mrmvmﬁ-um&mnqmnm;mmm

E20 ot los spérateurs T zlej
0 (£) tals
nyeQamas . " ks

G.30) |- :E(T.;) M(T.;xx-T il & Mllz-Tylf- [Tyl

Gmid“ x=x e ¥
.3 s 8lors de
5% I‘ ; T, v (w) nous

Gan. I:F("") {(—:,,) Df{-c.; (Z-xw) | & M-AIZ-2al- N5~ Tyl

atdm

( »
532 | 44z)- Al < MIE—2l-U- Tyl + 1D 1122,

nel'insgauté G.Ez),muﬁunmtlscmtnutsuhmme
et de 1'apératsur !1—,mudédniamquat
(3.33) i = = .
_— (x ) £(x)
1'affirmation e) , en utilisant de nouveau la comtinuité de la
n::mmd.ﬁdniamgm £(T) =0, donc 1'S1ément T de X
; J.amlui:iondal'équntiuneonsidérée et que [ I - De(x)d [|=0
]
ne & -[ﬂ@]‘i [f‘(_)] .Ieméor&mutdmd&montri.

A:ha
si gz'qnpentle remarquer de la définitiom 2.4 , la mis
sion ds 1° ] b
1'epplicatien R d'un couple itératif - (Q,B) est d'appro-
sr 1'inverse d%une c :
m, o ; p.aa.udoddrivéa. A cause de es fait nous choi-

(3.3%) B(x,4) = B.,,( Dr(x), 4) .

o . :
lm manidre amalogue & celle employer & la démomstraticn




(1
de 15 pelation (2.4) nous d&ﬂnimna 1‘8;!111#

(3.35) 1 D-S—u)ﬂcu,A)_Cl b{-um)

ohloncmlmtqnahconﬂitim b) hnﬂtmtimw esb
ramplieuv!c m2=1.1'-1=1. f:ﬂ. 0‘;--!!-1-.‘ y

Nous remarquons maintenant 12 mission .pld.-:l.a du nombre
L>0 et des opérateurs itératifs Ty Tyee =0 T, dans la abfi
nition des paeudod&rivées d'ordre k k = T;n . Pour ce motif :
jes applications introduits par 1a dbrinition 2.3 lesguellas Go-
rrespondent aux g18ments L , Tg s Tyreees L #ixes s'appelle-
ront (Lg TgeTyeee osTp) paaudodérivéaa.

Dens ce qui suit nous donnercns B théortme des hypotbebaa dn —
quel onm peul ddduire outre la convergsnoe au procbad itératif
fourni per un couple 1tératif, aussi le falt que ce couples &il
un ordre p>1l . .

On a donc la théordme suivant 3

THEOREME 3.2 » Congidérong les €sp8ces de Bapach ¥ gt L =
les sousensembles (QE X @t ﬂ CI(!,I) une fopotion

£ 3 ¥—=>7Y gt un pombre P>l Si les condibions suivantes sont

reﬁglies 3
4) pour chague X e() i1 existe leg (B, Ty poees o

pseudodérivées DUE(X) € Ly xn s k=T 7L st
Be ¢ up o (%, Lax s

ii) on & les ;.gégalités guivantes 1

(3.36) ll foo + i D T, x)(@(-r,A)—Tx) (Ru,m-T, )<

WK=4

i Ky i 1% 1 1-Dfeo A’“r
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Gan Iz -2x (<l V1=, xeqn
4 ,

(3.55) u&fﬂ-xus r(;) i
Dt « _ ull l wxeg &

ﬂ-ﬁg_w
01>o et 0,>0 %els que ¢

MHualiéc,, lI—Mﬂ.}A..li<cl WAL 1| < 5

: ”]t"_
Qn”) . L("ﬁt)(,,\*'t;) (’7‘!‘ )t’.f +i KAC‘ 1;-,5( 3
[ee +1ne,B +en]f <o,
5 d(L+dfF?)<1
o :
T T
Wl d:m{“_u{—ugll, —‘C;RI'—D{—(-z.)A.,ll}

._.,m m s 3——4 cUi)c:.(')_

h.m_im
3) (Q.R) .et} B(x,4) = SP( nt(x). 4) =

= A
13 i‘_o (I m”“ u_m P sux l'ensemble n2xQ,
i m "n’-el et (A); .y aéfinies par les
m (2.15) gent cemvergentes i

- 333) mﬁw-om :eS(x.UL«_)

rﬁr‘!-m:.!

M_dm P
I.[er@) le a'f(x.n

ﬁI-.L'hjh|_




B 7
nague :':élll on a les infralitbs sulvantes ’
v) pour chague = ______.L_——c drm |
(3.41) | S —xXnll = NG
B{+g)-
Ay = Anll < . ot
sl +Lye B re)d” - [C:."’L"}C\BG"C‘}] d
-2 B (14+)
A— G —LnG
r‘l-
(5-“‘5) u-z‘—___,xnﬂ ._<_ C.;“d, 5 |
Fale . J‘l
K bl 22200EN {Ecz@qsmg)]
Goan) || n )
d_t’
- [Cz&(_r;c, B+’ T‘F" }
1a définition des (5,Tg,--
Démonstration. &1 mous envisageon s 'ﬁm

kl
seudedbrivées d'ordre
Tp 1)1 " que ltmsﬂ.i‘“ (365)- nous déduisons Gue
E=1, Pt ainsi

on a 'm&;aliti sulvenbe @
our chague xe_Qct .LG_Q 1 I+
I(’ 45) nf(Q(ﬁt;A))H < | IReA)- Tl ... lQl:*}" Pt
) 53 Ky {0t 1T -DiwAT

De (3.37) ot (5.36) 1 rbenlte que @

gha.qne :anp-l .liﬂﬂiﬁ.ﬂ()u')-) (3- -
pour .

sons que 1t

1™+
(3.47) “‘F[Q(%fr))” L("]-Fr)(’)m ~t’]+ )Df-(-z
DIt Sl - ST ot
+ g bl

b4

ol I'. g bour aan. P~ et Kb L@}-}Qfo (1')-!—3') (?)Jrr )-}-K

h out:m. de 1'expreuaion ds 1'a;pplication B nous dédui-
sons ¢

(3.48) - li-wxmc-z,mu«z tlI' Dy 41T

Do (3.47) ot Gas) u réeulte qus les conditions &) ot )
Qe la définitien 2.4 sont remplies , dene 1'erdre du couple

u&mxr QLR m 6m Ap em Nx9,.
En lﬂ.l.‘..nnt la l‘thoda de 1'induction mathématiqua nous

démuntnms Que pour chagus nEN les affirmations suivantes
sont vraies ¢ b

| G d
B S S{I.,—L’i?) L
b ’ﬁmynsqd" , 11 De)Anll scd”
S AR ariune 30 spplications [ )]t ot Il Dfin ] ") < B

dJ I]AlﬂSl(li-ﬂ ) ohlneunatsnte B a la valeur

Dn. hwpcth&n- da ﬁs&nr&nw il résulte que les propri&tés a)
et b) sont vraies pnu- a =0,

_ Des i.négl.uth (}.39) 1 résu.‘l.te 0,<1 . En effet au cas

 comtreire 11 résnlbe o, + LP)C.B(‘Hf‘)>t'171ut du fait que

p)l [ +ln01(1+cl)l’>ﬂp>cz s or cebbe dernidre
u&altﬂ comtredlt (3.39) .

Pay mﬂqnm 02<'1 ’ d'a& i1 résulte 1° snisa.ut&
llI- MJA.,HCL _Anfgalitd qu:l. assure l'uistenee de [Df(xu)]'l.
On & snesl 1'indgalits sulvante

(3.4 g VIDSWIE = WAL +UIDSeal - UT - Dol

& *_;f- +¢, Il LD I
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Du fait iua 0,<1 , ds (3.49) mnous mrmﬂ :

(3.50) I [Dfo)] ™ = —
'P"' "]C" :
Tvidemment —-—A—-ﬁ:——— >1; done de (J;ﬂ) 41 résulte que
Ty o i

) T
ey G=td-Ldt?)
De (3.51) nous d6duisens gue s _
| Aoll = ILDFoe 11 (1 + I T - D)ol ) s B(1+6)

donc les affirmstions a) - 4) sont vraies pour mn = 0.
Suppoammintmntqmmmmmlnm"
n=k., Decattlh;pothhnmﬂﬂnﬂl

(3.51) I[Dfen ] <

(3.52) N, -2l = 106G A) -%0 < ‘*]H{-equ <ch.

pour chague i =0l eeay K 3
dfoli 1'on déduit

Nt s ot Al
_z & D 0T -l S e
; =0

PIVER, i 4 5

(3.53) Iz,

d'oh il s'ensult qus X, € SCL)
pour o = k¢l .
Pourdémantml'nﬂmm.m b) poar nanlnnm

que

s [z < L IR, Ah)-.'[;z,,ll Il@(z,,,A.,) '[;,_,z,llh-
+iK4“-‘Ft SNEE mwA.uf“‘ |
A=0

Dé (3.37) et 7 (3.55) nous _m que- t

‘ E

e

e3

G mb.h) T;z,lshwmd”

_mm h-_'T-l' m-qlwmheinégmth(.asm.
(B.ﬂ)-t G‘ﬁlmmltﬂm:l.ﬁ

7'0-59 ﬂ{(t.,)l S[L(‘qﬂ;} (+%-)¢, *Qt\,'(c QH]JF

, "m"?"m"" by » ‘(’u;"t)_'f’p‘_ PE(Ee 1) o)
-ta.vm.pnu (2.4) uns-m.g..'

Gon B - Df(z..,) ol = NI -D{-('l...)Adf

Gnamd|

G.s®)  WI-Dflr,)Al < llI'—D-fﬁc)A-nN"‘LHEH"frﬂ'”%Hs

[c,+Lr;c.B(1+C.J]aU'
Des :I.nignuth (3.57) ot (3.58) mnd‘dnimna que 1

_(5-59) 7 ﬁI D{(&)AM l < C"dr

De 02<1 ot d<1 u :sssuta [[I-Df(xk+1).l.k+lu<1
d.'m"a 11 résulte que vqmlicatun [Df(’ku.)] “l  existe .

lvalnm na:lm:mt la norme de [M(xk+1) ]-1

Hous remarqueroms qn. i

[D{—ftn_,)]"’- Eéf(m]‘*: - [Df et (Df66,,) - Dfeng) [DFe ]

ll'ed nous d&du.iam que t-

G. ao) HLD,C(-t,u,)]" Mcm) L) < I LD4tm0] Ml LDfoxg,) ) -
. Lne, - s
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a? ou nous @éduisons encers 1' :Lnégaliti 1

o0 | [DF eIl € 1Dt Tl (qud mvﬁw.,n-'i)

Cette dernidre mégaliti esth &quivalmt' i l'mégnm‘ ﬂd.m e

y . l s 4.
(3.62) - LTI (& df - :
D )T U LD feso1 "l
a'ol il résulte jmmediatement que & '
A r 1
(3.63) +Ln¢ d >
| ED4 )17 2_:’ iLDfe Il
Aingl que nous 1'avnns aéja établi em a ﬂ[D-ffﬁ}"ﬂ«‘.qc’ et
de la sorte, de (3 63) il résulte que §
( F"
sy Latsemil agg, Fir )
“[.D{;(’tm)]"!l o 'l? % 4—6{”" 7 4-4,1""
1 - &L

De (3.39) on dédult 14 + @ 1¢ 1 dome 1 -
ot come 4 ¢l 11 résulte % - T d.p"]’)/(l —aPlys0 et

ainei de (3.64) en déduit qm : _
1-d
ey (1-Ld-dP)

VED e 170 €

(3.65)

De l'atfimatian a) nous déduisnns que

Donc les effirmations a) - d)
en appliguant le principe de 1'1nd.nct1m math&matique on dédnit

que les afﬂ:mations sont vra.ies pour chaque n&W .

Ainsl les eonclusiona dn théordme résultent

o) $1 127 e I (14 01~ Df@mm 1)< Br+re)

sont vrales pour n = kvl et

de 12 méme manidre

i
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qus

’dﬂ-.mdnth&mhn 5.1 lnu

_._.EA--. ’“ﬂﬁ_‘ﬁnlﬁ |I-B:fez.,,)41 :

<e(1+e) 2, %E%Lz;qmm,;dr e

= B W—Hccm-r..ﬂd' Lo Hy¢, Gmﬂ”d"

Ie tﬁlu-l— .ﬂ; m:-:" LJ)’»! (1+-6) 8

rhmmmwhmmmmpmi
enlier des couple m i
pré au deuxidme parsgraphe, on obtient des

théer&me
o do convergence pour les procédés itératifs fournis
par

les couples ,
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