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SUE Li MANIERE D'OBTENIR BT SUR LA
CORVERGEKRCE DE CERTATNES VRTHODES ITRRATIVEE

Adrian Diaconu

Dans le travail[8] Dous avons introduit g notion de couple
1téravif attvaché & une équation orérationnelle non-lidéaire |,
einsl oue la notiom d'ordre d'up couple itératif. 1 1'amide qe
CeTte notior noue avons évabli des thécrémegs généruux de cor er

gexce pour lec méthodes icératives.fournies bar dee couples ité-

Dans ce vravail Dous continuerons 1°'éunde des méthodes itéra—
Cive:s fourniee par deg couples itératifes, Ainsi nous présenﬁe—
TOLE guelque: modsliée ¢'obtention aeg caurles itératire par la
modification qge certaine@-oréraveurs itératirg bien-econnus, Ensuitve
nous établirons deg théordmes qe conyergence pour les méthodes

ivératives fournies par les couples itératirg construits.

Sonsidércne 1'équation opérationnelie

€1.1; £{xy = .

ob f: T~»3 est une application 4on-lindaire ; X et ¥ étany
Qes espaces linéaires normés et G représentant 1'élément nul

de l'espace ¥
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gne manidre similalre & celle gtilisée dans les travaux
opérateur 1gératif

[50].[9],[1'],[3:' nous introduisons la notion d'
attaché A 1'éguation (1.1).
péfinition 1.1 . L opkrateur non-linéaire

attachd B 18

Qe I—3X g'appelle
(1.1) si

grateur itératif A up seual
1 tquation (1.1) vérifie aussi 1' équation

chague golutiol de_1

X = i
On peuv obtenir une classe import

3i nous envisageons le polymom
Taylor [401 de la fonction £
ordre de multiplicité T et considérons
tl1ément ©€7Y . 1L'expression de

ante d'opérateurs itératifs

3 un seul pas, e abstrait d'inter-
polation de type -1 Y—»I sur
le noeuc f(x) eayant I
la valeur de ce polynome sur 1'

rateur itératif obtenue de cette maniere est

1'opé

o QAR Q= S ) Py’

?—O '

L'application [f'l(f(x))] 6 f(I I) représente 1a dérivée
x Y—XI sUur

de type Fréchet 4’ ordre J de 1'application £~

ie poimt £(x) .

je travail Cq'J nous avons &tabli 1ls relatiorn suivanvet

Dans

(1.2)
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g AT ¢ Fe
v g et [f )™ :f'cq.)){ [fto]™ %(z)}
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de nouvelles qualiths & la convergence de ia suits dec approxima-—
tions fournie. .

Par exemple, s0it Q: X—>X un opbraveur itératif donné. En
supposant que 1'application f£: X—~»Y admet des abrivées de type

*réchet sur le point x&DCI nous pouvone considérer 1'application

‘

(L.7) T:XI—»X , 2x) =Qx - @12 £

On obtient de cette manidre un n.ouvel opérateur itérati’
dénommé 1’opéraveur itératif de Traub. Dans le cas particulier
R = Iy (l'spplication identique de l'espace X ) 1'opérateur
de Traub revient & 1'opéraveur de Newtor.

On peui choisis aussi Q : I—» X par Q(X) =z x - [f‘(x)]'lr(x)
en ce cas l'opérateur de Fraub correspondant sera défini par le

relation suivante :
(1.8) 20x) = x - [rr(m]™ e - [20(x)) 200z - [£0(x)] te(x))

Jpe notion imporvante dane 1'exposé qui suit est celie de Gif -
férence divisée d'une application non-lingaire.

Definivion 1.2 . Considérons une gpplicatior noniinbaire

f: I-—»1 et DCYX . O appelle différence divisée de 1'appiics-
Lion f sur les points x,yel ,
par [=,7; £] qui vérifie ies conditions ¢ .

D Ixgstl@-3 = 20 - 23

i1) si l'application f : X—» Y admet une dérivbe ae TYpE

Frécine; du premier ordre sur le point -+ x€YL , alors Zz,x ;f]:f'\x) .

linéeire marquée

Les différences divisbes a' ordre supérisur s'introduisent par

induction de la manidre guivante :

Definition 1.3 . 3In Supposant que pour la fonction f£: b e B¢
€L _Pour chague sous—ensemble de n poinvs de l'ensembie
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{xl""'rh-d} ont été dbfinies les différences divisées d' ordre

n-1 , par 1a différence divisdes d'ordre n de 1'application
£+ IT—Y pgur les points xl,...,xm_l on_entendra l'application

n-ii_néaire [xl""’xn-rl ; .f] qui vérifie les conditions suivanves:

i) [xl,...,zn“_ 3 r](xi - xj) . [xl"“’xi-l’xi+1""'xn+1‘f_]

5 [xl"'"xj-l’xj-bl"“'%d H t] .

pour chague i £ J
11) [x,x,...,x i) = %! f(n)(x) » 8L la dérivée de type

n+l

fréchet d'ordre n de l'application £ existe .

Dans ce qui suit nous désignons par aé{(x,!) 1'ensemble des
applications n-lindaires définies sur 1'ensemble X et & valeurs
dane l'espace Y . Pou.r‘,f; (X,I) nous employons la notation ‘f(x,x).

A 1'aide des différences divisées on peut construire 1'opéra-
teur itératif dénommé de type ditken-Steffensen . Pour donner 1'ex-
pression de cet opérateur considérons deux opérateurs itératifs
Ql, Qz 3 I—»X & 1'aide desquels nous d&finissons 1'opérateur

Q t I—>» X par la relation suivante i

1.9) @ = @ -[Q@), e 1 2] #ayx)

Bous remarquons que d.ax:_\s le cas ol 1'on prend Q = L =1
1'opérateur de Aitken- Bteffensen revient & 1'opérateur de Rewton-
Ka.ntorbvich. Dans ce cas il est nécesgsairs de supposer que 1'appli-
cation f ¢+ X—»X admet une dérivée de type Préchet su.r'lle' point
X et que 1l'application [f'(x)]'l existe . 8i on choisit =L
et Q2 = Q on obtient l'opérate_u.r de Bteffensen propremeat. = dits

(1.10) Ux) = x - [_x, QUx) f]'-l £2(x) .
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L'imporvance des opéravsurs itérztifs résides dans le fait que
a 1l'aide aes ces opérateurs on construiv des suites Jui approximen;
le soluvion d'équation (1.1),

Définition 1.4 . Désiznone par Q i X—I drateur itdrat

ataché b 1'équation (l.1) et par X,

La suite (xn)n‘B Qui s'obtient % parti de 1'élément initial T,

an_&lément arbitraire de X,

en obtenant les autres sermes ber l1s relation de récurrence :

(1.11) = Q(xﬂ; y b= 0,1,...,

s'appelle suite d'aporoximation fournie par 1'opérateur [y 2

X 1'aide d'un opérateur itératis R ev d'un point initial T
on peut donc construire la suite d' approximations (:n;‘m )
pose maintenant le problime de déterminer lee conditions dans les-
Guelles cette suite cbnverge vers une solution X de 1*tauatiorn
(4.1) . I1 esv &galement lmportant de déterminer ume borne superi-
eure de l'erreur avec laquelle aprée ©n itérations 1'61lément L
approxime la solution X . Du faic qu'il est &vident qu'or obtien-
dra une certaine précision d* epproximation apres un certair nombre
d'itérations nombre qui dépend de 1'opérateur Q , le probléme se
pose d'introduire une grandeur qui caractérisen:i la vitesse de con-
vergence de la suite définie par (1.11). Une telie grandeur est

1l'orare ae convergence

Definition 1.5 . Soit pe€)o,+®[ ov DCY . L'opéraveus itb-

ratif Q : Y~» X = 1'ordare P sur l'ensenble D, £'il exisve

an nomobre K >0 , tel que pour chacue xeD on ait l'inéegaliicé

suivante

T
(1.12) beceznl <& e © .

Dans le wravail [F] nous avons &tabli ur thécrime qui fo S
des condivions suflisantes pour la convergence ‘de le méthode itéra_

Tive fournie par 1'ocpéraveur itératif défini par (l.2) » (1.3 .

1 7
dinsi qu'on la démontré (I. PAVAIOIU , [101) g4 conclusions

du théoréme il résulte que :

([ #ox D s x-ur(xn)uvp

ou

llex ) sz ? .

Cette. derni®re inégalicé exprime le fait que l'opérateur Q
a l'ordre p sur l'ensemblé { x, { nelN} - La condition que cet
opbrateur alt 1'ordre p sur un ensemble D est trop forts et
n'est pas nécessaire bour assurer la convergence de la suite
fournie par Q .

Dens les travaux (91, [0] 1. PAVAIOTU & établi un théordge
qul fournit aec conditione suffisantes pour assurer 1'ecrdre py 1,
pef pour un opérateur itératif et en mame vemps la convergence
de le suite fournie par cew opérateuw vers le colution T 5
l'existence de lacuelle résulte mussi des conditions du théordme.

Koue pouvons conatatef maintenant que tous les opérateurs
itéretifs des exemplee ci-dessus, contiennent des inversec de
‘cervaines aspplications linéaires. Four 1l'obvention de la suite
(xn)ngll 11 faut résoudre & chague pas d'itération d'une bquation
opérationnelle lintaire. Ce falt soulbve des problémes spbciaux
Quand on posse & l'utilisation éfectiwe @'une de cee méthodes ¥
la résoiution des bquations opératioﬁnelles.

On peut éliminer 1'impaire ci-dessus mentionnd par des modi-
fications effectuées sur 1'opbrateur itératif considéré, modifi-
cations qui conduisent & la notion de couple itérutie,

La notion de couple itératif a &té introduive dans Le travail
{3] . I'introduction de cette notion a &té inspirée par la m&thodc
itérative obterue par &. UL'K [12] en partant de la méthode de
Fewton- Eantorovick. Cette méthode consietve danc la constructior

de deux suites (%)anI et (An)mm C .‘(,p(!,x) » 0 partant Ae



32
1*élément initial X €3X et de 1'opéraveur linehire 4 € f(I,I).'
A 1'aide des relations :
. I
A = AL (21 - $10AL)

I &tant 1'opérateur unitaire de 1'espace linéaire normé Y .

(1.13) m=o,1,2, .. ;

Adns: qu'il est facile de le remarquer, or obtient la méthode
décrite par les relations (1.13) ,.par le remplacement de 1'appli-
cation [r'(xn)]'l, arplicatior qui intervient dans la relation
qui dé7init la méthode de Bewton- Kartorovicn, par 1'opérzteur
A € éf(I,I) et l'on obtient cet opérateur par récurence & 1'aide
de la aeuxidme relatiom (1.13), . On peutv ainsi arfirmer cue 1s&
aéthode décrite par les relations (1.13) approxime d'une certaine
manidre la méthode de Newtorn- XantorovichL .

Nous mentionnons Que de:s rechercnes semblables % cellec pré-
sentées ¢i -dessus, Maie visant la pméthode de la corde et le zétho-
de de Sveffensen, ont &té effectubes dans les truvaur L2 ] ,[51.

4 cause de la diversité des méthodec qu'or peut obtenir de le
nanibre ci-dessus il est nécessaire de présenver ¢.ude unitaire
des celles - ci. Cette étude peut s'effecuuer & l'aide de lz potior
de couple itéravif, notion qui a &¢é introauite Qanz ie travail [e]
par la dérinition suivantve :

Définision 1.6 . Considérons demx espacee linéaires o3

Aormés X et Y . Le paire d'applicatioms (Q,E) , obf

Q+ 2 x (LD et B 1 x X(1,2) —£(1,X) s'appells coupke

itérafif atbaché b I'tquation £(x) =4 , si pour chagus solubion

Tex ge cetug bquagion Ab-conditions suivantes sont remplies :
) Q(X,4) =X, pour chaque 4e £(1,I)

X -d
blgi 11 existe [f'(x)] € Jf(!,x), alors

a3

BE (@1 ) =[] T

La définition 1.6 montre que la mission de 1'application Q
est 1'arp-oximation de la solution x de 1'équation f£(x) =0
et celle de 1'application R est 1'approximation de [f'(E)]-l S

L'essence de la notion de couple itératif consiste en 1'elimi-
nation des inversey des applications linbaires et dansg le remp=-
lacement de ces inverszs par des opérateurs d' approximation,
qui se celculent par une relation de récurrence,

Dans les paragraphes qui vont suivre nous présenterons quel=
ques mbthodes d'obtention des couples itératifs en parvant des

opérateurs itératifs.

§ 2. HMéthodes d'obtention des couples itératifs, Gcuples

itératifs généralisés. Procédés itératifs Tournig var

’

doo _couples LUEDETLL .

Considérons d'abord la nétnode bienconnue de Schultz [ 4 1,

employée pour 1'approximation de 1'inverses d'une application

linéaire.
La methoce de Bchultz consiste asng la comstruction d'une suite
(Bn) , ol EL € Jf(!,l) y 4 1'aide de la relation ae recurrence:
nelF
{2.1) 33+, = BL(2I - BEE} .

Dans cette relation E e.f(x,rz est llapplication qu'il faut

inverseret 3 ¢ J{(Y,X) y 1'élément initial de la suite (Bn)
” ne
est une application arbitraire. Supposons qu'a lieu 1'inbgalité

Nz - om <1 . 0n démontre zacilement que la suite (B3

© . . 5" nelr
1

a8t convercente vers B ev gue
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(2.2) B3 -s ps e lllz-m ]2 ; aewm.

La convergence de B, vers B~1 ggt doncl: guadratique.
Remplacons maintenant la relation (2.1) par la relation
Plus glnérale suivantve :

(2.2%) B ., =38, kZ‘, (T-8)% ; n=o,1, 2,...
=0 -

Dans le travail (8] on « démontré que 1'indgalité suivante
est remplie @

n
2.3) I3 - <l - m (U L o x

Cette relation &xprime la fait que l'ordre de convergence est r+l.
Les résultats préséntds ci-dessus Justifient la définition

suivante 3

DEFINITION 2.1. Boient X et I deux espaces linbajres et
normés ot l'application B € £(X,Y) gelle qu'il existe 1'appli-
cation B71 ¢ £(1,1) . L application Br (BB € L(T,1) gtes-

nie par la relation suivante :

(2.4) 8,,,(8,B) = B éo (1 -nﬁ)"”.

ot B Ef(hx) est une application arbitreire, e'appelle
™+l-approximante do B™L ‘

81 nous envisageons la définition_ 2.1 nous pouvons proposer
la mbthode suivante pour &liminer les inverses des applications
lindeires qui sont comprises dans 1'expression d'un opérateur

itératift ;

Supposons que 1'opérateur 1tératir % t £~>3X contient dans

8on erpression les inversc¢s des opérateurs lindajires distincts

35
51, see ,BQ e.,f(x,x) qui peuvent &tre des fonctions e x€X
ou non, Supposons que l'application By e,,?f(x,r) se présente
n; fois ; i = 1,q . Nous remplacerons 1'application Bi A la
j-itme parution par Sri'+l (Bi’Bi) y J o= l"_‘{i » 1 =170, ob
J

7= .
Bi est une application arbitraire. Dons le cas od

(2.5) Qo(x) = Q(x, Bl(x),...,Bl(x), ces Bq(x),...,B (z) )
—— O A S Renty’
g Ty
nous obtenons 1'application Q ¢ X X (.Z(I,I))Q»X définie par

S~

(2.6) Ax,B, e B) =

B S UL S SO R AL C T AR CBE 1

I1 est nécessaire de considérer auprds de l'application Q& les
applications R, : T x ¥ (x,x) —-».t’(x,x) qui se définissent par

les relatiomns
(2.9 By (x,8)) = Bee1B1(x),B) 4 1=15 .,

Les nombres naturels J:i:j s 3 0= l,mi s 1 = 1,0 et 8 + 1= 1,9
seront choisis convenablement.

On obtient de cette fag¢on l'enseﬁble ordonné d'applications
(Q,Rl,...,Rq) » Dens le cas g = 1 si nous supposons que Bl(;) =
£ (X) ; pour cnaque solution X de 1'equation (1.1) » (biensur
en cas d'existence de f'(;) )s cebt ensemble représente un éouple
itératif. A cause de ce fait nous empléyons pour 1'ensemble
ardonné (Q,Rl,...,Rq) la denomination de systdme itératif,

Dans ce qui suit nous présentons quelques exemples 4d'obtention
des systdmes itératifs et en particulier des couples itératifs,

&) Considérons pour commencer 1'opéraceur de Tchébytcher?
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du r-idme ordre défini par les relations (l.2)-(1l.3). Ainsi
qu'il résulte de ces relations nous {emarzums Que dans ce cas _on
a une seule application linéaire 3 approximer j 1'application
[f'(x)'] -1 . Donc g=1 et Bl(x) = £'(x) pour chaque x € X
st &vidamment si nous appliquons la méthode décrite ci-dessus nous
obtenons un couple itératif. '

Aingi que nous l'avons memtionmé , par

. [igseeesd
7( [f'(x)]-lf'(x) LA, [.f' (I)I-lr(j)(x)) & }ji: .')J

nous avons désigné un enchainement de couplages (1'ensemble
(12....,13.)
1,% - - .
cation [f'(x)]""f" (x)Pizfois, vee s [f'():)]'lf‘”(x) par

¢+ inclut tous ces enchainements) qui contient 1'appli-

i.j fois.

Lorsque nous passons au remplacement de [f'(x)] "jL par une
approximante, 1'ordre de cette approximante peut différer &
f'(x)]-l o Par conséquent 1'application

(£ (x),0) 2P ()
+1

chague position de
[f‘(x)}'lf(p)(x) sera remplacée par B -
.P‘ (e'(x), 2P’ (2) dans
ot el

la ip-ibme positien, pour chague p = 2,3,..e,) o Dans les approxi-
mantes qui interviemnent ci-dessus, 4 € of(!,x) représente une

dans la premiére position, ... , par B

application arbitraire. De cette fagon la ‘[ia,...,ij} enchaine-

[ 05 Gomiletin Dymo o 15,55

| . 3
_“)l!..;,l] aenchainement de couplages fourni par 1'ensemble 3

ment de couplages qui a §té cosidéré sera un

(ft(x)")fﬁ(x) posey s = (f‘(x),L)f"(x) poen
1{&4—1

{S xf:‘ +1

B l(f'(x).L)f(j>(x) e (£ (2,02 () §

5 .
Pral
¥i;

13
r,’q-l-

- séparément avec facilité, En efret,

3*

Ce nouvel enchainement contient donc i
T ent dornc 12+13+...+ij T Jekel

applications qui pouvent 8tre distinctes,
[pseeesri ] .
. b
% e 1l'ensemble de tous ceg enchainements_.

Désignons par

Du fait que les enchafnements de (1.3) out &t8 calculés sur

1'élément  ([£'(x)] L£(x) seres [0 e(2)) € %I on déduit

que ces nbuvea.ux enchainements de 12 By ’i-ﬂ

seront cal
3,k | culés

sur 1'element i

5 . ' |
( S:K+l(f (x),‘)f(x) gecay B B,'x*l(f'(x),A)f(x))é xJ

D ) s
ans ces expressions 2 2,k £ . Les termes qui corres-
et J =1 de (1.2)

pour j = 0 le terme de la

pondent aux valeurs J=0 8'obtiennent
en

somme de (l.2) est x et reste

X dans la nouvelle application,

Pour j = 1 le terme de la somme de (1.2) est -Lr'(x)]'lf(x)

et sera remplacé par -E(l)(f'(x),a)f(x) "
r+1

De cette manidtre nous avons transformé 1°

(1.2)=(1. ) :
K 3) all g x/x_f(r,x)_;
X et E X x ¥(1,1) —.L(1,3) , les applications ¢ et R
étant définies bar les relations 3

opérateur it&ratif
dans un couple it&ratif (w,R),

(2.8) . Q(X.‘) =X = Sﬂl(f'(x).l)f(x) +

e
T\
2 e e
=2 k=0 G, uyed, (I)E,]gk B3]

\
o :

A (.r.i—)k‘ ! U-.z) -.'; I.,J') . o.)
LL:.‘-)---,&") / .
ﬂ.)Kgé g ('fOO) {6‘))) ‘EG)CX)) A) =

L qs(s}tg-,‘cH $w ) fb, S 44 B0, 00,

. { k X
= R O, S (oo, w4, )
1
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' I
. <35f‘+4 (f(t))A')’-F('r)) . S%;‘,H (fﬁ(‘l,))A)‘J (,_))

(-7

(2.9) R(x,4) = SQH_(f'(x),A)

interviennent les nombres

Dans les relations (2.8) , (2.9)
Jk

naturels r , ( The P P =L,i, , h=2,5), (ng $h=1,3 ,

(ipyee0,iy) € y;k ,

arbitraires et seront choisig convenablement,

keO,§~2, je=2,p-1 . Ces nombres sont

Dans cet ensemble de couples itératife nous remarguerons les
cas particonliers suivants :

) Le cac p = 2 . Nous obtenons ainsi le couple qui dérive de
1'opérateur itératif de Rewton, c'est pourquoi nous l'appelons le
couple itératif de Newton. Les applications § et R auront dans
¢e cas les expressions @

o {Q(x.A) = x =B (£ (x),0)(x)
R(x,4) = B, (2'(x),4)

b) e cas p = 3 , En ce cas nous obtenons le comple itératif
qui dérive de 1'opérateur itératif classique de Tchébycheff, c'est
pourqu.oi nous l'appelons le couple itératif de Tchébycheff, On

a done 1
(2.11) | Qx,4) & x « Sm_l(f'(x),A)f(x) -
-3 Bry (71D D2 8, (0,02, (o W)
R(x,4) = B, (£'(x),4) |
¢c) ecas p=4 , It opérateur itératir qui s'obtient de

39

(1.2) = (1.3) a 1'expression :

(2.12)

AUx) = x - [£1(x)) () - 3 eales)) '1fn(x)([fv(x)] “Le(x))2.

—(1/2)[f'(x)] 'lf"(x)([_f'(x)] "lf(x), [f'(x)]'lfﬂ(x)(ffé,,]-cﬁv)l)*_

+ 3 [ @] en(x) ([£' @] ()3,

Le couple itératif qui s'obtient dens ce cas est défini par

les relations :

(2.13) Q(x,4) & x = Bre1(E'(x),a)e(x) =

=

1
Y §S:i,+1(f'(X)’A)f"(x)(s§f+l(f'(1)’A)f(x)’srz;+1(f'(1)-1)f"(x)

(ss;_‘d»l(r' (x),0)2(x) .SB:(_f' (x),4)2(x)) +

"2 6, +1<f'<x>.t>f"<x><ss: +1(f'(I),A)f(x),BS;+l(f'(x).A)f(x))-

1 ) L] i
e Sr" +1§r (x),4)f (x)(SE_41+l(f (x).L)f(x),ss:+1(f'(x),A),Bsfﬂ(:fé,J)A))
(2.14) R(x,4) = sq+1(r'(x)") N

An cas od 1'on considire des valeurs de p plus grandes que
4, on obtient desg couples itératifs ) éxpresecions de plus en rlus
compliguées.

B) Considérons naintenant l'opééateur itératif de Treup (1.7),
Par 1s transformation de cet opérateur nous obtenons un couple
itératif, Ce couple sere eppelf, 1le couple itfratif de Traub.

Adnsi si nous Bupposons gue 1'opérateur de Traub 1% x-;x. est
dé2inl ¥ 1'aide de Q: I9X qui ne ;:ontient pas des inversions

d'applications lindaires, nous obtenons le couple (T,R)

ol les



qo
(2.24)  ( ®x,0) = Qx) - B 1 (2 (1), 002(Q(x))

B
LR(x,0) = &, (2" (x), 4

Dane le casiot § = I (1'opéraveur unitaire de ), 11 ect &vident
que le couple itératif de Traub revient A celui de Newvon. On peut
choisir QUzx) £ x - 4. 2(x) ob A, Cf(I,IJ est un opbreteur fixt
bour Toute la durée du procédé itératir d'approximation, nous obtew
hone up autre cac particulier mu. rentre dans le cac des couplee
itératifs définis par (Z.24)
Nous pouvons considérer aussi le cas plus compligué Ge 1'opé-
Tetear de Traub ol 1'opéraveur Ccomposant  § contienmt lui-méme
des inversions ade ceérvaimes applications linéaires, Un exemple Qe
€e cas est constitué par 1'opbrateur d&fini par ie rejations (1.81.
Bupposons done que 1'opérateur itératir Q
Bl(x),...,Bm(x)é-zp(I,Y) . Alor:

(QB),eee,B) ob

contient les inver-
sions des applications linfaires
l'opém;eu.r Q considera au systime itératie
3 t X x ,‘C(Y,X)-al s'obtient de g par le remplacement qec

aprlications [Bi(x)]"‘L par B L (B(X),A) i i = 1m e:

B, (x,4) = qu +1CB(x),4), i = T,2 . Dans 1'opérateur itératif qe
Tragb T ¢ Yy intervient ausei 1'applicatior Ef'(x)]--" ami
€T on ajouters an systdme
itératif 1'application E : ¥ x £ (1,0 —Z(1,1) définie par
R(x,4) = SQ_'_l(f'(x),A) pour chague x €X, 4 & -f(x,X) . On
obtiendrs zlors ie systéme itératif (E,E._,,...,Rm,l?), oh ler

se remplacera par E 2 (£(x),4)

epplicatione sont définies Par les relstions suivantes :

xL = Uxh) - 6 (£ (), 002(Fx, 1))

B (x,4) = E;‘*l(ﬁk(xi,lj i k= 1,m
R(x,4) = 8, (£'(x),4)

(2.15)

ha

Dans le cas particulier od ¢ contient lui-m8me seulement

1'application [f'(x)]"", lee applications El""'Rm
de sens, de sorte gue le systime itératif revient 34 un couple
ob 1

n'ont plus

itératif proprement dit (E,R)

(2.16) [T(xod) = Qxpk) = B, (21 (), 02(F(x, 4))

in(:,u 8,41 (2" (x),4)

Par exemple si nous considérons 1'opérateur itératif d&fing
par le relation (1,8) , la seule inversion d'application lin&aire
qui intervient est [f'(x)] -1 » mais cette inversion se retrouve

4
aussi dans 1'expression Ge & . Bn fait opn a G(x) = x -[£' ()Tt
Done :(x,&) =x =B ,(£'(x),0)f(x) . Nous obtenons &lnsi le couple
itératit (W,R) défini. par les relations suivantes

"
(2.27) { Tx,4) = x - Bond (1 (X DID-8,,  (21(x), 02(x-5,,, FOA o)
§
{ R(x,4) = Eq_'l(f'(x),A)
A
A titre d'exemplification du cag général (2.15) nous construi-
rone le systéme itératif qui dérive de 1'opérateur défini par la

relatior

(2.18) T(x) = x-[x,x-t.or(x);f]'lf(x)'-[r-(x)]‘lf(x-[x,x-tor(xnfﬂfm)

En ce cas Q(x) = x - [x.x-lof(x);f]-lf(x) donc : Q(x,A) =
T -6,( [x,x-&of(x);f] +4)£(X) en on obtiendrs la systdme 1t&ru—

tif (T,Rl,E) dé2ini par le relations suiventes :

(2.19){ -T.(x,A) = x-Ss+1( x,x-Lof(x):r JA)E(x) -
1‘ = B ('@, D2(x=6 ) ([x,x-4_#(x)52],0)2(x))

R,(z,4) = g, +l([x,x-Acf(x);f_],A)
4
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Blx,4) = B, (£'(x),4)

C) Considérons maintenant 1'opérateur itératif du type Altken-
Bteffensen défini par la relation (2.9) . EBi nous éupposons que
dane les exprecsions des opérateurs itératilfs les invers¢s = de
certaines applications linaires ne figurent pas alors =i nous
utilisons un procéds analog & celui utilisé dans les cas antérieurs
nous obtenons un couple itératif apﬁelé le couple itératif dg type
ditken-Steffensen. Dans ce cas l'applicati.o;.x linéaire dont on
approxime 1'inverscs est [Ql(x),OQ(x);r] € .?,’(x,!) + Nous
obtenons de cette fagon le couple itératif (Q,R) ob Q' x&f(x,x)
=X e R: X X .f(x,x)w_f(x,x) et ces applications se d&fini-

8sent par les relations suivantes 3
(2.20)  {Q(z,0) = @ (x) - SNI([Ql(x).Qg(x);fJ.A)f(Ql(x))
Blx,4) = 8, ([Q,(x),Q(x)5£],4)
Dans le cas particulier {; = I (1'opérateur unitaire de 1'es~
pace IX) et QQ = E on obtient le couple itératif aqui dérive de
1'opérateur classique de Steffensen. Ce couple s'appellera le

couple itératif de Bteffensen. ILes expressions des applications
Q: fo(?,!)—)X et R: X XX(Y,I)—,.(;@(Y,I) seront

(2.21) QUx,4)

x - Sr‘_l([x,ﬁ(x);r] SA)P(x)

R(x,4)

sqfl( tx.a(!) ;f]p“) U

40 ob 1'on a aussi Q@ =1 1le couple défini Dar les relationg

(2.21) revient au couple itératif de Rewton,

g
Considérons meintenant le cag plus compliqud ol les expressions

des cpérateurs itératifs Q et Q, contiennent des inversions
d'applications lindaires, En ce cas 1'opérateur de Bteffensen
conduira A des eystdms 1tératifs.

Buppoeons donc que 1'opérateur Ql contient les inversions
des applications lindaires Bg_l)(u),...,Bil)(x) cependant que
1'opérateur &, contient les inversions dts applications lindaires
Bl(_e)(x),...,Bi?(x) « Nous supposons que toutes ces applications
lindaires sont distinctes. Alors 1'opérateur Ql conduira au sys-
time itératif (Q’l,R:(ll),...,Rél)), ol 1'on obtiendera QTl de &,
par le remplacement des applications [B:(Ll)(x)l-l par
sr“ +l(B§_1)(x),A) s 1= lel » cependsnt que H:(ll)(x,A) =
= E,.‘ +1(B§l)(x),1) $ 1= 1’71 » L'opérateur Q. considera au .
systime itératif (Q_Q,Rgz),...,ﬁ(z)) » ol 1'on obtiendrs 52 de
& rar le remplacement des applications [Bj(_2)(x)]'l par
Er' +1(B§_2>(x),l) t 1= l,_m2 o L'application [Ql(x),Qe(x);f]-l
ae?a remplacée par SNI([_Q-I(:,A) ,32(1,1)31’],” et on devra
ajouter au systdme itératif 1'application définie par R(x,A) =
= Sq+1([al(x,L),Ez(x,L);f] »A). Adinsi 1'opérateur itératif de type
Aitken-Steffensen conduira—t-il au systime itératif (Q,Rgl),...,
D3, 8D

(2.21)[ QUx,4) = G (x,0) - B2 ([ Qi 0, G 052 L2 (x,00)

2" (x,4) = B, +1B7 @, 1 1= Tm g k= 13

R(x,A) = sqd([ﬁl(x,L)',EQ(x,Aj;fl, A) .

A titre d'exempler du sitdme itératif (2.21) coneidérons
l'opérateur itératic Qs X—>3I Jérini. par la relation (1.9)

aans laguell les applications Q’l et Q2 sont définies par les
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relations

(2.22) a(x.l) = al(va) - SN{[ql(xo‘) paz(xv‘)‘f] v‘)f(al(zv‘))
B (x,4) = Sqfl([x,x—lof(x);r],L)
R (x,4) = 5q2+1(["“‘of(x)‘f]")

RB(x,4) = B, 1 ([Q(x,4),Q,(x,4)52],4) o

Dang les relations (2.22) les applications ﬁ-l » & dﬁ.((!,l)-;
— 1 sont définies par les relations suivantes i

Q(x,0) « * = By (ma-d 2(xit],02(x) ot
52("*’ Sk "sraol([x,x-CBor(x);fJ,L)f(x) J

Les couples 1tératifs de méme les systémes itératifs sont impor-
tamt par les suites gu'ils fourmissent. BEn ce sens nous définissone
la notion de procédé itéretif fourni par un couple itératif.

DEPINITION 2;2. On_appelle proc8df itératif foyrpi Dar_yn

couple itératif (Q,R) Lz pairs de suites (xn) By et

(%) o8 x € X est un &l8ment arbitraire et AOQf(I,I)
n €N 2 ;

est une applicatioem arbitraire et
(2-23) . Xl = Q(xn,ln)

Ay = R(xm»l’&n) new .
Dans le cas d'un systdme itératif on a une définition similaire,

DEPIRITION 2.3. Considérons le systime itératir (QuE;pene,y

R,B) ob Q: X xf(1,X)->1 ; B, 1 X2 (4,0 > L(T,X) i=Ta ;

R ¢ Xxf1,0) »£(1,%) . on sopelie procédb itératif fourni par

ce systdme itératif, 1'ensemble des suites (xz) 3 (Bk,n) ’ o

== ne neix
X =1l,m ; (4,) i définies par les relations ¥ recurrence :
nel

ks

(2.74) X1 = Q(xn,An)

Bk,n = Rk(xm-l'ﬁl?
Aoel = Rz .40

o x £X ot 4 € L(1,X) sont arbitraires.

I1 résulte des relations (2.24) que le rdle 1e Pluie important
revient aux suites (xn) : ot (An) . indépendamment dﬁ fait
qu'elles sont fourmies P&r un couple ou par un gystdme itératir,

Ep ce qui va suivre on posera le probldme de ddterminer des
conditions suffisantes pour que les suites composantes d'un procbdé
itératif fourni par un couple itératif ou par un systdme it&ratif
soient convergentes. Une telle &tude effectube dans le cas ghnéral
fait 1l'objet du travail [ ] .

Les paragraphes qu'il suiviad, contiennent des théordmes rela-
tifs A la convergence de quelques-uns des procédbs itératifs cons-
traite ci-dessus.,

Dans ce qui va sulvre nous adopterons les notvations Buivantes i

- par LipL'Q(x,I) nous désignone 1'ensemble des applications
non-lindaires g : X -»Y qui vérifient sur 1'ensemble HCX 1la
condition de I.ipschitz.avec la constante L c'est-a~dire que pour

chague x et y €I ona 1'indgalité :
flex) ~ g€ Lz - 5

- au cas o 2 représente un espace linaire ncrmé, nous d§-
signons par B(a, £) € 2 1la boule dont la centre est en a € Z et
le rayon £, €503 c'est-a-dire ; .

Ba,€) = lx€z|lx-ance]

- par 'jX ($) nous désignons 1'ensemble des spérateurs itéra-
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4&

: > . ‘ T

Sifs racvacaés X 1'application F i X —>T i ¢'est-a-dire 3 1
{raY

avlion

§ 3, Le toavercence des srocédbs itérasifs Zournies .par

L& couvls itéravif de Fewton A

4insi qu'omn 1'z wu ci-dessus ie couple itératif de Newvon est
et B aXxY,5)

-}_f(l’,l’) qui 8 4srinlsent par les expression G2, 10

consvivu¢ des apnlicavions QML B % .f(l',i)—af.

e procédd iséravif fourni Qar c& couple est donc composé par

ies suices {zn;'néli gt (&)

[Tl s g oS pipeg M ed SG5
& F ey i’l \_i-\ . -“2‘==o 0gr
L -Alvlﬁ = Ah .i/ . ‘.T/ (7""')/4"1': 1
AR =0

B ce gui concerne ia comvergsnce d4¢ ces sWites nous Atablis-

sons le snforéme suivang,

2€ Sanacn, 1o fonction aamety une dérivée qu tyne

fréchec Au premier ordre & e Lig,L 2L, o0 (X,3)7 , ot DIy
i

il existe un nombre B >0 S&l QUe DOUr chague x &L il erxigge

L'aprlicasior [2!(x)]™1 € f(y,1) st [zt €5,
i1) le point initial xoGD @t 1'dpplication initiale
i € X(Y.I) Sonv choisis tels gue le nombre donné per 1'égalité

s 2 3 : /
{ B e, L - flarhlllf
Cq

1
2

5(x_,2) de rayor & =

S5t incluse en D ; les
=5 SUciuse en =CE

5tant choisis tele cu'ile vérifient

43
le Bystéme 3
1 (YA
¢y (14, 4 ~teg ) et <4

.2)
< Clterilive s . sy ¢

C.
2
alors

J) les suiltes (xn)neli 8t (‘n)ueﬂi définies
ons (3.1) TSo g%

)] i'éguation (1.1)
T = lim X

Moo

Ar les relati-

80Dt convergentes s

admet unc solution I &€ B(x,,R) gy

avec q 7/1

3idd ste 1° cation 4 = [f'(x)]"le’f(z,x) ot
i lim % i

Jv) on 8 les inbealités suivantes i

2 "
e () 2

(3.3) C = <
“ Tnel ) “ LB ((11_4)
G0 e ’
o d N S i
(3.4) 4y =2, [ ¢ Bli+cy o ,¥=g+c,ccﬁ‘
- C4 CCLM- ‘) d,L’L
(3.5) lz-x ¢ : !
LBl -1 (1-d*)
1 yk
(3.8) llz-‘u < B(H‘Cz) —ﬁz ‘o(d.)

Déuonstration,

1'induction mathématique que les propositions suivantes -son,t vraies

Nous démontrerons ‘el employant la méthode de

dour chague nem ;

a)  x, € B(x,R) ;
b) f= & B (1402 2 ) £ ¢, e .
&=lz- lxa [ 6, &

)l agys e e,



Lg
En effet des aypothdses du vhéordme il résulte &videmment Qus
les propositions a) et b) sont vraies pour n = {. En ce Qqui

concernme i& pronosition ¢c) on a

a0 =Nk x )17 = perx )7L (1 - LE VIR B
SAEE G Thp e e - (x4, 1) < BQL + C4)

et du fait que d4<1 op a “AOH_ SB(1la+ C,) , donc la proposj.
-~

tion ¢) est vraie pour n = 0 .
bupposons msintenant gue ces propositions sont vraies pour p.
= & , nypothdse de laquelle nous d8duirons leur vérité pour n = py)

Pour le proposition a) on a1

m
Vg =z f] € D g, -z ¢
‘W (:=0 h . 7 k
L VA
A el 20 11- F e A
< Eof, nAc I =

En employant 1'hypothdse de 1'induction (les pPropositione b)

et ¢) ) on dbduit : ¢
X e d’ Z,L & 2t
f -x < B(H’Cz) 4" ¢
lﬁ-‘.l [¢] ” %/ LBL(""C:,)I e Q

Y wm ; i
(FG 4. 4ot ¢ cpnd
<Q(+q +%Zdz<q(;4, =
LB O+G) e LB -1 (1d

d'ol i1 résulse que x .. € S(xo,R) » 4donc la proposition a) est

vreie pour n = mel

Pour &tablir les inégalités de b) an a's

(3.7) £z, D | <llecxy, 1 =2y - e ap(xy, - )+
+ [If(xm) + f'(xm)(zm-c-l -x)

Du fait que f admet une dérivée du type Fréchet sur chaque

X €D et du fait de l'appartenance de 7' & LipL,D(X, ,f(x,!))
i1 résulve que

hLe

(3:8) | 2z, ) - £y - )y = ) ] €

NECED - gy -1y

ol ?: x +0 (xm-o-l - xm) » © € (0,1) . Du fait que la bouls
S(xo,R) 85t un ensemble convexe et de l'appartenance ge
& cette boule i1l résusulve que

Ainsi

X xm-bl

E‘e B(x_,R) , donc que ?MGD

(3.9) fl£¢ E) -2 (xp)fsy ll"f“- ) =Le Bxpey = x [ ¢

N L” xm-fl-xmu

Ou ddauit donc de (3.8) et de (3.9) que @

(2.10)

A . /
s LIALF e (St feeAnn )
R=0
En ouvre on-remarque Gue

k
{-sz)_«» £ (:T) Ciuﬂ-in) = ffr-:.a ~f %_)Ah*_g,a—ﬁr.m,‘)*{(m
[T = Sy An ST - $e)A] f )

On démontre facilement que‘kl-o

) vy . budl g

L= A O (I flam) An)® = (1= flcnya, )

R=p

ot ainsi :

Go1) || f(xm) + f"(:zm) (Xapy ~X) | <111 - {’cz,,‘)A'm[lm”fa“)“

De (3.7), (3.9) et on déduit- qgue 1

L .
Go12) M@mdll € LUAWE ozl D' 1- f ) A II* 4
+*eo

H 1T = 3ty A, 1 (|

On a ausei 3

(3.10)

ll:f(im‘) - f(z,‘)- féz_)(x_ﬁ-x.‘) < ll=x,, —x_ g



So

9
To B0 iny =1 -0, 4 5™ T- 20, 08, 0" .
£=0

= (T - 1'x,, 0%
d'ob 1'on ddduit que 3
b2 - oy, 0, el - £ (xg, by | <
. atl
< (T - r(xpa, [+ B, q) - ez 4a D v
et du fait que | T (xp,y) - £ ()< 1 || Xpe1 = X || i1 résulve

(3.13) U1 = § i) Al €
. ; aha o H
M= Fetm) Al 4 LUAGE S L= ) Aual ]
A =0

De (3.12) et (3.13) et en employant les notatione introduites
nous déduisons gue les suites (? \ A oy (Jn) vérifient le

systéme d'inégalités récurrem:es suivant i

fsy € €F (20"‘) Fp oM
va ‘[a' +PWZJ' ]TH

En employant les hypothéses b) de 1'induction nous d8duisons ;
k-
YM\ ol (1 +C,,al+ +erd ") +e i g
’_‘ -
clG+c(tregd +. 4 ey %) )] g

d'ol en venam: compte des mégalltés 4<1l, r30 et g3l nous

(3.14)

déduisons que -
LA
sofatrrsrety g d
(3.15) e o
re (A4 4t 9]
a'm g [ & +¢(a+¢, 1
Les nombres G, et G, vérifient le systdme (3.2). On d8duit
donc de (3.15) que

w44
(3.16) {?w =% d’l

-4

<o f

51
Les inbgalitée (5.16) indicuent gue jes Proposivions ¢)
sont vraies pour m = m+l
Pour démontrer la vérité de ia Broposition c¢) pour n = wel

11 suffit d'utiliser les relatione iwmédiaves

ligeal s N 0§ )™ 4 Amyy = )™ I <

US| (A4 0T - ) A, 1) €B(reed" ).

o - R : ! < C.
qui démontreantv gque ia proposition c¢) est vraie, B+ 2)

Le principe de 1'induetion mavhénatigue actest alors gue les

propositions 'a ) - ¢) sont vréles pour chacue nel

Dee ces reletions on décuit Cue

G I — x|l s & I\I x| ¢
ntm-a _,L_L\ * ‘
ST A D b \, cGlte oy )
< 2 A ool 1 ") St

C=m f&e—o ,2."' LBO+e) L:L
AL Cc,'”ioa

(3.18) |A. —A“ UA“EHI {CZW}A“
g,um\ LH §er Ay +Lum1 I eon Shi- q‘rq-),qu]

=1 e
Gl Mﬂ}z* 1
~’-B(l+c,_)Zo( a’. = Bli#e) % d —xd
A=y o dE ~ 1
by !
% XK= + G (Aa+G ... ) §+c, -
Ainsi c,—1
'lf“l )
3.19) [ Amewm = Aull € 2, WAy - Al €
"H'm-d b 3T E;\ b‘nﬂn { ‘k
$B(+6) D Z(xd) = Bl+g) St D (4F)
t=m k=4 &=y ten
ATI0h FACD SN
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] 2."‘ & d, o
Du fait que § (i ) <

{2

»
» Pour chague meN

i1 réanlte que

1 ™k
G2 LA, - AL S Bl S (xd )
< *=4 " 4 af:')

Los relations (3.19) et (3.20) expriment 1le fait que les suites
(xn)nmCI et (*n)neﬂ C.ZD(I,I) Sonv fondamentales. De la complé-~
titude des espaces X et ,g(!,x) il résulte que ces sultee sorn:
convergentes. Si nous désignons par x » Tespectivement par i
les lizites de cecs eultes et si nous tenons compte de 1z continuité
de la norme et de la continuité des applications £ et g » nous

déduisens des relations b) que
LB (14 0020 2D « o
lz-2@il=0

Le premidre des ces relations implique que £(X) = © y donc le
fait que. T = linm X, représente une solution pour 1'équation
(1.1) . La deuxidme Telation exprime le fait Que l'applieatigr
(e L (X,1) est inversabie o [FrelrelA N A . B2
dans les relations (3.17) et (3.19) nous rt;isoﬁe E—>% noyug
obtenons les relations (3.5) et (3.6) . Le théordme est donc
démontré . _

Parmi les conditions dy théorime 3.1 » la plus incommode est
1'invéreabilité de 1a dérivée du type Fréchet du premjer ordre de
1'applicetion f » pour chaque xelD 8¢ le faitv que cette dérivéé
est bornée sur D , c'est-b-dire le fait qu'il est nécesszire qu'il
existe une constante B> 0 telle que pour chacue x€D op ait
u [_f(z')]-ll$ B o Cetue dernitre condition est difficile & vérifier.
On peut modifier 1'énoncé du théoréme 3.1 par 1'élimination de la
condition incomzode au détriment des conditions imposées aux &1&-

Bents initiaux qui deviendront Plus fortes. On a ainei{; Snéorspe
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guivant @

TERORELE 3.2. Si 1'application £: I—»Y 3 X
de Banach, admet sur 1l'emnsemble DCZIX une dérivée
des espaces 3 :

WG les
tvpe Fréchet du premier ordre et f'eLipL'D(X,x(x,;)) t
dy type Frechel du premiel OITIE S et _les

¥,X) psont choisis de telle
g1éments initiaux xoeDC_X t Log,f( »X
glements 1nlb.alx et

manidre gue ¢ ’
' 1~ Ly Aoll } < 4
1) 4 = max {’_-_“f‘_“lH(—x.)\\,-*c;l\I { oI}
Cy
¢y (4 - C:H) d gn.t (ﬂ)
T L (-8 l Al (A-d)
0, C,>0 vérifient le systdme i
i1i) lec nombres Cl),\, 2 I'LHJ ; °(+.<7-+...+o(q')z$1
[64(4+CJ_+-"+51,)L+ C_L 4+

et Y étant

11) 1la boule B(xo,R) D oh R =

hy19+4
Goond Lo+ (Aeta+. . +60] < c,

,(+,<’-+...+-(q'éi

O_h d = cl + CZ H . : : v
alore il résulte les conditions J) - JJjJj) du théordme 3.1 ob

2,2) - (3.6) sont remplacées par les indgalités

lec infgalitée

suivanteg " L‘,L
oy )P Cy (4-‘:.7, ) g4 Cd,d)d,
o2y Wwpe =2 b2 T TRl F0a

i ., ™
| -l wd)
AL = ALl £ 1 Aol L(ﬁ /g,‘{’j‘- 4’ _' 3:,1

(3.23) |
l
H
L
ob Ir‘!'): CZ + Cl Cz -4

\

e (4= szLH} d”

wd)
LA (1-¢d) (1-d?) 9

A

Goow) UxX=%nl =



L
(3.25 uK—Anu = ﬂAoll g.z,q_(x’dh L)/ T

Dans 1'énoncé ci-dessus nous avons crit

g o) = expl (22 ‘*0“ Y 4-2@«@ )]

’e=4

aw“‘-
gz‘q-(ﬁ‘(7d/) = L'Lf;;\" ,(::__dﬁ

Démonstration. On démontrera gue pour chague n€F sont vraieg

les propositions suivantes i

a) xnés :

D¢ = B4 (et o, &

o0
- - L}
d’;- Iz - 21 txpa <o, @
Tl A 1
) 4,0 ¢ _\"“ , NAol 9 (=, ) |
o dtidey 1o
9., &
4,{

Des hypothdses du théordme il résulte immédietement que les
propositions &) - ¢) sont vraies pour n = O, bupposons donc cue
Cee propositions sont vraies pour chn&gue n< ® €T nous er déGui-
rons leur vérité pour n = nmel.

Pour a) om a

.8
G20 Wxe ol € Uackifanl > | I—§(wA
d ol “R=0 /1
<\_L.__(1+c1+..+ &) < ey (41— g(ﬂ’d)d
L DA L (4-& ) JAol ™

De (3.26) il résulve que ¢

A 14"
1%, -zl € 2 lxg, -l < 9U=€7
=0 L (+-eplAl cz)llk\l

(4&214

s
51(4" dagcq_c'(d’)
L (-c) 1A 1 (4-d)

£

donc xnle.scxo,n) 5

Le menidre dont s'établissent les relatione b) est absolument
ansiogue & celle utilisée au cas du théordme 3.1 .
Pour établir c¢) on a 3

o, 1 < UA,L i (W= $anAm FLUALE 1o D ®
A= o

<A z Lecs eydZ T* = T4 z@w

d'ol 1'on déauit a.ussi t

G2 UAn,l 4 ﬂA,u D 4%:(owt‘)

On a évidemment la relation suivante

1wl > LAml [1- 2(\\1 £ ) Al +LIA, n‘u&uv»)ll) ]
Rxa > ALl L4‘Z/(Kd~) J

d'ok 1'on déduit que ¢
S (wd®* ]
4

(3.28) | Awmyll 2 Aol n L'f —*
Des ra.;sonnenents et des calcule Bimples du domuine de l'analyse
lnthhatique nous condu.:.so.nt aux uégalités suivantes @

(3.29) TT 4= Z @(otij"] 3 %41_@(’0(')

*=y
et

Gy ] S £y d
Dg; (xd”) < 3:,1_("(_‘ )

Les relations (3.27) - (3.30) <rAfléchissent 12 fait que la

[ —



Se
propridté ¢) esBt aussi vraie pour n = =+l .

le principe de l'induction mathématique assure la vérité des
propriédtés a) - ¢) pour chague néek .

la suite de la démonstration est absolument similaire & celle
du théordme 3.1 . Il résulte ainsgi lee indgalitds de 1'8&noncé.

Le théoréme est donc démontré.

En examinant les &noncés de ces deux th&ordmes on constate le
failt que la convergence des suites -(xn)ne{N et (‘n)mm‘ est 2
quadratigue et que ce rait ne dépende pas des valeurs de r3 0 et
Q2 1. 4insi on peut corclure que du point de vue de 1l'ordre de con-
vergence, en tenant compte du volume des calculs, les méthodes ob-
tenues pour r =0 et g =1 sont optimales.

Ii reste totefois le probldme du choixr du point initial,choix
conditionné par la paire de valeurs G.l et G, , déterminée par
le systdme (3.2) ou (3.21) respectivement. Une telle paire serz
ootimale au cas ol le nombre ¢, & la valeur maximale.

Considérons le cas du théoréme 3.1 , done le cas aucuel on im-
pose & l'opérateur f'(x) son inversabilité et de plus 1l'existence
d'une constante B>0 telle que l[f'(x)]-lﬂgh pour chague x¢ D.

En ce cadre considérons d'abord le cas r = 0. Le systéme (3.2)
devient @

(3.31) e

(6, + e < ¢,
On déduit avec facilité, & 1'aide des méthodes du caicul difréren~
tiel , que 1a paire de valeurs (01,02) dans laguelle Cl est

@axiwal est donnée par les relations suivantes ¢

1
C‘ =3 i = > C. = = =
QH)"T . (a+0)’®

Fous remarquons que la suite ayant le terme zéméral \lﬂ est
(4s0 ®

St

strictement croissante vers 1'unité. Donc plus gq est grand, plus

Gl est proche de l'unité, en restent voutefois inférieur & 1'unité.

Considérons maintenant le cas auquel ¢ est arbitraire. De la
premiére relation de (2.2) nous déduisons que G, < 1 et C. < 1.
Donc méme dans ce cas il n'est pas possible d'obtenir pour Cl des
valeurs supérieures & 1'unité. Ce fait indique qu'il est inutile 4z
considérer des cas auxquels r > C.

Pour r = C° les relations (3.1) deviennent:

Thel = X~ Ay Hlxp)
(2.32) q - i
7 AmlzﬁnZ(I-f(xn)%) 3
£=0

Du théortme %.1 il résulte le corollaire suivantu:

COROLLAIRE 5,3, Bi les ensembles X et Y sonv orgunisés

L.

copme def espaces Ge Banach et la fonctiorn f£: i —Y acmeiy sur

l'ensemble D € X une dérivée du type Frécnet du premier ordre,

evte dérivée est inversable f' € LipL'D(X,i (X, ¥)) et il exisve

[¢]

une constante B > C Telle que u (f'(x)]‘ln < B 3 les élémenys

iniviaay xz eD C X en L € f(x", X) vérifient les condicions

sulvantes:

L 4)’;—’*131 0. ( 1)%1“ l( )K“’ﬁ <4
@ L+ Pl (94 -1 (=
1) d=mox{LlB Wn (= 1 ‘Y

i

‘ Fisctd
(ad)/(LB(1-d)(1e(q+l) 7))

ii) ‘la boule .':}(xo, R)CD obu R

du théoréms

il résulse les conclusions

¢valuations daes erreurs d'aporoximation sulvantest

LY

o meN

7 33 it € k
(3.33) N2, -l € Lalis (4071 ]
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gl 7'1- -~
i+ (7+l) 9 7*i‘d . d" . meN
(3.34) l_A.,,'A‘I <B p ‘)%i i (r";— J.L‘ ’
pe »

o2 G

(3.35) 13- ¢ s il
Lafl+(7+l) § J(l—d )
2L 02"
g I+ (9en) 1 4 —

(3.36) HA-Al £ (rdﬁi bat (7,4)'3'—1

Dans le cas particulier gq = 1,

donc Gans le cas de la métnode

(1,13) il résulte gue cl = 02 = 14 ot

d- ,..,.{E;‘:Bilf(-.)s, Y i I-f(-;)A.ll} <

d
R = 5L (|—d)

9t les évaluations des erreurs d'approvimstion sont données per les .
inégalités suivantes:

Z
d
(337 Frw -2 0 ¢ =1 a s meN
58 2
Gy H AL -AM € ——d" jme
1".
| weN

S N TV T
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"

sed
8 (4-d¥)

(3.40) U/?«~Anl) £ ned

pJ

Si nous nous plagons dans le cas du théorime (2.2), donc dans
le cas dans lequel mous ne Bupposons pas 1'inversabilits de la dé-
rivée du 1,;ype Fréchet de 1l'application £ en D, il est nécessaire
que les constantes C, ev C, vérifient le 5ystdue d'inégalités
(3.21). En ce systime la condition e+ o4 ... +% < 1 intro-
duit des resvricsions plus fortes. Danc les travaux [‘I‘ J, [5] nous
avons démontré que dans le cas r = 0 op obtient pour Cl une va-
leur maximale pour q = 2, On obtient en ce cas ¢, = 2,{5\/?), C, =
= 1423, Du fait que la troisiéme condition ay Eystéme (3,21) ne
dépend pas de 1a valeur de r, nous bouvons conclure que los valeurs
des nompres Cl et 02 ne s'améliorent Pa&8 s&i ou cnoisit pour r
des veleurs supérieures X O.

Donc dans les conditions du théordme 3.2 le cas optiwal est ce

qu'on obtiendra pour r = O, @ =2, done celyi de la méthode dé-

finie par les relavione suivantes:

anﬂ. =X, -4 f(x)
{3.41)
l‘nﬂ a1 £y Ay +(2(xp 00 4 )2 )
dinsi on aura
Cimiie - &l oyt _ AS+hygv
AT L X oAl 3202
3 /
d= max{ 3L AN eyl | 3v5 1T~ £y Aoll } <1
2
2
(364 VT + um d. (G-1d e v5d

4704 L Aol (1-4) =i 3443
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Les ovalutions dss erreurs d'approximation sont exprimées par les

inégalités suivantes :

26305+ 11 2R Oz —13d%45 ¢
o42) < &&=2e ¢ 117 27 o 4
(5 "xn-tl_xn” 1701 L “Ao ll -+ 5 - d°- aVT

) . = ~D 1 n
(3e43) Hap -4, 1 € W) l%gﬂi A% (1, lopmaofz 2 ) .

2202

P (V2 -1)a%s g

3(1-a%)
o T iy O
Go) F3ox ) ¢ 36303 s117)e” -, exp (L =l)dy ‘/: &
1701 L a4 | (1—a=) > - a"=db

(]

(3.45) ||

5 2 21’1 qV= ,-!211.1-1
-4 < ugo“{ﬂﬁi‘g_% + ( L2psu V= - J
1

520 ~n+1
3202(1=d° ) 2

exp B =1%o

3(1=d°)

§ 4. La convergence des procédés itdratifs fournis

par des couples itéretifs ay Type Traut.

Considdrons 1'opérateur Q€& jx(f) » opéraveur qui ne contient
Pas dans . son expression l'inverses de certaj;nes applications linéairee
variables, Alors, ainsi que nous 1'avons déji faiv remarquer, &
1'aide de 1'opéraveur & nous pouvons construire la couple itératiz
de Traub (T,R) avec T : X.x £(Y,X)->X et R : x x L1, —

- (I,X), ces aeux applications &tant définies rar les relations

(2.14),

Si nous envisageons les expressions des applications Em_l_(f'(x),A),

ile procddé itératif fourni par ce couple sera consitué des suiteg

(dnem b )y em °hf

X

A -, [ 2 £ 00" | 2ty

2 n+l
(4.1)

T B R L TR L

k=0

A1

En ce qui concerne la convergence de¢ ces suites nous étabilissons

le théoréme suivant i

THEOREME 4.l. Considérons les espaces de Banach X et Y et
DSX la fonctions ¥

la_fonction f 1+ X—»Y , Si sur 1'ensemble

admet une dérivée du type Fréchet du premier ordre inverseble, f'¢

(= LipL'D(X,e‘f(X,Y)) i i1l existe un nombre B> 0 gek que | [f'(?{)] -lll
<B ; pur l'opérateur Q € jx(f) il existe lep nombreg K> 0 :
¥>0, pelW zels que J£(x)) ) € EReIP et [lQx) -x| ¢
LM ”f(x)”, pour chaque X € D ; les &lémentc initiaux x, e DCX

ot 4 €L(1,%)

vérifient les conditions @

SEEEEI N R S BRI C RN Pt

ii) la boule au centre danc le point X, et de rayon

R [2uc + B(l+o,)EcP 1=g5' ll d ]
- -
= 1 20881 v 2 P

boule désignée par 8(x_,R} fait partie du domaine D ob.
e(:mi.n{.?p » DD+l , p+l , a+l

iii) les nombres ¢ >0, 5> 0 vérifient le svftéme H

2 Tk, r+l o, Sk
- I.B‘(l+ce)‘2iizc§p( ST cg) Z*KCELC? +L-.EB(1+02)01 2c2J$ c;
(4.2) : k=0 £=0
2 2. p el
[c2+LBH(l+c2)cl + LB (l+cz) Kcl E 5 ] < Cs
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du théorbme 3.1 et

alors résultent les conclugions J) - 33

aussi résultent les évaluetions suivantes de 1'erreur d'gpproximatio;l

™1 ]
P l - co ] < N
. N £ o
(&d3) ﬂxn+1— x, u < I.Mcl + B\l+02)Kcl N o1 a s n¢
=
D o B o+l '
& 1-(As 1
(het) Ya -l ¢ Bla+cy)p d | i Bl
{ . o«
| -Fd
oty A= c, + m(l+02)c1 + LB‘(l-bcz)chf él Gg i
! E k=
n
e ZH 1= ci’}‘l c‘
(4:5) [% - x| < [Mey + Blavey)EcP =] 3 P B
1l - C~ of (o =13
< uplpseandn  Fagts

ne€ L,

o L, 22
(Ba ‘ ‘
v n ’

LR
1-e¢t (Nl

4,6) - . -
(4.8) NT-a | s B (l+cy) é

Démonstration. Comme dans le cas des autres théorémes nous démon-

trerons & l'aide de 1'inauctiorn matnématique gue les pPropositions
sulventes sont vraies pour chague n €N :

aj) x; €8(x,,R) ;

b) ?n

To

bez ol € ¢ .6

"

-
hz- f'(xn)Anu Se,.d

n

c) “An [l <$B(L + 02) 2

Les propositions sont &videmment vraies pour n = O ; nous sup-

poserons qu'elles sont vraies pour chague n<m eotv nous en dédui-

rone qu'elles sont vraies anssi pour n = m+l .

Pour la proposition a) on & :

@2 =gy - 3l <lle) - x o+ Nay llzcacx;007 .

€3

. LA
» Kk
. é;, Il - ¢ (x4, ]* <

LS
< ¥ (x| + B(1 + ¢ K 0 £(x,) up b 2]\1 - :-(xi)xinkg

n + y k.
< lcld’(.' + B(l+c2)Kc§.d?“’ [1 + cad-‘ +oeot (czd*‘) ] £

1 - cl.“‘:L <‘. -
£[Hcl+B(l+cZ)KcPil“‘ a $ i=0,...,m .
Donc

P l-cr’l

A b 2

(4.8) ﬂ Xpe1 — X, [l Szuxi*l xing [Mcl + B(l+02)KcPi l~ .

=0 : =Cs

; d‘ SR .

1=

La relation (4.8) démontre que x .. & S(xo,R) N }

Ensuite on a
9 ez, ) | € | 2z, p) - TQxg)) = 21 () Xz, 1 (2 ) || +

+ D@y + e Q) - wx)y ]

D'une manidre analogue X celle employee aux démonstrations desg

théortmes précédents nous déduisons :

(4.10) [If(xml)-f(Q(xm))-f'(Q(xm))(xml-Q(xm))ﬂS Lfx,, =) ] ¢
et a.ussi H

) r ol
(4.11) | xmlq(xm)}l shay ﬂﬁ(Q(xm))n kg NI-£* (x )8 ,x <
=0
< BlIve )X fe(x )| i“l-f'(xm)tm he .
K=

De (4.9) et (#.20) nous déauisons que 3



C4 6s
(4.12) 'fl;xm,rl - 2RAx 30 - f‘(qum;)(xml- .g(xmj,)g & De (4413) = (4,16) nous déduisons
< Z \P"-,E o - = N r = g - N S
& B Qo) T K{_:/ T - e (zpoa 4 <. (4.17) eCax)) + £9(Qlx )Gy g = <) || €
En ou : € R(NI-£'(z )4 |"* +LuB(2 O ST (T2 (x )k ) flex
tre on a : € BE(NI-£" (x4 |77 +LaB(1ee D lI£Cx D] & -2 Gxoa ™) ez %
(13) [ £E) + 2R ) Egy - ) | < e DURE B sl Badl
' 2 2 L esy = - Ky 2
<z - £ Q2,038 (2 ,4) | J2(atx ) | (4.18)  H£(z )l € LET(1+cs) ol £ 7P ( szn I-£'(xpda ™) <+
. bo] %
) ) , fyT o T+1 e iae ) P ( (x b%
()1 -z (208, (x4 )] + nf'(Q(xm”‘f'(mel-nS (e Ji P + ECYI-2* (2 A 0 T+ LB (iee ) I2(x )] KZz)on -2 (x )8 1) o) F
palingRas: 10 R4
dais . H:F(Q(Ih))” Ep outre on &
laz,) - x < flacx ) - P , il
laz) - =] < [FCWEENT ”xmj oll € Hex)) sl 3 -z g < BT - 2 (a kg fi= UT = onGa |57
m A
_—_ 1~ .
S dea 4 [m* + B(l+edKe? — :; ! S s S ONT =2 Gk [+ oy [ 1£ Gpya) = £ ) 3o+l o
- 2 - f-g- ™
et parceque d- ¢ 4 £ : =t "= -] 11 résulve que : sl - :"'(J:m)Am b+ LB(1+cy) |} T, xmu )q+l
& @ b
p et par suite de iz relation (4.7) nous déduisons que
”Q(xm) -x | < [2“"1 + B{l+c,)Ref 2 ) . g
i =Coy R S <
o (£.19) BT = £7(x D4, | & CMI-2'(x )4 | + LBii+ve,) HE(x D) +
€t ainsi Q(xm) € S(XO,R)QD - o4+l el ol 2 r
Du falt que 2'e Lip; (X,f(X,1)) 11 réeuite que : LE (o) 2 N2edlF DT =2 (xps, |1 2
= £=0
(4.14) Neeg - < B .
QUxz)) f'(xm)n £ 1 Q(xm)-xm' < L nf(xm) I . 8i nous envisageons les significations de ?m et de Jm de

R N . I A en S Y .
On a aussi : le propositior b) nous obtvenone le sysitéme ¢'indgalités récurrentes

2 o Bkipm oy & Lt
(4.15) fars € 1B (ae)"” @2FC 50 7)) “+k@ T LBU+S)S, EJM)P:
= = ARemp

- Ft . - b 1

lz-¢ (xm)nr(._m,gm) u <)z - f.(xm;im ” ot (4,203 -

< £ =7 P o s ky g+l

(4.16) | s r Cs $[Jur 1BC1re) € v 15 2ee )"0 8 52 50)
PALIT ) R t 4, _{Z,‘ hz- U= )4, 1 < ' -
<=0 z i

- _rn employant l'bypotése de 1'inauction ?ﬂ‘ P , J—m < CI(_:(L"

€5(vez) SO I - ze(xapt . )

i=C =



&6
le fait gue ¢, et c. verifient le systime d'infqualités (%.2)
et le fait que &= min{Zp sy DHD+1 , D+l , q+1} i1 résulte que
o B] '

(4.21) far = o8
a-ml s c2d‘ = g

donc les relations b) sont vraies aussi au cas oi p = m¢l . Do prip-

cipe de 1'induction mathématique nous déduirons que ces relations

sont vraies pour chaque n € K .

Er ce qui concerne la proposition ¢), cette proposition se d&duit
d'une manidre absolument analogue & celle employbe & la démonstra-—
tion du théoréme 3.1,

sz propositvions a), b), ¢) , les conclusions J) - jjj) du théo—
rime resultent come dans la démonstration du théoréme 3.1. Lee
inézalités (4.3) et (4.5) eont &galement evidentes.

Four (4.4) on a 3
. < k
‘An+l' “‘na < “Anu é 1rz-= (xm»l)Anu £

o] = A
<hell b [c2 + IBU(1lvc,)e; + LB (1+c,)“Rel 30
K=l =

d=l

. = o
et k=<
es ] .a <

g b < _«D
€ Blisey) (Pd" Y B(1+c,) £ & - TS
. FEYY & *5

]
1 —Pd“'
Pour (4.6) on a 3

h+m=1

| R ‘nu < B(lecy) S é (@d‘i Jk =
i=n = '
. De+m+l i

= B(l+c.) 5 A+ A B Sk ol
g B A < e 2

n
1 - dka{ (& =1)

rel

(X

Le théoréme est donc démontré.

Ainsi qu'il résulte des inégalités (4.3) ~ (4.6) la vitesee de
convergence du procédt itératif est o= min {Z:p y DHp+l , ptl, .!-,1}.
iu cas o p¢ K on remargue que la valeur de o pe peut pac dé-
passer p+l . Le choix optimal est don¢c r =G, ¢ = p , Gans lu
construction des suives (Zn)nélN et (An)neu’! par suite o = p+l,
Les relations (4,1) deviendera en ce cag :

pe1 = UZ) = A T(QRLD)

(4.22) nell,

AJ:;-o-l = An x2=c (L f'(xm»l)An)

leg suites fourmieg par ces reletions ont la vitesse ce conver-—
gence égale & p+l .

Considérone maintenant le cas au quel le procédé itérati? est
fourni par le couple itératif qui est comssitué par les applications
avec les expressions dcnnées par lec relations (2.16). En ce cus 1o

) \ £ s reluticr~:
paire ae suites (Xn’nem et (An)ne IS est fournic par les relutic

r s
R R I S CRTILN FICEIS)

pat B8
(4,24} 5

\

z I - £t g
vl = 4y K2=c (1-1 (xm»l’kx:)

K

oh ¢ : X x.‘{’(I,X)%I A
Bn ce qui concerne la convergence Ges suites fourniecs par les

relavione (4.24) on a le théortme suivant :

THEOREME 4.2. £i leg hypothbses du théorime 3,1 relativement &

I, T3 f33I—>Y et £ ¢ 3-—>%,T) sont vérifiles et si de piun,

1'applicetior Q : X X f(Y,X)al vérifie pour chagug = € U et
i€D, < (I,

les conditions suivantes :
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m ' G
FRExADI < 2 5 e I 1 - preoa ™

bl

(4.25)

ol P4* ¢ 2 1 pour chague i =J:n.>
(4.26) R0 - xf € xlleo]

si les é18mencs iniviaux X, €EDCI gt 4 éD C-ZO(I +X) vérifient

les conditions suivantes :

i) @ = max {% el , £ B1 - ' (x)800 § <1

ii} la bouie S(xc,B) CD avec :

R I+l =
T I"" B(l+c.,) B s ( cyj
B = |C#c. ¢ )} : .
1 2 1 - 02 j:o J 1 - "( -1
1ii) ies nombres €y >0y e >0 ybrifient lc systbme 5
2 °,1
L’BL(l-r-c:,) (2 I"c- —_— +( 2 K cl“c.-.JJ
(8.27) B
. f:_L $LMB (4+¢«qu ]sc,
3 k. 1-cP* e
E.-,: + L‘IB(hce)cl - LB‘(l-mEJ"( a}i _ta:::L c.,;' ) 1._....&. < e

-
ra

alors il s'ensuit les codelusions 3 = 35

du théortme 3.1 et les

évaluations des erreurs d'approximatior suivantes s

Al—cml m Q n
(4.28) ﬂxnd.- = | S[Mcl + B(l+cy) =2 (2} Ee ':'c.,‘-J DaudS
l-—c. |1 d1Te i
- n
o
1Tl m P;j qd a |
X - {1k &
(4.29) % x, |I€ [hcl i B(l+c,) = ( 2 Kjep e, )] . T |
1 c, J= 1-a P

e q
(4.30) fa o1 - A € B(1+<;2)Pd I—(Ld)
-Pd

69

(g &)k
g oe="(a=1)

T
(430 KA - a (€ B(ieey) O
et

;-

LD =min€2(plfql) veoer2(pyta ) 1P1¥q +l,... »Pora s+l }

- ot
1 e

e
et (S: c, + I.Bj-.{(l-rca)clfLB‘(hca)“(Z ch{‘ c;i) e
. = 2

Démonstration., Nous emplokerons les propoeitions a)-c) de 1la
démonstration du théordme 4.1, Nous démontrerons ces propositions en
employant le méthode de 1'induction mathématique,

Elles sont évidemment vraies pour n = O, Ainsi nous supposons
qu'elles sont vraies Jusqu'd un nombre n €N et nous désirons les
déduire pour p+l.

Pour a) on & :

2 .
&
lxip0 =4 1)< ) Uxgadpd-x, |+ 4| flf(‘*("i"inﬂz NI- £ Cxa | ¢
Sxllep) - B(l+<:2) (2[]1 - ) )(Z‘ & MeCx ) )1+ (x ), 0%

S[Iic-,-b B(l+c2) —_—— (i KJ °1 cza)] .(t t$ i=7o,n
)

1
d*obl
I‘+¢ ' Q.
(4.32) |xp, ) -x, )6 ey +B(2ec,) —2 (Zk 3 )] < 2
TG g=dt

donc xn_'ICS(I SB)

Le m&me que dans le cas de la démonstration du théorbme 4,1 ,
oli nous avons démpntré que
que RAxp,4) € 5(x ,RB)

On & aussi

Ux) e 8(x_,R) , nous démontrerons ici

(433) [ 20z, )] €18%C14c,)2 (Za B >H RPN ‘])

(2 nI—f'(x YN ”'))2 +(Zu Ufu_ )” “I- X(>~ )A ” )
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- o 9
O Tt da B V1 (ite, ) [If'\;-;i) ﬂzu: - i.l(>:;;)anﬂ'j)i
et =0
01 - =i .3 L 7 conclusion de ce théoréme, est min{p+l, q+1} « Pour obtenir une vu-

théoréme 4.2 sont vérifids, la valeur du nombre o » qui figure en

leur maximale pour le nombre o » nombre qui représente la vitesse dae
convergence du procédé itératif, pous choisirons dome g = p, l'ordre
devient en ce cas &geal A p+l.

Considérons maintenant le cas particulier dans lequel l'applica-
tion Q : x'hf’(x,X)»x est définie par la relation suivente i
(4.35) Q(x,4) = x = B (x,4)2(x), tem,

51 nous considérons 1'ensemble

- 4 . & )L ’
. b5 LB“(‘MQ;)“(Z 7 ?:.; J,J_:')( <—\ E}]q,;l Dl = -{A E-f(I,A)/Il Al £ Bl} s &lors pour chague x€ I
=1 nous svililzone les aypotabses fe L'ingy tion 4=c et ckaque 4 € Dl on a ¢ +
0 cond g e ol e, 4 _ . (4.36)  leex,anll € 188 Qe 2D 1 - £r(ajapt o
S G sl S el e TaiT us olex C. vErifient ls systgze %« =0
: == R Vg e « 11 - @a ™ e
43 8¢ le rait gue
. i 7 1'inbgulité (4.36) est une inégalité du type (4.25) oh l'on -

= zin {a'\pl\v:jl;,...,;"\;j+q$), 1Yl ey Bora el a4l g, ' o z _ ] | —

60w ke fn+ < ,,HA‘N‘ s - el :‘(va ERAN REat I, prendra m=co+Z, x.j: LBl, pjz 2, qnz g=13 J=l,tel, Kt+2‘ iy Ppryo= t+l,
L 2 % 2 = Sgez= 1, d'oh i1 résulte immbédiatement pei, ce nombro ne dépendant
~iuS5 Acneeveat 14 ddmonstration dse ooo 08itions _) - ¢ NG .
: | WA o} pae de T.

/% Leme SUE Guns le CAS GeS autres bhadordacs £l s'ensuiv lss coro-
3 J B ., Done en (4.35) la valeur optimale ds t eet o. Nous obtenone uins.
Cluszicns ) - [55). En outre, .ies =valuations de 1'.rweyp &' Zopniby Lna-
. e " " ] . | Sede (4.38)'"  Q(x,4) = 2 - ar(x).
vi0h resuiisnt e la meme monisre Que daps le cas cu tndorbme 4.1,
N . T . ) Considérone maintenant avec 1'application Q Béfinie par (4,35)!
ALUZ1 ic Lueorsme £sT démonurd,

o ) o » ] - le procédé itératif (4.24).

ZEeaidocon w.l. L'espliceviosn o 4 A.Kf“i,‘x, —» 4L & 1'cpdre 1 oern
= e o ) 1 4 = véZivissone 1'enseuwble Dl‘ Pour ce fuire nous choisissons Bl =
Jx ;J‘, L2¢, 3'il swisve les Lowdres o O, L.> Oy Pi20, 3.20,, = 1,.I
- : - ~ 2 B(1+c2) €t ainsi noue remarquons gue Izl représente 1'ensemble Gep
cels jue '

: é&pplications & _,n €N fournies Per (4.24).
£ = aly P».‘*q”--upm*q»} = .
s - it -
) L T W e oy . L Wl I) résulve Ge la DEMATGUE Ci=decwsus gue la vitesse e converge:-
Sy oeMde Lidliedallile (4.25) soit viéririle pOUT Clajue 2@ DC L vt a € | S
Y oy ce Get suites fournies par les relations (4.24) sera min{i, q+l} el
€D, C (Y%}, i |
L; : 3 . 1 , VA qu'on obtiendra le cae optimal Pour g=c. Zu ce cus les relatvionc
<% Dous unmalysons les concluscins dy théoreme 4.2 =n ce cul cor- .
(4.24) copnduisent aux relationc suiventes:

Cecne la Vitzsse e comverzence at srocZad itératvis

I
fu
6
Hi
i
It}
¥

Sdr«lss
P M ; nh j 53 =i - - 4 1{x_—~A
FUsStions (s.chy, nous peuvons conelare sue danc ls cas oly 1'apwli~ | (&.37) ol = g - A T(x) nfg?‘.r.- nf?xn))

i 2 1 | = zT - 1 ' v 2
cation ¢ 3 I X uf(Y,;_; —> X s I'ordre p et =i lse conditions du | A"'}"1 L P - 3t (xml)‘n i (xn'*l)A": ]
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Puisgue I'applicavion Q{x,4) est donmnée par (4.3B)' on a :
Mrtetan U € 125ee ) el €+ Qi1 - 2o (maf l2(2))

donc m=Z2, K, = LB(l+c2), E5=1, Py=Z, gy=o0, po=1, gp=l.

-

(4.38) LE“(l+c

n

On z évidenment =2 et 4 = B(l+c,). Le systbéme (4.27) aeviens;

IBa(l+cq)2c IB(1l+c,)e. +c < + LB(l+c Qe +c-]
27 Sy 2%z : pPeyren :

(4.39) :
; [02+LclB‘(l+02)2] £

[02 + c1132(1+c2)3(1+1801)] 2 g s

On a ie corollaire suivant:

COROLLATRE 4,3, Bi les hypothéses du théoréme 3.1 réletivement

& IY, P DY, rX -ﬁ’.f(x,rj sont vérifibes et =i les conditione

i) gtii) du shéordme 4.2 relstivement auw {lézerte initiags TEeD

8% 4 & a{f (Y,X) avec R = Ecl(l¢02)(Lhcl+Ibc1c2+ce+2)d/{1-d5) Sont

vérifibes ot si ¢ye¢s ¥érifient le systdme (4,39), alors il résulte

2.1 et les évaluacions suivare

lss conclusions j) - $jj) du théorbme

Tes d¢ l'erreur ¢'avproximation

bl

ﬂxn+l - xnll £ Bcl(l+c2)(l+I:Bcl+IBClcz+c2)d3
\ - < ” ?D Z.BL\
(5.41) | = - = | € Bcl(l+<:2)(1+LBcl+anlc2+cz)d’ /(1-d J

zn ~ 2D
b1 -4 0 € B(l+cn) (@7 + @7 )
oip = s+ LB‘cl(l+c2)5(l+LBc
(4.43)

(#.42)
D

lI-a s B{}(l+c2)(d3n/(1-d2'32) v pate3) sty
Dour chague n €M, ‘

o

\n

¢

4lbrecht,

Diaconu,

Diaconu,

Diaconu,

Diacosnu,

Diaconu,

Diaconu,

Diaconu,
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