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SUR"L'APPROXIMATION DES RACINES DES EQUATIONS
DANS UN ESPACE EETRIQUE

rar

Ten Péviledin °

Dans cette nete neus étudions 1'évaluation des erreurs qui
surgissent pendant la réselutien numérique des équatiens en espaces
métrigues X 1'aide de certaines méthodes d'itdratien & plosieurs
pas

Considerens un espace mnftrigue (x.f ) complet et 1'équation

suivante :

(1) x = f(x) ,
o f: X—> X est un ppérateur quelconque.

Désignons par el IxIx...xX , c'est-d-dire le produit

cavtésien de l'ensemble X avec lui méme k+ 1 fois.

Pour la résolution de 1l'équation (1) neus considérons 1'appli-
e+l

cation G: X" =—> X dont nous supposons que sa restriction A la
diagonale de 1'espace xk+l colncide avee 1l'opérateur ¢ ,
¢'est-a-dire ;

(2) (-7 0 ot 3 v < ) S

pour chague xeX .
Considérons la suite (In)nzo fournie par le procédée d'itéra-

tion suivant :




- O =

(3) Xpekel © Glxpy Xy qreeer Fpgd v B =0,1,2,...

ol Xgs Xypeers xeX _sont des &1éments ‘donnés.
Désignons par Dc I un ensemble bornéd en cet espace. Nous
supposons que sur l'ensemble Dk'"l l'opérateur G vérifie la
condition de Lipschitz , c'est-i-dire :
e+t

(8) @ (BCup iy eee )y GOV ¥ppeee ¥y 1)) & Zai flagvy)
L=t

i ayeB, 8,20, 4 =1,2,...,kel , pour chaqgue (ul,ua....,uk+1).

k+l
("'1'?2"""7]:+1)6D .

Considérons 1'équation 1 -

k+l

(5] a, + st ... + ak*ltk =t

On sait que dans lec cas ol 8,2 0 pour chaque i =1,2,...,k+l
¢t oli 11 existe au moins un nombre il ; lgilg k+1l pour leguel
ail> 0 , cette équation a unme seul racine tl réelle et positive.
S5i de plus @

- e

() ﬁ=Zai;1

t’- i/

alors cette racine vérifie 1'inégalité
&) 0¢s, <1

oo
En ce qui concerme la convergence de la suite (In)n-:o fournie

par la méthode (3) en a le théordme suivant :

THEORELE 1. 851 l'aspplication G et les &léments initiaux

Xy Xyvoens "k remplissent les conditions suivantes @
1) L'application G remplit la condition {4)
i=1,2,...,k¢1 , satisfont & la relation (6) ;

ii) L'ensemble & = { x&X g(x,xo) ¢ o /(1 - tl)} R
s4 %; est la racine positive de 1'équation (5) et

[B-

e
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z 1 1
{ '; max {g (IO'II)’ -t_l g (xlyxg)p'--l —tk:l. g (zk'l'lk)} i
5 1

alors on a les propriétés suivaptes :
D xnes peur chagué o = 0,1,... §
33 1la suite (x)® est convergente et sinous désignons par

L J
x la limite de la suite (xn):m, alors " €8 gt x* ost 1a

solutipn unique de 1'équatien (1) de la sphirs 8 ;
Jid) sm & les inégalités suivantes :

g
S‘(x*. x) £ - e £ » Deur chaoue n= e,1,... .
1l = tl

Démenstratien. De la cemclusien ii) 11 résulte que
g (xi-, zi+l) £ aCt;'_' pour chague i = e,1,...,k-1 . Peur
1=1,2,...,k en a les inégalités suivantss :

- g(xi,x.) & S’(x.,‘;l) + f‘(zl,xa) teot (xy 503) o

o + by s smeile w0/ -y

1 1)

d'ell neus déduisens que €8 ,peur 1 =1,2,...,k.
Par la suite neus Ssuppesens que x; €5 et g'(xi_l,xi) éucti_l ;
peur chaque 1 = 1,2,...,n+kel . De cette indgalité neus déduisens

que 3

S (xn+k+2' xn+k:+1) E Y(G(xn’xxul IR ’xm-k) o G(xn-rl ARG 'xn+k+l)) £
e ]

 TH n k+n n+k+l
l 3y f(’nn‘.—l' Toeg) £ L (ay8) +oiir a6 = 6 '
L=

ol neus avens utilisé le fait ques tl vérifie 1'équatien (5) .
Des inégalités ci-dessus, et d'une manilre similuire X celle uti-
lisée 3 la démonstration de la relationm (8) , nous déduisonas que

In+k+2G' 8 . Du principe de 1'induction mathématique il résulte done




P
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jue tous les éléments de la suite (xn):io appartiennent & la
sphdre S5 .

De la complétitude de l'espace X et des inégalitcéa

g(xn-u' xn)(; S’ (xn' J:114-1.) bl f (xm--—l' xn+l) :

(9)
-1 n
E AR AR P ot PRV TLTTE B %)
pour chague 8 = 1,2,... , 11 rédsulte que la suite (xn)?_o est

convergente .

Désignons par x° = lim X, =« Alors en passant & limite dans
n3 o

les inégalités (9) avec s> , om a ¢

n
ye 01
l =%

P Guleas s

(10) g(xn. €
i

L]
Démontroms maintenant que G&{x , x* ,..., x%) = x".

En effst om a :

+

g(x“ M G(XF. I."---' I.‘ )) é f(xn+k+ll x+)

€ Farors ®x" 0 2% 1oy 200D £ O (mpppge =) 4

¥
f (G(xnl Iﬂ.*l“”' xn+k)' G( X , I-Fl---, I‘l)) :‘.-
el
.z o
S)(xnﬂ:ﬂ.' x ) * Z ‘i f(xh*i-l’ X ) g'
D
of tn+k+l Bl gEri-1

oC
1 - § 2 Tt gl t§+k+l
1l - tl i 1l - tl l = 31

e 4 ntk+l

wr Sy, et
1l ; £
= 1l - i
Cette indgalité est vérifide pour chague nelN . @'ofl 43

résulte qu'on a 1'égalité P G ( x*, 1*,.., L xp} , Dais
cette relation et la relation (2) impliquemt que 1'&l&ment x*b Lf

est la solution de l'équatiom (1) .,

- 0C o

; ¥ . ’
Montrons maintenant que x est l'unique solution de 1'¢qua-
tion (1) qui aprartient & la sphere S . Bupposons au contraire
S R . “ 2 | £ % =
que l'éguation (1) a au moins deux solutions x et y en 8,

* * * .
Alors de x = £(x") at y =£2(3 ) , et de (2) il résulte que :

g(x 3 ) S(G’(x ,X*,...,I 2 G(y " !‘-'-3 }) £
et
Za CIE DR
§ - e
C=i Sj =

d'ol, =i nous tenons compte de (6) on obtient

0 <f<x*,sr*‘ < fcx“‘.y'ﬂ

‘ette G._aidre inégalité &tant impossible, il résulte que la
supposition est fausse, donc que 1l'éguation (1) a une solution

anigue.

¢ : Xu+]

Considérons par ja suite 1'application G —> X qui

remplit avec l'application G 1la condition suivante

* = -
(11) @ (6(u 485,00, G (u )J£E ,. Edo

)

pour chaque (ul’uB""’uk+l) e pk+l

Ger1?r 10800 e e all 5))

Pour la résolution de 1'équation (1) nous remplacerons la suite

(x_)® fournie par la relation (3), par la suite (x AP
n‘n=0 H =0
fournie par le proc&dé itératif suivant
g > * ]
( =r X ~ n = PR
\ied Tnek+l G (xn v Fpel deees ‘n+k) et ke .
oll nous sSUNBOSONS ' % 84 8 $lpents initiaux = =
OUu nous supposons qu'on a choisi les £léments initiaux S X piwa
£ 2 : LA ‘ -
seny Xy tels que les conditions suivantes sont remplies 1
i TP " :
?(xo 1 X ) € L+ 2E/(1 -p)
_— > . ‘
(13) (x1 » X3 ) e o€ty + 28700 -p5)
153 4 it ;
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En ce qui concerme la relation el = G(x;',xif,...,li:)

nous supposons gue l1'on & la condition suivante

g (x: . IL]_ DE- 1 aCtlf +2E/(1-4) .

Supposons aussi que 1'ensemble 3

v s
(14) 5 :{xéx ¢

(2-%;)
S»(x,xo);'c By ek }

1-% 1 7/5

est contenue dans D .

B

En outre nous supposons que les §léments initiany x: # Xy peas

P x: de la méthode (12) remplissent avec les &liments

{
o o0 Xgy eeey X Qe (3) les conditions suivantes :

na

$0 s ;)¢ s E/L-p)

LTy

§(Il|z;) %tl“’ ﬁ.f(]-"/S)

(15)

£ 0% )t + £/0 - 8)

A 1'alde de ces hypothdses et de plus & 1'aide du fait que. G
vérifie les hypothéses du théorime 1 » Dous d8montrearons qus poar
chague ne€l on a les infgalitds suivantes i

* i 5
(18) f(‘mml ' Tnege1 VS BT 4 €L -p)
L 3 4
(17) ﬁ(x;-rkﬂ * Toeks2 )2 o c§*x+l ¢ 2870 _/5)
o @ - )
2 -t :
QB QU Gl ¥ T, gy
Ty

En effet, en employant les relations (15) on obtient lss

relations suivantes i

- 101 -
* 6 +, i *
S(::iHl ' Zpyy ) = g( (xo’xl""'xk) » G (x, , x; ree s Xy ))
S(G(xo.xl....,xk) ; G(x: = .---.x: )) +

+ gl m amp ), 6 L e
£+ alg(xo,xo )+ azg(xl,xl i, a.lﬂl‘f(xk,xk )£

E + ? _/s (a1 Fooot ak+1) * aC('al + a2t1+...+a.k+lt§ ) =

c'est-A-dire que 1'indgalité (16) est vérifiée , pour n = o

#_
Hontrons maintenant gque x:_'_l & B . En employant les inéga-
lités (19) et (8) nous obtenons i

* - '
g(xk.-rl %) £ P ) ¢ Pln,y 3 ) S

(20) % - +°6t§+1§ o< +
1-t 1-p 1=t 1-p

1—1‘:1 +l-ﬁ

Généralement, si nous supposons que

* " i

; . 4
m ? Tpel ? cccc0 Tp € B
et qu'on a les inégalités suivantes :
( e e t™l g0 oa)
S’ Tnei * Tned € o 1 - /5

pour chague i = 1,2,...,k , alors d'une manidre similaire 2

celle employée pour demontrer 1'inégalité (19) nous obtenons :

,'q
N
i

~

. & ' (
ef‘xnﬂul ? znﬂwl ) BB # o | f"xn’xn ) ..
&4

. * 8ol ‘7 \I.n*h v ok /=



& : " g /3
+ n ol sy AT, e + & B J e
3 % 1 2 1 k+1’Y @ 2
l = /@
. "
= n+k+1] £/4 o LB+ ] £
£ +d 1 = &t il L
I = iA L 1
1 - 1-A
/! /!
i*cu il résnlte qu'on es inézglités (16) - : [
+ fbsdlte quion a les Inegalités (16) pour chague ne/N .
Ues relations (21) et (8) , d'une maniire similaire A celle uti-
lisée a la déduction de la relaticn (20) s 11 résulte que
¥ ® -
- &
n+k+1 8
Uemontrons maintenant que les inégalités (17) sont vérifile
Siinous envisageons les relations (13) on a le: inégalités
SO8 \ 47 5J § 4CE8 1lID€E g 1dLC8
suivantes :
Ly - » @# x W X
2 B (X iy X ) EP(G (x. ,x G ;
f; k+1' k2 § p %l 3 b s 4177 £
¥
- * o »* = 3
g*(h (x Xy ' Xy 3 Glx, ,xy , yX. )) 4
¢ # *
0 (G(a > X, x
(_.( x5, v X ) &(x, X, v Ty ¥} 4
o (e(x, , = ) ' “
| S SR SURCT R W PN & A g e x - TS
s 1E ;’5 k
é % T N ekl ty ) =
1 s d | “k+1"2 -
/
2k ¢ of tEtl
A, 4
1 -5
donc nous avones obtennu 1tinégalité (17) »p 0
En supposant maintenant qu'on a les inégalités suivante:
= s €
X x & : = S~
Tk n+i " “n+isl g t et
1-p :
j
pour 1 = o0,1,...,k , d'ube manidre zizilaire & celle empl "
EAnet - ~ Ul N7 RS SR e £ oy ey X
la déduction de 1'inégalité (22) nous obtenons 1 inégali

(17).
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Pour les inégalités (18) om a

<

£ _* ' S B
S’(-‘E s | ) & F(x J xn+l:+l} » f (In+k+l v Epakesl )=
/ ;

=  n+k+]
o % v o tDYEFL o £ _4(2 - ) gl [
1-t 1 SeEBatan (UTe e o 14T & A
0 1 1l -/5

c¢'est-i-dire les inégalités (18) .
Lea indgalités (18) fournissent une &valuation de la distance
entre la solution exacte de l'&guation. (1) et son approximation ,

obtenue & l'aide de la méthode d'itératiom (12) .

Remarque. Si nous remarquons que l'ensembls D¢ X , sur lequel
la condition (4) est remplie , est lui-méme un espace métrigue ,
1l resulte gue nous pougons considérer le théoréme 1 comme un cas
particulier du résulfat principal contenu dans le travail [2] .
De notre point de vue l'impostance de ce Ghéoréme consiste dans le
fait qus l'ensemble D &tant borné il permet avec facilité le
choix de 1'application G*; application qui remplit avec 1l'appli-
cation G 1la condition (11) . Imaginons par exemple le cas
bapal de 1'#quation XM =ax + b =G (x ), xeR et 1l'équation
approximante xf - 5 x* PR ™ G*( x*) .

Du fait que |G(x) - Gr(x)l = |a - a‘r\.\x\ , i1 résulte que
la différence lG(x) - G‘-(x)l n'est pas bornde , donc m@me dans

le cas O c¢a¢l la condition (11) ne peut pas &tre remplie dans

tout l'espace IR .,
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SUR UNE METHODE DE TYFE STEFFENSEN UTILISEE POUR La
RESOLUTION DES EQUATIONS OPERAYTONNELLES NON-LINEATRES

/ P ar

Ion Pdviloin

S80it X un espace de Banach et Y un espace lindaire normé.
Pour la résolution de 1'équation

(1) P(x) = @ v

ot P;: X—>Y est un opérateur, et © est 1'élément nul de 1'es-

pace Y , nous considérons les méthodss itératives suivantes 3

=1
(@) Toer = Q=) - By(x), Qlx) 3 P R(Q(x)))
ou . {
(3) o1 = Q) - [Q(x), &lx) + Bl P(Q(x,))

Dans les relations (2) et (3) Q, et Q, sont deux opéra-
teurs itératifs attachés i 1'8quation (1) et par [x,y ; 3] nous
avons désigné la différence divisée de l'opérateur P sur les
noeuds x,yeX, [2], [3].

Pour préciser nous imposerons aux opérateurs Q; et ta les
conditions suivantes

a) Bi X est une solution de 1'équation (1) alors on a
x= Ql(;) et X = Qz(i) et réciproquement, si T est un point
fixe pour les opérateurs Q; et Q, alors X est une solution

de l'équation (1) j




