des invariants affines d’une ou de plusieurs formes ternaires, et ce pro-
bleme peut étre traité par la méthode que nous venons d”indiqueﬂ'. 1n
1’y arien & changer quant & la maniére {’écrire la forme © sous forme
intégrale, et & l’expression de ses coefficients. Mais les triplets p, g r
subiront cette fois la transformation i

P =ap + a'gq,

q = bP 'IL b,(jy A=
F=cp+¢'q+ .

_ Qn est ga_mduit a poser la condition suivante pour le noyau d’un
invariant affine )

H(ap 4 a'q, bp +b'q, op +cq+r, ...) = A*H(p, q, 71, ...).

- En dérivant par rapport a a, a’, b, b’, ¢, ¢’ et en faisant @ = ' = 1
po Pl bemd. et ’ — [ & I A B N 7 H
a' = b= ¢ =¢ =0, on a un gystéme complet qui montre que H doit
¢tre de la forme

H = H[(ij k), (gh)]

avec (gh) = pogn — 9uPn- Les conditions supplémentaires relatives aun de-
gré de ces expressions par rapport & chaque indice, et relatives & son
c.‘omporfiement quand on permute ces indices, se maintiennent inchangées.
Ln y ajoutant les expressions (-e.), (2, gh), (z, i), on forme des «covariants
eb contrevariants affines », qui joueront un role dans la classification des
propriétés atfines des courbes algébriques. Signalons, par exemple, la
« Hessienne affine » d’une courbe plane h it

rH rn
O @

1 "
(D ve (D!H!

nin —1)2 (1 \¢ o .
el T (_) S $u$a(12)4(1)"-4(2)*~2dp, . . .dr,

21 2mi

dont le degré est 2n — 4.,

. Il est c!a,ir que les Invariants projectifs d’une forme seront des fone-
tions, non nécessairement rationnelles, des invariants affines de la méme
forme. On doit s’attendre & l’existence de certaines «syzygies» reliant
ces deux sortes d’invariants. La méme remarque s’a.pplliqﬁg aux conco-
litants de tout sous-groupe du groupe projetif. On peut voir ici un autre
principe de fractionnement du calcul, en se proposant (l’exl)l'inlei' les
concomitants projectifs en fonction des concomitants relatifs aux rous-
-groupes du groupe projectif. Mais 1’expression des premiers en fonction
des seconds ne sera rationnelle cette fois, et ceci est di au fait- que le
groupe projetif ne posséde pas de sous-groupe invariant différent de
Punité b, Dans la recherche des syzygies en question on peut, toutefois
appliquer avee profit la méthode de scission du noyau. ’ T

1) Voir 8. Qie Theoric der Transformationsgruppen, I, 111,

'DESPRE VALENTA DOMENIILOR RIEMANNIENE

(Luerdrile sesiunii generale stiinl, iunie 1950 Bucuresti
Tid. Acad, R.P.R., 1951, (195—203)

Comunicare prezenleld in sedinfa din 3 iunie 1950

Se stie ei daci Z = f(z) este o funcfie holomorfd intr-un domeniu
D, valorile Inate de Z pentru z € D formeazi un domeniu A care poate
acoperi de mai multe ori unele regiuni ale planului (Z), i in acest caz
se spune cil f(2) este multivalentid in domeniul D. Este comod 8 consi-
deriin domeniul A ea fiind asternut pe o suprafati Riemann, obfinutsd
prin suprapunerea mai multor plane intre care se stabileste o comuni-
catie cu ajutorul unor titieturi ficute de-a lungul unor curbe.

Vom numi domeniu riemannien (sau cu multipli acoperire) un do-
meniu plan A, caracterizat prin proprietatea ci el acoperd de mai multe
ori anumite regiuni ale planului (%), fie ¢t A se poate obfine, sau nu,
printr-o transtormare Z = f(z) aplicatd unui domeniun D, cu simplid aco-
perire (univalent), din planul (). Astfel, dacid un plan, conceput ca o
membranit elasticd, este indoit in formd de cutd, in sensul comun al
cuvintului, el devine un domeniu cu tripli acoperire in regiunea cutei
insi un asifel de demeniu nu se poate obtine aplicind unui domeniu cu
simplid acoperire o transformare Z = f(z), unde f(2) este o functie anali-
tiest. In adevir, suprafata Riemann a unei functii analitice nu poate pre-
zenta astfel de cute . .

TFie A un domeniu riemannian, in acest sens generalizat, adicd un
domeniu cu acoperire multipli. El se descompune in alte domenii, cu
simplit acoperire, in modul urmitor : Si notim cu A, cea mai mare mul-
time deschisii din (Z)care se giseste acoperitd o singurd datd de A, cu A,
cea mai mare mulfime deschisi acoperitd de 2 ori de A, ebe. Vomn scrie
simbolic :

A= By F 285+ oio 0l o0e

Dacid mulfimea A, este vidd pentru n>> p, insi A, = 0, vom spune
¢it intregul p este ordinul de multivalentd, sau mai scurt, valenfa dome-
niului A. Dacit un punct e A, vom spune ci valenfa locald in  este ¢.

Vo stabili aici unele relafii intre valen{a p a unui domeniu A si
anunite constante metrice legate de acest domeniu, enuntind §i o con-
ditic necesari si suficientd pentru ca A si aibd valenta p. Aceste rezul-
tate isi gisese aplicatii la caracterizarea functiilor analitice univalente
sau multivalente intr-un domeniu. Asupra acestei aplieatii, vom reveni
intr-o Notd ulterioari.

Y (5. Calugircanu Sur la struclure des (ransformalions poncluelles du plan. Mathemalica
(Cluj), XVIIL (1942), 68.
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1. Fie A un domeniu mirginit, p — valent. din planul (%), iar { € A,

un punct in care valenta locald este ¢ < p. Si congiderim integrala

T

(1) a0 = iss A28 doo
A

in care de reprezintd elementul de arie. Aceastii integrali se poate lna
J=} 3 ), ‘), i » ] 1 = =
in sens Lebesgue cind A nu este misurabil in sens Jordan. Vom avea

TR 1) = %SS +—2—§S e ﬁsg
3 J-l b7

1 Ay Ap

i Se vede fl d.(v)u.aeniul A se poate considera aici ca fiind suma unui
IeSihtil 68 akisth inirb dnests Sommen pagtnin o oo oy SUBTape,
af ) X18  acest putindu-se suprima fird a gchimba
valoarea integralei f(2, {). Este util 8% considerim planul [(Z) ca fiind
formna.t din p plane suprapuse, din care domeniile A, se vor distribui agt-
fel : In planul 7; vom aseza domeniul Ay §i eite un exemplar dinA,, A, . . .
.oy Ay In 7, vom ageza al doilea exemplar A, (astfel incit s se supra-
puni primului), si cite un al doilea exemplar din Ag, ..., A, In 7z vom
ageza al treilea exemplar A, ( suprapus primelor doud), si cite un exem-
plar din Ay, ...,A,. Continuind astfel, vom termina agezind in 7, ultimul
exemplar A,.
Sa ardtdm acum cd f(i, £) - ¢, cind ¢ — o0, daci L e s
S observiim ci integrala de mai sus, extinsd planului intreg =,
se poate calcula usor, §i avem, notind |Z — | = 7. o e

TC

ot

(=]
1 e paf
=\ e ndrd O =\ nem " 2pdr = 1.
1T 0

In valoarea acestei integrale, contributia elementelor dw depirtate
de { este cu atit mai neglijabilil cu cit ) este mai mare, astfel cii elemen-
tele care predomind sint cele vecine cu C. Mai precis, fie I' un cerc cu
centrul ¢, de razi p. Avem

1 o L ; 1

— remMido = —\\ 2" do +— e~V do = (1 — e=%") } e

T s ™ -

y I-T
1
S& ludim p = 24. Contributia cercului I' este 1 — e=V%, jar aceea

a exteriorului sdu IT — T este E“Vf_s Cind % — o, se vede ‘cit o — 0, con-
tributia cercului I' tinde ciitre 1, iar aceea a exteriorului siiu tinde eiitre
2ero.
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Avem insi pentru I' ¢ A, d ¢el pentrn i destul de mare,

0 = 4 KS re " do + e gs re Mde = q(1 — e V2 ) — SS re " do.

T T %
A—qI’ A—gl’

.

Am notat aici cu ¢I' domeninl T" acoperit de ¢ ori. Avem evident

J, Sg A6~ M dw < p_ gg S — ]}(’*V;'i

i 7T ]
A—gl II-r

Agadar, f(2, 1) — q, pentru A — . Avem

A2 0 ,
Tk e == --ESSQ.:.) Y gf‘ — {*dew -+ i ﬁgglz — LPdw = .., =
! 21w
Fy i Y

hH -
(=1t
n!

_.
=l
K™

notind
i e
b, = = Sgw — {# do

T

Se observii it b, reprezintii A/m, unde A4 este arin domeniului A,
jar wb, reprezintd momentul de inertie al domeniului A, considerat ca o
placit de densitate 1, moment luat in raport cu L. In general, = b, este un
moment de ordin superior, care nu intervine in Mecanici. :

Valenta locald g in punctul € este deci datéi de valoarea agimptoticd

, " 1
pentru 2 — oo a functiel intregi de a, f(2, L) = bgh — b;2* + ‘—)529\3—

— ... Se vede usor ci, domeniul A fiind mirginit, aceastii functie in-

treagi este de gen 1 cel mult.
Sa consideriim funefia intreagd

o Y L =% L.k
(2) ¢(n O =p— (%) =- re Mo — S | QB o' gt
pII—A ClA)
= Dok 0 0E —
unde am notat prescurtat C(A) = pll — A.

Vom ‘ariita ¢ o2, L) este o functie complet monotonid 7 pe un
segment (0, ¢) al axei 0x Aceastii proprietate ne va permite sa scriem,

1) 8. Bernstein, Sur les fonctions absolumen! monolones. Acta mathem,, 52 (1728),1—66;
D. V. Widder, The Laplace Transform, Princeton math Scries, 1946, p. 144—177.
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pentru coelicientii dezvcltirii in serie a lui ¢, inegalitiitile lui 8. Bernstein-
de unde vor rezulta inegalitii{i pentru valenta p a domeniului A. Deri-
vind formal (2) in raport cu 2, obfinem

’ il - i
@ =i— SS (L — By o= do, o' =-
T

Sfﬁhﬁ—~9)ﬂ*“d®w-v
Cia ¢(a)

: L1y 4 for
Qi — (7) SS')'-(”—”(?\?Q — n) e~*dw.

C(3)

\'s < (- ¥ &N 1 B AL F11 hi 1 A -
. Toale aceste integrale fiind uniform convergente in domeniul infi-
nit C(A), derivarea este legitimi.
i Al\'mu evident (2, {) > 0 pentru 2 > 0, deoarece in (2) elementul
inteor: ste z1tiv q arata qoanTe 3 1
egral este pozitiv. Si ariitim cil avem (—1)" ™ = 0, pentru 0 < ) <
<oy =109 .., adied

N

]' 2 2 9 32
(3) ?S e e 'H,) e do = 0, 0 <2 c.

c(a)
a8 0 111 5 . % " X
Si construim cercul v, cu centrul ¢ gi de razi |/ — Acest cerc va
49

contine in interiorul siu intreg domeniul A, dacil 0 < A< e, unde —1ﬁ —
: : i c
= Max,(r?). Putem scrie, deci :

(4) _].‘SS 1,2;;;2( e .”) (;’—);3 adlsne, i‘gs +i_sg

C(a) () -C(A)

Avem, ingii :

oo
1 2N—2( 3 32 : —Ar?
— 9 (2% — n) e pdpd 0 = PP — m) e M 2pdy —
Cly) "
A
= n "
= [7.)124? eﬁ)‘,ﬂ] gl =
V'J:' e
2

De altfel, avem evident

1 .
— N #2372 (2 = mYe M day < 0
T

{v)-C(a)
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e e e T e e - s T < T e

deoarece in (y) avem ar* — n << 0. Apoi

1 P . v “r2 ‘ > 1 { . . . rs I .
— mPA— At = e e (e ar \')‘““ (n — e~ rdrdd =
T

T
(v)-C{A) )
v
A
e e n "
= ?-21;_2(,”’ — 7\1-.!) o—NE (—‘,ﬁ“lﬁ')‘(]_’j‘ L]
he
(4]

Tinind seama de (4), rezultd imediat (3), deci o(2, ) este complet
monotonii pentru 0 < & < e. Funetia §(n, {) = o(—2, §) = p + by +

. b, b ) : y
-+ b 22 J‘""j P S, +~"—| A+l este deci absolut monetona pe seg-
2 nl
mentul —e¢ < & < 0, gi inegalititile lni S. Bernstein (ef. p. 4) ne dau
A o ¥ :

atunci, utilizind notatiile acestui autor,

d2d(0
(s L2800
d log ¢?

asadar, deoarece (0) = p, U'(0) = by, ¢ (0) = 20y,

b ey

> 0, e(hy — ¥+ by > 0
of' ¢ ¢ +ey| ; 1

| I
(5) R<p (31»1 +_’".)

Tinind seama ¢l

by = JSS do = iL'f, by — . RS ide = £t
7 T T ) w
A

obtinem

A? < wp(21 4 A3Y)
notind cu A aria domeniului A (misura superficiali in sens Lebesgue)
cu I¢ momentul de inertie al lui A in raport cu punctul ¢, iar cu 87 ma-
ximul distantei de la € la un punet al lni A. Aceastd inegalitate se poate
insii ameliora, si gisim pe o cale directit inegalitatea

(6) A% g 2npl(

valabili oricare ar fi pozitia punctului £ in plan. In special, ea este vala-
bili eind ¢ este centrul de greutate al domeniului A. Serisd sub forma

pE——
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inegalitatea exprimi ci la arie dati A, dacil facem ea momentul de iner-
tie Ig Tatd de centrul de greutate si devinii foarte mic, domeniul A incepe
in mod necesar si calce pe el insugi. Aceastid inegalitate nu se poate ame-
liora, egalitatea avind loe in cazul unui cerc, simplu sau multiplu. Ine-
galititi analoage se pot da in spafii cu mai mult de douil dimensiuni, insd
asupra acestor generaliziiri, si asupra demonstratiei elementare a for-
mulei (6) vom reveni intr-o Not# ullerioars.

A doua inegalitate a lui 8. Bernstein se scrie

L L '

Lo an(0)  @id(o)
(LP(O)’ alog ¢’ d]o;,’-_c_“) T O o M o 247 Fed
'c“aib” Zed" 42" 2P 4 4e"! 4 o2

care da

P4 boby + 4 e(3bohs — 2b7) + debgb, + c3(8hyby — 9B2)] — 4e[bsb; -+ 3ch,
(boby — b1) + e¥(b3b; 203 — 3byhb,)] > 0.

Aplicind gi celelalte inegalititi date de S. Bernste in, gisim pentru va-
lenta p a domeniului A o infinitate de inegalititi, ficind si intervini din
ce in ce mai multe momente b, ale domeniului A. Riimine de viizut daci
ele nu se pot ameliora toate punind ¢ = o0, cum se intimpld eu (5). Ne
mai punem problema de a §ti daci aceste inegalititi nu ofersi o aproxi-
matie oricil de precisii a lui p, cind facem s interving coeficienti b, des-
tul de multi. i

2. Am ardtat ci pentrn Ze A, avem

: i i
j(l) ‘?‘:) o _Sg )L{"‘—lzzfiv\ do) ey g? A — 00,
T

Fie A; un domeniu complet interior lui A, (frontierele domeniilor
A §i A, sint disjuncte, deei au o distanti pozitivii). Se vede usor cil pen-
tru Te A, (domeniul A; la care se adaugil frontiera sa) f(a, &) converge

uniform, pentru 2 — oo, citre ¢. Pentru aceasta si considerim iarisi
; ,

cereul T' cu centrul &, de razi A *. Notind cu 3 > 0 distanta dintre
1

frontierele domeniilcr A, §i Az, vom avea I' = A,y dacit A4 < 3, Le AL
Am vizut insid cd avem alunci

f, O =gl —e-VX)+h(% 0,0 < h(n, {) < pe-Vr,

deci
g —f% 8 =g V" —0x Qg —fO D] < (p+g) eV <(p +g)e ™

7 . 1 Ao h
cind Ted, r> 1 Te4d go. axprithd convergenfa uniformi f(A, {) —q
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in A, Si considerdm acum integrala
g(2) = Sg J(2; Q)dey,
- A

unde dey este un element de arvie care contine punctul Z, mobil in A.
Avem, notind cu 4, aria domeniului A, pentm ¢ =1,2, ..., p,
iar en A4 aria domeniului A,

- CO

A=A, +24,4 34, 4 ... }pdplimg(h) = 4; 224, 4
A
(7) + 8244 + ...+ pid,.

»
In adeviir, lim g(n) — gs Iim f(3, {) do, = SS gdo = Y] ¢*4,. Daci
g=1
A
ludm integrala in sens Lebesgue, permutabilitatea simbolurilor Iim gi [f
niei nu necesitii convergenta uniformd ardtatd mai sus.
Din (7) putem deduce o conditie necesard gi suficientéi pentru uni-
valenfa domeniului A, Se vede c¢it vom avea, oricare ar fi A > 0,

(8) g(A) = 2s gg gg?\e“;“"glﬂdco; dog << A

T
numai in eazul domeniilor univalente. - L=
In general, putem determina valenta p a domeniului A considerind
funetiile

() = SS LA ©) — 1303 ©) — 21w /O Q) — ] deg

Vom avea gi aici, pentru » fix,

Ao

lim @,(1) — SS (g—1)g—2) ... (g — n) dox

gi rezultd ci pentru # > p vom avea lim G,(A) = 0, iar pentrn 7 <

1)!
lim G,(7A) = a! Adp(n +1) + -L’?j—!—) Anygr(n +2) 4+ ... +
rL__(f_f__l_)‘; Ay p

(n —p+1)!

y p!
= (n 1) A,y R — —
(n +1)! 4dayy + B AT

D
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| g T g NTHET ~
il ' e “ia s DESPRE FUNCTIILE UNIVALENTE
: _ Asadar valenta p a domeniului A este cea mai mief valoare a intre- '
| !' ! gului » pentru care avem lim G,(3) = 0, A — 0. Putem serie [
]
|
I l ‘ 1 : (Lucriirile sesiunii generale stiint., iunie 1950. Bucuresti,
b i bl mt Tr P o 24 \ . 3 204 —2
i t Gu()) = : SS SS A SS [e=M&=t® — 1][e-MZ~81 _ 27 |, Ed. Acad. R.P.R., 1951, 204—209).
{ = !
! \ 0 .
!
| [e=Hm=1 _ p]de, do, ... do, dog.
T : aur . .+ A =0 . Comunicare prezenlald in sedinia din 3 innie 1950
[ 3. Proprietitile de mai sus isi gisese aplicatii in studiul transfor- J :
mérilor continue ale planului, si consideratii similare se pot face si in | 3
H| | spafil en mai multe dimensiuni. In teoria functiillor univalente joacd un rol esenfial o teoremni a lul
| 1 7 [ T V{7 " F Y1 Ty o 19 a2 e = -1 . Sl s ¥ a ” o . o
] lFle 7 = J_X(.".-,_‘t;)l—}—;}]().a: g/)ln 11.11_1.\;01111411(, continud a domeniului Bieberbach, numité teorema ariei. Am incercat, intr-o Notd anterioara,
‘ simplu conex s1 univalent D In mei / are ale fi iva -, o . . ol i AR -3
Il I ' domeniul 4; care -l};’(‘l{f {}) multivalent. s dau o generalizare a acestei teoreme, stabilind o condifie necesard si
| Vom presupune ci X si ¥ posedi in D jacobianul T ' mirginit in suficientd pentru univalenta unui domeniu plan. Voi ardtaaici care e forma
j;"" 5 = : o % " . o we A :
| . . o . (% §) pe care o ia aceastd conditie in cazul unei functii holomorfe in cercul uni-
i D. Atunci, notind cu ¢ =% iy, avem : : o S - '
i | tate, functie datd prin dezvoltarea
{
i 5 4,
: 1 ey e [0, L 4
J(x 8) = — he MR mey ) ) da dy ; . S5 n
el =f) =2+ a2+ ... +a"+ ...
™ D, y) 4 = [(z) b g + a,&" -
L
‘ Séd notdm eu T' cercul unitate din planul (2), iar cu y cercul de razi
|‘ Pentru univalenta domeniului A va fi necesar si suficient si avem, r < 1, concentric cu I'. Atunei Z = f(z) transformid cercul v intr-un do-
| oricare ar fi A > 0, meniu A. Am vizut ed pentru ca A si fie univalent, e necesar gi suficient
(1 g4 avem, oricare ar i A >0
LR - = - = - mel ¢ il e U B G & N \
H 1 N B[ (5 (e vy D(X,, Y,) , ;
| — S S SS Ag— M X e =T ’ —D(’—) | D@ ’—)-» dr,dy,dedy, <
‘ T (@1, 41 Ly Ys 1 A=)
‘ ' p” D 4 i — re—H=t deo, deg << 4,
| T
DX, T) ,
‘ ( (9) < —— =" | d zdy.
il D(2, y) : o a8 oy Al g :
" | unde 4 este aria domeniului A. Aceastdi arie este mirginité, ca gi dome-
I | Il A By niul A deoarece 7 < 1. Conditia de mai sus ge mai scrie.
(i In mod analog, putem explicita functiile ¢,(3) cu ajutorul cirora ‘
il srmina in general valen{a p a domeniului A |
putem determina in general valenta p a domeniului A. 1 e _ ‘ ,
: : arg e AN . i —AlS () —F(u)|® 1, 2| Frf 2 ' ’ 2 gl an -
‘ Din (9) putem deduce o conditie necesardi si suficientd pentru uni- v re~ME=T0IE | f1(2) |2 f'(w) |* rdrdOpd pdt << R\ [f'(2)|? rdrd® pu ‘
valenta unei functii olomorfe in cercul unitate, asupra cireia vom reveni " bt o

intr-o Not# ulterioard.
nind z = 7e’%, u = pe", { = f(u). Dezvoltind in serie exponentiald, apar

urmitoarele constante :
._I. g 0 i 9 t 2 mdan
o = —SS%%IM — w5 1) 1) 1rd 0 pdpclt
T
I 2

iar conditia de univalentd se serie

N
T g )
(1~ R g8 . b LA e L L = A S O
2 T

\

|
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