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in sedinta din 24 Iunie 1950 a Filialei Cluj a Academiei R. P. R.

INTRODUCERE

In lucrarea de fatd vom considera un sistem de n lame dreptunghiu-
lare de latime datd, dispuse radial simetric in jurul unei axe, astfel

3 R - " i i 2n ,
ca doud lame finvecinate si formeze intre ele un unghiu de — radiani.
Vi

Sistemul este asezat intr'un fluid care poate fi, sau nelimitat in toate
directiile, sau limitat lateral de un cilindru circular drept avidnd ca axi,
axa sistemului, Acest sistem rotativ e numit moderator cu aripioare sau
regl:u[atlm' cu aripioare. Vom presupune ci moderatorul se roteste in jurul
axel si ne propunem sid studiem miscarea fluiddi niscuti de rotirea
acestui sistem in urmitoarele ipoteze simplificatoare: (1) fluidul e perfect
si incompresibil, (2) miscarea e plani, adici elementele fluide care la un
moment dat se gidsesc pe aceeasi paraleli la axa cilindrului au aceeasi
vitezd paraleld cu sectiunea dreaptd in cilindru si (3) miscarea e irota-
tionald. In aceste ipoteze studiul miscirii se va face in planul determinat
de sectiunea dreapti cu ajutorul functiilor de variabili complexi.

Pentru sistematizare lucrarea a fost impartitd in 3 pirti:

In prima parte vom face o scurti monografie a problemei aritind
contributia diferitilor autori.

In a doua parte vom studia miscarea in fluidul nelimitat, iar in
partea ultimd in fluidull limitat.

Desi conditiile in care se face miscarea studiati sunt indeplinite
cu greutate in practicd, totusi rezultatele noasire pot fi folosite, intr’o
prima aproximatie, cu folos de cidtre tehnicieni in studiul turbinelor.

Ecuatia integrali la care conduce studiul miscdrii este intdlniti in
teoria aripei portante, studiu atit de important in aerodinamici,

Subiectul prezentei lucriri mi-a fost sugerat de profesorul C. Iacob
incd din Mai 1947 si am expus o parte din rezultate atat la Cercul Mate-
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matic al Societitii de Stiinte din Cluj, cat si la Cercul de Studii al Labo-
ratorului de Mecanicd al Universitatii din Cluj.

Tin sid-mi exprim pe aceastd cale profunda mea recunostin{d
profesorului C. Iacob, care a urmirit in deaproape lucrarea, oferindu-mi

tot sprijinul de care am avut nevoe.

CAPITOLUL I

Problema miscirii fluide miscute de moderatorul cu aripioare a fost
stiydiatd de diferiti autori cu «diferite metode. Nu vom cita decit pe acei
care au facut un studiu mai general al problemei.

fu Intai trebue citat Prof. V. Vélcovici'),
. care in trei memorii, dintre care ulti-
An s mul e o sintezdi a primelor doua,
trateazd problema in cazul cdnd flui-
2 . dul e nelimitat si aripioarele ajung
pind la axa de rotatie. D-sa ajunge
—x la urmatoarea problema din teoria
functiilor armonice pentru functia de

| curent: .
! Sd se determine o functie armonicd
in tot planul cu exceptia aripioare-
lor OA . care sd aibe derivatele par-
Fg. 1. tiale de ordinul intdi nule la infinit

=2

W s 5 . oo .
si care sd ia pe ariploare valoarea _gf“, o fiind viteza unghiulard iar ¥
distanta dela un punct la axa de rotatie.

Pentru gisirea acestei functii D-sa face transformarea z = aZ,
a fiind lungimea segmentelor OA, si studiazi reprezentarea conforma

FoLla s
Z _§[C + L }

care transformi biunivoc planul (Z) din care s’au scos segmentele 0A’,
transformatele Iui OA4. in interiorul unui cerc de razd unitatea.

Prof. Valcovici foloseste apoi formula lui Schwartz —Villat
si determini functia de variabili complexi a cdrei parte imaginard e
functia de curent ceruti

a’wi : ?'tﬂ
f(t)-——{mf\cos—g—
0

i V. Valcovici. dnnales scientifiques de UUniversité de Jassy, t. X. (1920) p. 5 si
201, Bull. Scient. de I'Eecole Polyt. Timigoara, 9. 2, 1928, p. 199.

4 .

" —10
£+_C_e__ af
it




LASCU BAL
96 ‘ 3

Pornind de aici, determini apoi elementele miscirii: liniile de curent,
viteza, energia cineticid, actiunea  hidrodinamici si momentul hidro-

dinamic.
Cazurile particulare n =1, 2, 4 sunt studiate in detaliu gisindu-se

expresiile potentialelor complexe

fi=—Tp C+4L+8)

. a%e 142 __adfo {t i ) 1+i4 01— =

D-sa mai determini pentru fiecare din aceste cazuri vitezele dealungul
aripioarelor cu punctele de oprire, energia cinetici precum si actiunea
hidrodinamicd si momentul hidrodinamic cu punctele de aplicatie ale
rezistentei.

Problema a fost studiati si de autorii germani W. Kucharski?),
M. Spannhake?®), E. Sérensen?), Schultz si Busemann tol prin
metode din teoria functiilor armonice. Dénsii trateazi cazul cind aripioa-
rele sunt cuprinse intre 2 cercuri concentrice, reusind si studieze si modele
cu aripioare usor curbate in spirale logaritmice. In toate aceste lucriri
fluidul e considerat nelimitat. '

In doud note publicaté in C. R, Paris (1927) Prof. Caraf 0li?) con-
siderd miscarea fluidd ciclici in jurul unei plici plane in rotatie in ipo-
lezele ci planul plicii nu trece prin axa de rotatie iar viteza fluidului la
infinit e diferitd de zero, gisind atit potentialul complex cit si rezistenta
hidrodinamicd si momentul hidrodinamic,

W. Kucharski®), intr’o lucrare recentii, reia problema moderato-
rului cu lamele pani in centrul de rotatie, in fluidul nelimitat, si di
solutia prin alti metodd. D-sa acoperi lamele cu vartejuri de densitate
necunoscutd si giseste o ecuatie integrald singulari pentru determinarea

acestei densititi. Solutia o obtine prin metoda desvoltirii in serie. Migca-

rea gasitd e miscarea ciclicd, iar constanta circulatiei este astfel deter-
minati ca vArtejurile si aibid densitate nuli la capetele exterioare,
Metoda folositdi nu-i permite si trateze in mod uniform cazul gene-
ral, ci distinge cazurile n =4 gj n'> 4.
Pentru n = 4 giiseste densititile

S0k =& T
an 3 ___ 1 —a 4@ : i y
m () = - E:r, 2 by [cos v — (—1)| b= 20 veplep
= ]/a”—c.'" % ink——
=g o S 9
t W. Kucharski. Strémungen einer reibungsfreien Fliissigheit bei Rotation fester Kir-
per. Miinehien und Berlin 1918,
8 W. Spannhake  Zeitsehrift fir angewandte Math, und Mechanik. Bd. 5. 1925,
p. 481 484,
4 E. Strensen, Zeitschrift fiir angew. Math., und Mech. Bd, 7, 1927. p. 89,
8 B. Carafoli, Comptes rendus, Paris, t. 184, 1927, p. 804 si p. 933.
6 W. Kucharski, Zeitschrift fiiy angew. Math, yw, Mech, Bd. 21 1941 p. 65—79.
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cu valorile particulare cos¢ =1 —2 (i)

pentru n = 1. 2 si 4,

anl+(—20¢ Ao 2a0 [ 4y
M= ——— ' -:—Vlﬁiz; My =———=11 5__4 cosvy
2 S 2 T _ 72 41\' _'1
= VC Z * a yl Z =0

In cazul n'> 4 D-sa reuseste si dea expresia densititii vartejurilor
sub forma unor serii care se preteazi ugor la calcule numerice si aplici
aceste metode si la aripioare usor curbate.

Intr’'un memoriu publicat in 1943 Prof, C. Iacob ) reving asupra
problemei si pornind dela consideratiuni generale asupra miscirilor rotato-
rii da expresia actiunii hidrodinamice asupra peretilor solidelor din fluid si
apoi trece la studiul moderatorului in fluidul nelimitat. D-sa reduce rezol-
varea problemei Dirichlet Ja acea a unei probleme mixte Volterra—
Signorini. Aceastd metodi o extinde si la cazul fluidului limitat
si cerceteazd detailat cazurile particulare n=1, 2 si 4 dind expresiile
potentialelor complexe ale miscirilor ciclice si aciclice, ‘

In cazul fluidului nelimitat se obtine .
== —— e 1" Tida
I’T(Za t) == TTIOS [VZ"—G"-'—VZN‘—‘ZJ"J —2_7: VkZ'J—a'”)(z”_bﬂ?[v(mn‘_an](bn_x'n)(mﬂ_zﬂ)
a

cind y — o miscarea e aciclici.
In cazul fluidului limitat, pentru migcarea aciclici, D-sa giseste

i
_— i = 2 Rny X2 9XZ
Filat)=—— Vg(z)" o B2 B—x7) ax
cu 3 .
7 (8) = (-—a) () ( = 7‘;)( g ?)
iar
btzl zdx
J 1 ()]
G —_ T
dx
| Voen

i

care e condifia ca miscarea si fie aciclici.

7 C. Jacob, Disquisitiones Mathematicae et Physicae t. TII, 1943 p. 207—3247; Comples
rendus, Paris, t. 217, 1943, p. 313.

7 — Studii si cercetiiri
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Prof. C, Tacob indici apoi forma termenului aditiv corespunzitor

miscarii ciclice
b

R =327

(X—Y")V [9(X)]

in acest caz constanta C fiind determinatd prin conditia de regularitate

la infinit a lui
Fi (e, )+ Fy (2)

In 1947 Prof. C. Iaco b®) revine asupra ecuatiei integrale singu]ale
2 lui Kucharski si-i di o noui metodd de rezolvare cu ajutoruﬂ unéi
probleme mixte,

Noi am cadutat si stabilim ecuatia integrald a miscirii prin procedeul
folosit de W, Kucharski, in cazul fluidului limitat. Am reluat mai
intdi cazul fluidului nelimitat, rezolvind ecuatia integrali a miscirii cu
ajutorul metodei Prof. C. Iacob si gisind densitatea am I'el.l$1t si calcu-
ldm atat viteza complexi cdt si potentialul complex al miscirii, regdsind
ca o verificare rezultatele Prof Jacob, atidt in cazul general cit si In
cazul unor numere mici de aripioare. Metoda folositd am extins-o in cazul
fluidului limitat si am gdsit expresia densitdtii si a vitezei complexe.
Acest procedeu care extinde p€ cel al lui Kucharskila cazul fluidului
limitat, duce la calcule destul de complicate. El prezinti totusi un interas
deosebit prin faptul ci este susceptibil de a fi extins in cazul aripioarelor
putin curbate, problemi de care mi voi ocupa intr'o lucrare viitoare,

CAPITOLUL II.
MISCAREA APARATULUI ROTATIV INTR'UN FLUID NELIMITAT.
1. Gasirea ecuatiei integrale. y

Presupunem' aripioarele cuprinse
intre doui cercuri concentrice si fie s
A:]_Bl, Asz,a-., AuBu urmele 101' in \
planul miscérii; ne propunem si stu- As
diem miscarea fluidi niscuti de roti- B e
rea acestuii moderator in fluidul ne- ol T
limitat In toate directiile.

Pentru studiul miscirii vom de-
termina potentialul complex f(z,,t)
fatd de axele fixe sau f(z,t) fati de
axele legate de sistemul rotativ. In a-
cest caz intre vitezele complexe avem
relatia Fig. 2.

8 C. Jacob, Mathematica, t. 23, 1947—48. p. 153.
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df df —i¢ 16 dh
Bl & =& =
P el
0 fiilnd unghiul ce-l face lama A, 1By cu axa ox,, iar © e viteza unghiulars
pel care o presupunem functie de timp.
Din relatia

— —_ =
Vo=V, + Vi
rezultd vitezi relativd complexi

. df - =
Up— W= — + 102
dz

In timpul miscdrii viteza relativi e tangenti la lame si deci proectla
vitezei absolute V., pe normala la lami este egald cu proectia vitezel
de transport V#» pe aceasti normali. Avem deci conditia

V;m':' Vin =107

r fiind distanta dela punct la axa de rotatie,
Pentru gisirea ecuatiei integrale a miscdrii pornim ca si W.
Kucharski® cu introducerea varte]urllor f]ctwe asezate pe segmente.

m i
Considerdim n vartejuri de densitate = plasate la distanta & de origine

pe cele n aripioare. Potentialul complex al miscirii fluide niscute de
vartejuri e

ﬁ(z):%log [e»—&] z2=z+1y, a<<&<b

a si b fiind distantele extremititilor unei aripioare de axa de rotatie, iar
viteza complexi este

ffy . m me" !
el 3 Al Z"—En
Viteza normali la aripioare va fi
m oyttt
Van = — n E,l
T r—

m (&) dE =

Considerim o distributie fictivi de vartejuri de densitate

acoperd aripioarele. Viteza normali datoriti tuturor acestor vArtejuri

are expresia
y.—" v““/’ 'm(E.) dt,

T T" pe— i!l

a

integrala fiind luati ca valoare principali in sensul lui Cauchy, adici

® W. Kucharski, Citat la Nr. 6
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J"E(Emi_ : ( f rn;(% dt 2::(2) dﬁ]

Planele radiale, executind o miscare de rotatie de vitezi unghiulard
®, viteza normali a unej particule fluide de pe un plan este egali cu
viteza de rotatie a punctului din plan cu care coincide in acel moment

T7:=m¢- (1)

Vom pune asifel problema incdt miscarea generati de vartejurile
fictive plasate pe lame si indeplineascid aceleasi conditii la limiti ca si
miscarea nascutd de aparatul rotativ, adici si avem

V:: = ¥n

Urmeaza
b

]_f’fn r"—m(E) dt

- ,’.n_gn =
a
care este ecualia integrali a miscirii. Ficand transformarea "<, E'=v

obtinem .
hn

1 [(My)dv o 2
=) = @
an w "

unde

M@w)=m/v) r)%L

Aceastd ecuatie integrali e de specia intdia cu valoare principali,
Ea a fost mult studiatd, fiind intilniti in teoria aripei portante,

Solutia ecuatiei integrale (2) a fost dati de W. Kucharski prin des-
voltare in serie dupd metoda utilizati in teoria aripei portante. (A se
vedea de ex. G. Hamel!®) si J. Péreés'l) H S6hn gen'?) consideri

ecuatia integrali
1 [fE)dE ,
9’($)=§;fxg (&)
si aratd ci dacd g(x) e hélderiani iar g(x) si g%(2)Va*—22 sunt integrabile
- in intervalul deschis (—a,+a), atunci ecuatia integrali defineste o
functie f(x), care e hélderiani si f(x) cu /A2)Va®—2® sunt integrabile in
b

intervalul deschis (—a, 4-a), astfel ca /f(i) dt si aibi o valoare dati.
: a
10 G, Hamel, Integralgleichungen, Berlin, 1937, p. 145.

1 J. Pérés, Cours de Mécanique des fluides Paris. 1936. p. 270.
12 H. Séhngen, Mathematische Zeitschrift, Bd. 45. 1930, p. 245,

8 CONTRIBUT]I LA STUDIUL MISCARILOR FLUIDE ROTATORII 101

Cu acest fel de ecuatii s’au mai ocupat J, Legras'®), J. Weissinger™),
J. Vecua'®), C, Tacob!®),

2. Rezolvarea ecuatiei integrale. Vom rezolva ecuatia integrali (2) cu
ajutorul unei probleme mixte studiati de A. Signorini!”), V. Vilco-
vici'®), E. Demtchenko!®), C, Iacob?29).

Pentru rezolvarea problemei lui Dirichlet pentru semiplan, adici de-
terminarea unei functii de variabili complexi F(z) = p+i¢ olomorfi in
semiplanul superior si la infinit, a ciirei parte realdi si ija valori
continue, date, pe axa reald, avem formula clasici

4o
ro= L[ HOE ®)

—»

¢ (E) flind valoarea pirtii reale pe axa reali, iar ¢ valoarea la infinit
a partii imaginare ¢ (z, y).

In cazul cind ¢(z)este o functie de pitrat integrabil, si e nulj pe toati
axa reald afari de un segment (%, ) ficind, pe z si tindi cdtre un punct
de afix x de pe segmentul (%, 8), in virtutea unor rezultate ale matemati-
cienilor P. Fatou®!), J. Privaloff??), H, Villat?), avem

B
$ 0 =— f sl 3)

Cand ¢(z,y) e nuli la infinit, o =0, iar ¢(z, 0)=g(x) este dati pe
segmentul (2, B), @(z) este solutia ecuatiei integrale.

B
g(x) = = f oG dt (4)

Z2—¢

care este analoagi cu (2).

Dupi metoda folositd de Prof. C. Iacob in memoriul citat la Cap. I.,
considerdim problema mixtd urmitoare: Sd se determine o functie de
variabila complexd F(z)=u-iv, olomorfi in semiplanul superior, nuli

13 J. Legras, C. R. dead. Paris. t. 206, 1937, p. 972.
4 J, Weissinger, Math. Zeitschrift, Bd. 47. 1941. p. 16—33.
45 J. Vecua, C. B. dcad, U. R. 8. 8. t, 261928, p, 327330,
16 (¢, Jacob — citat la Nr. 8.
Y7 A, Signorini, €. R. dcad. Paris, t. 190, 1930, p. 712.
18 V. Valeovici, C. R. Acad. Paris. t. 190, 1930, p. 1264,
B. Demtchenko, €. R. dcad. Paris, t. 190, 1930, p.415.
C. Jacob, €. E. Acad. Paris, t. 228. 1049, p. 355,
t P, Fatou, Acta Mathematica, t. 30. 1906. p. 335.
J. Priwaloff =~ Bull. Soe. Math. de France, t. 44. 1916, p. 100. Jowrnal de I'He.
t
i

I R ORI
S o

©

Poly 24 (1924). p. 110.

Villat, deta Mathematica, t. 40. 1916, p. 101,

H

o=
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la _infinit‘, mdrginitd pe axa ox in afard poate de x=1=, x=p8, care si inde-
plineasci urmdtoarele conditii pe axa reali:

«=0 intre (—oo, a); (B,+ o0) iar v = 9(2) holderiani pe («, £) (5)

Solutia acestei probleme existi $i e uniformd, cici F(z) definit de
cqnditiile (5) se poate prelungi prin simetrie in semiplanul inferior, deter-
minarea el revenind la o problems Dirichlet peintru planul din care s’a
tdiat segmentul (%, 8). Conditia la infinit nu constitue o restrictie cici
putem addoga solutiei un termen de forma

Az+C

? ——— A s O
\/(z—m)(z-ﬁ) § constante reale,

ce in-depli-n_e$te conditiile (5) si putem alege pe A astfel ca solutia s3 fie
nuli la infinit,
Ludm functia auxiliarg V(a—a}(z—[ﬂ) cu determinirile

VD

in intervalul — co, a)

i \/(a_a) (B:Z’\) Y] y (11 ﬁ) (6)
Via—a)B—=) e = (8, + co)

_Determinarea produsului (Fz) \/(3¥0C) (¢—P) revine Ia problema lui
DJI:IPChI'E:t pentruj semiplanul superior, cici vom cunoaste valorile pe care
le ia partea reali a acestei functiuni pe axa ox.

Presupunem ci la mari distante F(z) se desvolti intr'o serie de forma
%2

Flz) = E; + 24

Potrivit formulei (3) avem

A et s
F(e) Vie—o) —B) = — - fq(E) VE—a) (B—F) dt T

sk
sau
4 » o
L i &) VE—2) (B—F)
Bt 2L Chiva v A
= Vie—«) —B) =V(ie—=) (—p) f 7—F dt (7)

a

Fécand pe z si tindd citre un punct de afix x depe segmentul (*, B) gisim

'G _——
Ve—o)f—z) =Va—= @ —2) o

a

9(z)
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tp(z) = u (x, 0) este solutia ecuafiei integrale (4). Constanta C este

Se poate verifica acest rezultat integrand termen cu termen relatia (8)
si {indnd seama de rezultatele lui G. Bertrand?®) asupra intervertirii
integralelor cu valori principale precum si de formulele

4 2 w<<E<P
—dm = si [ == —— —__—dx =0 (9)
Vie—a) B—x) ; (z—E)V(z—a) B —2)

o
Mai putem da solutiei (7) si alti form# ludnd ca functie auxiliars

il

m cu determi;nirile
2—o) g—
e 1)( 5 in intervalul (— oo, a)
(x—a)(2—
1

ST pe segmentul (x, f)

ar—o ==t
1

Vie—2) (@—P)

in intervalul (B, + o)

Gisim pentru F(2) folosind cétul —L(z)y expresia
Vie—a) (z—B)
pom g gt L o X
Tt LBt ‘z_ﬁf oRldE (10)
(3) H (z—E)V(E—a) B—E)

Solutia (10) nu e nuli la infinit. Pentru a indepllini si aceasti condifie
ii addogim termenul
1 g—_— (C, si C, constante reale),
Vie—a) —B)
care are proprietatea ci verifici aceleasi -con;d;i;ii_ !a limitd si determinam
pe C, astfel ca si indeplineasci si aceasti condifie.
Vom gisi

24 G. Bertrand, Annales Sc. I’Ecole Normale Sup. t. 58. 1923, p. 205.
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ﬁ‘
1 [ o®ad
VE—) (E—p)

In acest caz solutiile (10) si (7) sunt identice. Intre constante existd relatia

B8
G0 +1 f E—2—Pge)de (11)
©) VE—«)E—p :
a
Revenind acum la miscarea fluidi considerati constatim ci ecuatia
integrald a miscirii (2), care ne va da densitatea vartejurilor este de aceeasi
f;rma cu ecuatia integrali (4) dela problema mixti a cirei solufie am
gasit-o

Din identificare scoatem
2—n

M(w) = o(u) ; N E— q(u) &= g B— pn
si tindnd seama de (8)
: G V—_mt
ﬂf(u) m————— - W—a ’U) dv :
Vi (—a™) (b"—u) = ‘/(u_ﬂu bw_uf n—2 v (12)
(i—t)v "
unde
l‘{(ﬁ:)-— m '\/u w ; -
m(u)

e filnd densitatea unui vartej plasat la distanta u de axa de rotatie,

. e

Expresia yL___ v—a*) (b"—v)
n—2
—

Valoarea principaly a integralei in sensul lui Cauchy existi si deci

integrala are sens,

3. Calcularea densititiii vartejurilor in cazul uwnui numir mic de
arlploare In aceste ca‘Icu]e intervin mt«.gra\le de forma

2" d z"dxz a<u
< b
/ \/(:r a) (b—z) (@L——,r)\/ (x—a) (b—=z)

Pentru calcularea Iui 7, folosum fie substitutia = a cos’¢ + J sin’p
fie metoda reziduurilor si gisim

este continui si holderiani in intervalul ( = b%)

b R A 2
Ioz’n; ]1':&_2{_ ™ ; f2=3——-—_a’ +2§;Z)+3b T
_ (a+b) (ba*+5b>—2ab)
Ty = 1A (14)
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Pentru calcularea Jui J, putem folosi metoda reziduurilor. Din relatia
b

m _i/ dE
Vie—a)e—b) | E—2) VE—)E—P)
a
facAnd pe z si tindi citre un punct de afix x de pe segmentul («, P)
gidsim pe (9).
J{):—-O.

Tindnd seama de aceasta se obtine succesiv

Gt L TR e % (0 +b) — (30 +2ab +30%)

2
Ju = — mu — 5 u(a-+b) — & (80°+2ab+8bY) u— 7 (ba? +2ah +5b7)  (15)

Avand aceste integrale putem gasi densititile vartejurilor pentru
nuymere mici de aripioare,
Pentru o singuri aripioari avem

. C o 8x*—4(a+b) x-—(a—D)
Y Ve—a)—» 8 Viz—a) (b— )

Pentru doui aripioare

Cx _ ox (2x>—a®—b?) (16)
Vixe*—a?) (2—=x2) 2V(x®—ad) (0°—2x)

m2 == xﬂ/fg S

Pentru 4 aripioare

Ot o z? '\J(a*—v) (v—0b*) dv
my — 47— ———— —_— 1

\/(334—&4) (b — b Tﬂj(m"’—a*) (b"l_x%). 1? 5

In cazul cand aripioarele se intind pina in origine, functia de sub semnul
integrali rdmédne integrabili asa ci si in acest caz putem calcula densi-
tatile vartejurilor si gdsim pentru

sk MRS PN e
Ve(@—x) 8 \/a: (t—x)

n=2 s C_ o i 2 bz
V=2 2 yp—

n =4

: ) — p2—\/ b —z ) Cx
Wy =i WVL4 (2b -+ \/b —x*log ?2+1/b4 e -\/54—_71,;1

Densitdtile vartejurilor sunt infinite la capetele aripioarelor. Cune
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(9]

dispunem de o constanti arbitrari, putem si o determinim astfel ca la
capetele B, si avem densitate nuld. In acest caz obtinem pentruy constanta
C valoarea

bn
) ')/(v—-u“}(b”—-—?) =
C—-E[ﬁi—‘ dv (18)
! " (b"’—'l})

iar pentru densititi in cazurile unui numsr mic de aripioare avem

o 2xi—hxr—p® e . g
77?12_5 \/ —=1 ”?2:—§ ng“_‘l»’z; ?”4—_-*_2{:[0 __‘1;2——\/1()4—.2* (18')

x (b—mx) T b2 +-W}4_x4

‘Aceste rezultate au fost gisite side Kucharski in lucrarea citati
D-sa, folosind metoda desvoltiirii in serie, nu a putut trata problema ir;
general intr'un singur fel, ci a distins douy cazuri, unull pentru n=<4 si
celalalt pentru n'> 4. In studiul nostru se vede ci mnu existi o 'dJirStElctie
‘teoreticd intre aceste cazuri. In cazul cind a— 0, functia de sub semnul
integrald devine infiniti in origine, riméanand totusi patratic integrabili
$1 Integrala admitind valoarea principali in sensul lui Cau chy

X 4_. Determinarea vitezej complexe. Am vizut ci viteza com'p];;ax‘aj an
vartejuri plasate pe cele » aripioare la distanta | & de origine are expresia
‘i m mert

d:  mio—E

Viteza datoritd tuturor vartejurilor ce acopir aripioarele este
b

e / m(E) d
i) z?l___Ew.

@
Ficand schimbirile de variabile E'= u, 2"=1{si punind
1—n
‘ : a=g" p=b"; Mu)=m (Vu)u "
forma vitezei devine

w = %f%(fg’b (19)

a P
; M(u)‘ fl:iqd solutia ecuatiei integrale (2) este dat de relatia (12), asa
©a expresia vitezei complexe este ' '
n—1 B n—t B

= 8
e e L T (S PR = =
W= E A oL v )
) CoveaE i / (z—wvmtirf rARE
& v (y—y

o«

o
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Neajunsul acestei formule consti in faptul ci termenul al doilea
prezinti doui integrale succesive dintre care una este luati in valoare
principald. Potrivit unor teoreme stabilite de G. Bertrand si Z.
Eichler (25)asupra intervertirii ordinei de integrare la integrale cu valori
principale, putem aduce expresia vitezeil si contini numai o singurd inte-
grali obisnuiti.

Intr'adeviir putem scrie

B g 8
du l’k/(v—tx)(ﬁ—u) (Ev=[V(v—d)(B—uf du E,
CuVw-a@-w)) =0 ) ) ) Viw-=) B-)
si se verifici usor ci
B
du . i o
(—u) Vu—a, G—)  VE—x C—B)

o

, d )| [ du gt L3Rl - (21)
C—) =) Vo) B—u) ) Cu) V) B-w)  t—CV([C-) (C-B)

In modul acesta obtinem formula finali a vitezei complexe ce nu
maij contine integrali cu valoare principald.

n—I n—1 B =iat.
Gt (o,

T e

Revenind la variabila z vom pune { =2" «=—a", p=10"si gisim

bn
ol i (e e
‘\/(zn_an) (zn_bu) ™ '\/(zn_an)(an_ bn) ?;T. V=2

ar

Pentru a stabili vitezele in cazul unor numere mici dej aripioare, prin
calcule simple vom efectua céiteva integrale de forma

Y _j‘ .’L‘"’dl‘
") (a—2) Viz—a) (b—2)

Se gaseste

2 M. Eichler, Mathematische Zeitschrift, Bd. 48. p. 503.
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1’0=———_Tc::—_, Y:—-_‘#{—E; If:——ﬂa—__{— T -|-?ig
Ve—ale—0" ' Ve—ae—b) " " Veae T e 2
= Tz3 a+b  3a®+2ab+ 302 (24
I e —— 2 —_— ( )
" Ve (3 S S )

si de aici vitezele pentru B 20

rt'l:——L — w24 —i__2 8———
Vie—a)(z—0) Vie—a) (e—)
9 5 aa2+ b2 |
iCe - (Z T2 )
We == T ——————— ?, 2+ — = (25)
2 \/n\zz——a,z) (22_b2) \/(Z’.)—G;a) (32_2)2

2o 22 b2 POz
W= — | —— — = —_—
4 = [34—64 gdrCisz‘*—bJ +\/z4'—~b*

Vitezele astfel calculate coincid cu vitezele miscirii ciclice gasite
de C. Iacob, iar cand C =0 cu cele ale miscirii aciclice. Si aici ca si
in cazul densitatii vartejurilor, Ia capetele segmentelor vitezele devin
‘nfinite, situatie inacceptabili din punct de vedere fizic. Putem dispune de
constanta C astfel ca vitezele si fie finite |a extremitatile B5n.

Valoarea determinati pentru C astfe] este E

==
n e
s ovn (v—p)
ea fiind identici cu (18) pentru care se anuleazi densitatea la extremi-

tdtile exterioare, cum era de asteptat.
In acest caz viteza complexd ia forma

I°}
o % Vio—2) (v—) dv (26)

n—1 B
@il * (B—) [No— =4
e e o
v ™ (e—f) ()
In cazurile simple considerate avem vitezele complexe
o  atb b (6—
mt(z-~——§—z+ (2 b))
Vie—a) (—)
wiz (b2—z?)

VE—a®) (P—p7)

T—

W= — ey —

W= — wiz +:
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20}z

(a=0) (23)

¥ =
h')'!._

Punctele de viteza relativd nuli coincid cu capetele B ale aripioarelor,
5. Determinarea potentialului complex. f(z, t) fiind potentialul com-

e L ;. 5
plex al migcari, - este viteza compilexa; dar
of_dr & df =1 cici { =z

e Al de T a"
Din (23) deducem

B
d i wi oG
n—32

y’ (TC W ™ V(c_“) \Ciﬁ) g 1 V(CHJ") (Z__E 7:T(’U'—t)

Punind .
n—

Y (B} iy
= ﬂw dV=uv" dv

=5

§i integrand prin pirti se poate verifica identitatea

g 8,
l(*f'_“) (B—T’) dv ey ’0;[2’&—(“ +B) v+ 2aB] dv
s B B eI

pe care inlocuind-o in (29) obtinem

B g
daf Ci wi v" [206—(e +B) v+ 2epf] dv
S — — - — (30)
@ wnVit—o) t—p) Vi 8 ) (—0*Vi—w) E—)

a

Constanta de integrare fiind aditivdi, n’are nici o importanti in miscare,
asa ci o ludm nul4.
. orget , C ot ; :
Revenind la variabila #si puniand e Cy, tegisim expresia potentia-

lului complex al miscérii ciclicg din lucrarea citati a Prof. C. Iacob.

bhn
Wi 3 i nxt! ap
2 — ) Nt Mok | = 2 JH_ n pﬂ_bﬂ
flesu=Cuilog [V(Z fd +V(z 5 )] 2n VV @) (;[(xn_aﬂ)-\/(xn_an)(bu_mn)
' (81)

Odati cunoscut potentialuyl complex al miscirii fluide se pot calcula
cu usurintd celelate elemente ale miscirii: energia cinetica, acfiunea -
hidrodinamicid si momentul hidrodinamic, probleme studiate atit de
V. Vilcovici cit si de C. Tacob.

In cazurile n =1, 2 si 4 avem
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Cq R~ — ) , o B- o T
fi= 5 log [Vie—a)+V(e—b)] —g’[zg = (z—f— %ﬁ) Vie—a) (e—b)J
Co.  ris— 5 ' T T
fr = log [VeP—a? +V2"—p?] — %* [2+ V=) ("—b9)] (82
§i
C ) ; e O ¥ 2 2
fa = gq log [224 V"—0pt] + i (g i ol
= ™ \/34_[}4

==

CAPITOLUL III,
MISCAREA APARATULUI ROTATIV IN FLUIDUL LIMITAT.

1. Rezolvarea unei probleme mixte. Inainte de a ftrece la gisirea
e-cuagiei integrale a miscirii, vom rezolva o problemi mixti care generali-
zeaza pe cea tratatd de Prof. C. Tacob?®) in legituri cu ecuatia integrali
(2), si conduce la o ecuatie in- ’ ‘
tegrald analoagi.

Vom determina o functie de
variabili complexi F(z)= ¢+
olomorfd in interiorul unui
semicerc de razd R, cu centrul
in originea axelor de coordona-
te si cu diametrul pe axa reali
Ox care si indeplineasci urmi-
toarele conditii la limits:

® =0 pe semicercul DCE
si pe segmentele EA si BD: iar |
partea imaginari si se reduci |
la o functie dati pe ségmen- ;
tul AB. oy
: In.virtutea acestor conditii F(z) se poate prelungi prin simetrie
in semicercul inferior, problema ludnd forma urmitoare:

Sd se determine o funcfie F(z) olomorfd in interiorul cercului afard
fﬁe s?gmentuul AB, a cdrei parte reali sa fie nuli pe cerc, iar partea
Imaginard sa se reducid la o functie dati pe segmentul AB.

_Acls'sta € un caz particular al problemei lui Dirichlet generalizate,
studiati de Prof. H. Villat?” si C, Iacob pentru domenii multiplu
conexe, despre care se stie ci are o solutie unici mérginitd si uniformi
in cazul domeniilor dublu conexe, cum este cazul nostru, \

Pentru determinarea ei vom observa ci F(z), avand partea reald nuld

26 C. Jacob, citat la Nr, 8.
27 H, Villat, citat la Nr. 23.

—
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pe semicercul superior, se poate prelungi in virtutea principiului lui
Schwartz, prin simetrie fati de cerc in semiplanul superior y >0, lndnd

in punctele simetrice valorile ¢ =-—¢; $i ¢=¢; si deci pe segmentele AB
si A'B” simetricul lui AB fati de cerc
’ ’ 7 / R2
(@)= —9x); g1(x)=glx) unde x =2

In acest caz avem o problemid mixtd pentru semiplanul superior.
Stim ci aceasti problemd are o solufie unicid mirginitdi si uniformai.
Putem presupune ci solutia noastrd este nulid la infinit si deci si in origine;.
pentru aceasta vom renunta la conditia ca functia cdutati si fie margi-
niti la capetele segmentului AB. Addogirea unui termen de forma

i C14 Cyz+ Cy2?
U3 Vi(z)

unde C,, C, si C, sunt constante reale, permite realizarea acestel conditii.
Si presupunem ci valoarea lui @ pe AB este f(x) iar pe A'B" f,(x’)
pe care considerdndu-le pentru un moment date F(z) e dat de formula (3)

b a’
Flz) = Bis ﬁj_dé = L M 1+ i K (33)
w g—E ™ 6‘—$
a b’
unde constanta K trebuie luati egali cu zero. Ficind in integrala a doua
2

schimbarea de variabili &= %— gisim
h

_ i [reiE—RYaE ou

e §(—E)t—K7) =)
a

In virtutea rezultatelor invocate ale matematicienilor P. Fatou si
J, Priwaloff?®) suntem condusi la relatia

b

1 f "z ) (E—R?) dé i g (84)

e ey

@
care este ccuatia integrali ce determini pe f(x) cind cunoastem pe g(x).-
Ea are aceleasi caractere ca si ecuatia integrali (2).
Problema noastri pentru semiplanul superior e urmitoarea;
Sd se determine o functie de variabili complexd F(z) = ¢-+1) olo-
morfd in semiplanul superior si pe axa reali afari de segmentele AB gi
A'B’, nuli la infinit si care s indeplineasci pe axa reald conditiile la

2 Citati la Nr. 21 gi 22.
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limitd:

¢ =0 in intervalele (— oo, a);: (b, b): (¢,+c0)

Y = g(x) continud si holderianc pe AB si Y=g, (x') pe A'B’ cu relatiile
i BS R R '

gl =gile): al=S=) B==2, .
a b "

i Pentru rezolvarea ei proceddm in mod analog cu cazul anterior.
Luam o functie auxiliari h(z)=(z—a) (z—b) (z—a) (z—b") si conside-
rim ramura VA (2) care are determinirile

\/@ in intervalul (— o0, a)
—1 V“‘_(-T” » » (a, b)
— Vi) ey el (b, ¥)
iViha)| R @, o)

e " = (@, +00).

Folosind artificiul lui Signorini avem pentru semiplanul superior de
- ; 2) ol -
determinat functia ﬁ—T olomorfi in semiplanul superior si pe axa reala
. ;

afari' ":.l_e segmentele AB, A'B’, nuli 1a infinit indeplinind pe axa reald
conditiille:

Partea reali e nulj in intervale (=, a); (b, b’) si (a’,+c) jar pe
segmentul AB egali cu l

_G(‘r) i ve AR g (.I")

Vin@) " T i@y
Formula (3) ne dd si in acest caz solutia
b a’
r__g@:_i/ GL N WAL
Va(z)  Je—EVTRE] T~ | (—&)VE)]
a b
sau (36)

h

o) i [ g@E—Rrya
Vi(z) ® | (—£) (6—R) VR |
a
Aceastd solu,tife nu e nuld la infinit. Pentru a indeplini aceasts condifie
1i addogdm expresia

i 01+ (JgZ—F 03/3'2
= Vi)

i Cz_ si Cg. fiind constante reale astfel determinate ca si indeplineasca
conditia la limiti

He) = (37)
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20

2
D)= —>P (%) pe segmentele AB si A'B’

@ (£ fiind partea reali a expresiei (37) si si nu modifice conditiile (35).

Se giseste
Ci= R*Cs (88).
Alegiand pe C, astfel ca si avem o solutie nuli la infinit obfinem
b
3__ p2
o g(é) (68— R*) df (39)
EVInE) |

a
In acest caz solutia

Fo(e) = Fl2)+ E(2)

indeplineste conditiile la limitd ale problemei si are forma
D

e [FaT A " L - y 2
)= — i Vi) / g E—RNdE | i OkGetGe 0
; ® JEeHE—RWRE] T ViE)
Tindnd seama de rezultatele (38) si (39) expresia (40) devine
b
7 () — i g(cfiléz—Rd)_[_éf?.(j)—(Ej+zz)(z'—$ (:6é—R?)] d§+ iC‘z_ 4
o “/ EVIHE) [ Vh 2) (=—E) (:6—R?) ® Vh(z) el

C fiind o constanti arbitrara. i

Am fi putut proceda si altfel. Dacii am fi considerat produsul #'(z) \/h zl
am fi fost iardsi condusi la o functiume olomorfi in semiplanul superior,
pentru care partea reali este cunoscuti pe Ox. Dar pentru a putea aplica
formula (3) trebue sd presupunem ci F(z) la mari distante e desvoltabild
in serie de forma

Fl)=2% + 3+

ZZ
3i obtinem
h ol
i i gEVRE) . i (g @)V[RE)AE | ..
F(Z)Wt(f)——wf? dé = b +1k
@ I P.’
sau aducdnd la o singurd integrali prin schimbarea de variabild &' = %
b
i (@ VIRE | (61 + RP—ERY) (¢ —RY) ik
Fle)= ——— : dé T (42
) mVh z)_/ £Y(e—¢) (26—R") g n Vi(z) (42)

8 — Studii si cerceliiri
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Aceasta solutie are reziduul la infinit nul si pentru a obtine o solutie
cu reziduul punctului dela infinit diferit de zero addugim expresiei ter-
menul

14z

= Via) 2
care nu modifici conditiile la limit3 (35).
Noua solutie
i(z) = Fz) + - . Ai
= Vi(z)

trebuind si indeplineasci condiltiile (35) se giseste pentru K valoarea
b
9E) VM) [ (&— R?) dé
K =f—l‘ ‘_551(7 1
(73
si In acest caz
b
Fio)= 2 [ 8OC—BNHET ., i A
1) Vi) | &) (:6—RY ¢ T \/h(z)

@

(4%

- S.olu‘tmle“ (i”) si (43), in aparent{d par diferite, si aritim ci ele sunt
identice dacd intre constante e o anumitd relatie,

. Punénd in evidenti termenul comun solutiilor Fy si Iy, Fy(z)se poate
scrie

14
P2 |98 E-RY[WE) |t
UG Se-He-R)

™ Sl gen

4 fq(f) (-R? [egfh_(fi) +§fa(z_)—§2(33 +22) (--§) (:6-R?)] 70z (45)
EVHE VI 1) (-8 (:6-RY) V()

Se poate verifica usor identitatea

226 | h(E)| + gah(z)z(g—g)(zE_Rz){zzfa_i_zg[Rz+£z_<a+b)s_ R*a+0) f}-ﬁ-l{"‘fz

ab }

unde y
b
[W(€)| = (£ —a) (b— &) (s.— 5‘;) (s_. Ibi) ]

In acest caz relatia (45) devine
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b
_ i [g&)@—R)V[IE |dé
FO(Z)_RVH}) [ & (—E&) (:.—R?Y e
a2 2 b
12 DQ(E)(F_RQ){R2+EE—({I+1))E_R(c?; )E]ﬁ 10z 46
—nvm[ » V] BT

(1]
De aici se vede imediat ci Fo(z) sij F1(z) sunt identice daci intre constan-
te existd relatia

[ i b .
oo (B—g) R re—rnp T g
A= C+ - (47)
E* V(g

(4]
Ficand pe z' sd tindi citre un punct de afix x de pe segmentul AB in (44)
vom gasi

i rf W@ @—RN[MD [ dE_ Az i

== Vwi| e=0=E—R) zVii@]

&

iar din (41) obtinem
b

: 1 0(8) (@ —B?) [Eh(x)—(x? + BY) (+—8) (wE—RY)]
fix) = —— ( 9)
= V[ ()] E(z—E) (x E—B) VI h(®) |
” e
x|k

2. Ecuatia integrala a miscarii. Dupid cum am vizut in introducere,
in aceasti ultimi parte vom presupune aparatul rotativ asezat intr’un flulld,
limitat lateral de un cilindru de revolutie, avdnd ca axi de revo]upAe,
axa aparatului rotativ. Figura aldturati reprezinti sectiunca dreaptd in
cilindru, €, fiind urma cilindrului, iar 4, By, Ay B,. .. . gi A DBn urme}e
aripioarelor, Ipotezele in care se face miscarea sunt cele anurnejra_te in
introducere: fluidul perfect si incompresibil, iar migcarea pland si irota-
tino.ald
Considerim la inceput cazul unei aripioare si plasim in punctul M de
abcisi E un véantej fictiv de densitate—::i- Miscarea fluidd ndscutd de acest

vartej va avea cercul Cd ca linie de curent. Se stie cid prin i'nt;oducera.a in
punctul M’, simetricul ui M in raport cu cercul C; a unui vartej de densitate
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m 7 : . ) s R N o
— o Tevenim la migcarea in fluidul nelimitat, C, riméanand linie de

curent.
Potentialul complex al miscdrii fluide generate de aceste dous varte-
juri este
m z—¢
Z) — —
fl() e IO:» ] R
o
iar viteza complexi
dfi ~— m 1 1
dz @ |z-¢§ B
: N
' 2

Fig. 4,

Componenta vitezei pe normala la segmentul AB are expresia

. m 1 i
i £
Sd asezam pe segmentu}l AB un strat de vartejuri de dénsitate@
Ele vor avea contributia de vitezj
b
1 1 1
T’T-n === Vs )
“/m(E) — 7 dE (50)

In migcarea reali a aripioarei in fluidul din interiorul cerculuj Co
cercul C, este linie de curent, iar aripioara AB este linie relativd de
curent. Viteza normald a unei molecule de fluid depe aripioari este egald
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cu viteza punctului depe aripioari cu care coincide in acel moment.
Whp =0T
Conditia la limitd

Vn —W,=0x (50')

conduce, cazul unei singure aripioare, la ecuatia integrald
b

1 f n@E—RyE a<<E<b (61}

(x—E)(xé—R?)

a

In cazul a n aripioare avem potentialul complex si vitezele complexe

m an—gn
=5
5!?
gﬁ = nz"! 1 7 ol E" ]?n
dz = T gﬂ_Eu anﬂ_Rﬂu
n x'u—l 1 Sn
V" = T [ xn_éu &l €T Sn_RZR] m

Viteza normali la aripioare, niscuti din contributia tuturor varteju-
rilor; plasate pe aripioare este
b

n xt—1 i 1 é’u ) ’
— o A R T :
Ve T / (mn__é‘n o Ran m\EJ é

a

Tindnd seama de conditia la limiti (50"), gdsim ecuatia in't.egralé, a
moderatorului cu n aripioare in fluidul limitat lateral de un cilindru de
revolutie

b

= :inri/' (m'"-l_gu N xﬂéniRBn ) ’m(f)df: wr

a

care se reduce la ecuatia (51) in cazul lui n= I,
Ficédnd schimbarea de variabili

= . En —
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si punand

1-n

a*=a , =4 M) =m u)w

ecuatia integrali ia forma
8

2___ P2n 2—n

(u*— R?") M(u) du P

(v—u) (vu — R?") c (53)

o

analoagd cu (34) a cirei solutie am aflat-o.

Prin identificare gisim
B—n

AL wp* __ 9(0)
w

v

M(u) =

si de aici folosind solutiile (48) si (49) al ecuatiei integrale (34), gisim
pentru ecuatia integralid (53) solutia sub una din formele

8 2
AM(U) Ly o (v*— R?) v ™ V Th(w)] [hv)| dv 1 A
_ eV i) v? (u— v) (uv — R?") w\/m
sau ’
7 2
= 9 (»* —R®) v" [vh(u)—(u*+R*) (u-v) (uv-R™)] dv
M) = e
(u) U \/ |h(u)| f ) '\/\ h{v) ‘ (w—v) (wy — B2 e
3 C
Tl
mV/[(w) |

care sunt identice cdci intre constante existi relatla (47).
Luand solutla sub forma a doua cu C = R™ C,, avem pentru cazul
unui humir mic de arlploare densitdtile particulare, pentru n = 1.

e ./ | (vr—RZ)er(m)“(m?'i-Rz) (z=v) (xv—-RY] d» R*C,
nx\ | )| VIa@)] (z = v) (zv — R WVW

pentru n=2

bl
_ 6] '(sz—h“) [’Uh(xz)—(w‘*-i—R*) (.’x:”-—v) (a:'zz;—Rﬂ iy BEChx
wx}[h(a?)] V(@) (@2 —v) (z2v—RY) =V [h(z?) |
“ , 5)

pentru n=4
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bxl
@ (=R [vh(x")~(x* + B8 (x*~0) (w*v—£9)] 5. BG?
= = — VAt —
xx\h (xh) vzt — o) (xtv— R®) V[ h(v) | n V[ hizh |

at

Fiacand raza cilindruluj sd tinda catre infinit regasim densitatile
vartejurilor din cazul fluidului nelimitat

o ® [ [ v“ dv }
i \/(u—“ (B-w) V (-%) (B-v)

5 Bl '\/ ) ({i—_v) dv
w Y/ (w—a) (B-u) v ) (56)
cu circulatia 3
i [ \/(v—a) = (57)

3. Calcularea vitezei complexe a miscarii. In cazul a n aripioare viteza
complexid e datid de integrala
b

W= nz=—1 f m(EJ {E'ﬂu __R2n) dE

T (2" — E“) (2?1 Em_R%.)
a
care dupd inlocuirile

1—mn

m=C; P=u a=0o b=pF Mu)=m (V) w ™
devine :
n—1 B
" M (w) (u* — B*) du
"= | c—w@u—E" 68) |

o

unde M(u) este solutia ecuatiei integrale (53).
Inlocuind pe M(u) cu relatia (54) relatia (56) devine

p & J
t E ou (u— RB*) du (At—Hp \/ [ R (v)] o
{ VTR € — ) Gu— B 2 (u— o) (ww— B™)

o
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w 1 B
o A c n (u2 —_— Rz-u) du
% (§—u) (Cu— R*™) V[ h(w)] (59)

_Cu ajutorul reziduurilor sau din formufa care rezolvi problema lui
Dirichlet pentru semiplanul superior se pot deduce cu usurinti relatiile

B
—TC_ = (REH S ,ME) du .
@ —yau
(v —u) (i — R VR ()] (60)

o

Intervertind integralele in expresia vitezei co i tina
I gr2 : mplexe si tinidnd seama
de rezultatele (60) gisim formula finali !

w1 B B e 2 n—1
W — mg n (R2r:_.v2)vn.'\/lh(v)|dv _ ACT
w7 (0 -0 (v — R mi V h(E) (61)

Pentru cazurile n=1, 2, 4 obtinem expresiile
b
W,I:__mi_z (R2— )V [h (v) | dv A
=V (e) (v—20 (vt —R?) niV h(2)
G,
W © zii [ (R*—v?) V[ h(v) ] dv Az
VI | 2—DE—R T miyic 2
a2
bt 1
W 127 [ (BB —v®) v® V[ A() | dv 428
w® Vh(z?) v’ (v—2) (vs*—R") LIRTTTED)
at

_ C_a. i in cazwl‘_de-n-sité;_ii‘, vom obtine la limiti cdnd R — co, expresia
vitezei in cazul miscirii din fluidul nelimitat

MLl e n—t’ e
Wz—mic,_i V() |dv = i “;_1[ — v" dy
] N R A B oy B
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4. Determinarea potentialului complex al miscarii. Notdnd cu f(z, t)

. potentialul complex al miscirii, viteza complexd este

w4 _df a5 _af

dz_ df dz dg B
si de aici
B 2
af __ et [ Br—u) " V[AW)] A
a5 amiVhg | v (0—8) L—E™) nmiVh(z)

o
Printr’o simpld integrare si o intervertire a ordinei de integrare ob-
tinem potentialul complex sub forma

B " ¢
Pl 1) 2 [ B0V | dv L4k (64)
: nwa v (v—0) (t¢—R>) V[ ()
[} g_ (1]
4 [ dg |
nwL \/E(f)
&
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KPATKOE CONEP)XAHMWE

I3 Hacrosillled CTaThe aBTOp H3yyaeT TeKyllee JBUXKEHHE BOKPYT poTopa
T paJjHaJIibHBIMH JIONIOCTAMH B cjgydae HEOFPaHH‘{E‘HHOFO MOTOKa, MJIH XKe
OrPaHHYEHHOrO CO CTOPOHEI NMPSAMBEIM KPYrOBEIM IIHJHHADOM,

YuHTHIBask PHIOTESHl YIPOIIEHHS, IIPH KOTOPBIX COBEpPLIAETCA JBHIKEHHE,
4 TakXe rpaHHYHble YCJIOBHS, aBTOpP HAXOAHT CJefyIOLlHe HHTerpaJjbHble
YpaABHEHHS :

r

2—n
A | M) du e
T U—"0

JUJIsE HEOTPAHNUEeHHOr0 IOTORa 1

2—mn

7
i (u2— R M () du=m e
L (v—ut) (wv—R*")
[+
WA OPPAHKYEHNG O LUTORE, KOTGPBIH OllpeAeNsieT HEH3BECTHYIO  (yHI Hio
M (v): Haxoxaenue 3Tofi YHKUHH 3aKIIOUAeT TaKkKe B cebe HaxoxieHiie

CJIOXKHOTO NOTeHLHama, .
ITH HHTEHIPadLHbIE YpaBHeH s Obliil PElCHbl [IDH NOMOLL COUeTAHIs

CMelIaHHBIX 3anau no cnocoby, npumensevomy K. fxkoGonm.
Jast nepsoro ypaBHeHs aTop PACCMATPURACT CHeAYIOUIYIO CMellaH-
HyH 3a1auy. ‘
Onpenenuts  QYHKIILIO CIOKHOH
MOP(HYIO B BEPXHEl MOMYIIOCKOCT, 1y.1enyio B GeCKOHeUHOCTH,

YeUHYI0 HA 0CH OX, KpoMe TOuek X=q; X=f, BLIIOIHMONYI0 HA OX TPAHII-
HBE YCJIOBIA

nepenmesiioi I (z) = u - iv, roino-
orpaHu-

a=o0 pe (=, a); (B, 4+ =), a v=g (X) reibieporo ua (e, B).

Jlisi BTOPOro ypaBHeHHs aBTOD pPacCMaTpHUBAET CMELIAHHYIO 3alaty.

Onpenesute Qyukunio F(z) = u 4 iv, roroMopdpuyio B oﬁﬂaCTr-lA%rpaE;
HHYCHHOH OKPYKHOCTBIO C LEHTPOM B [POHCXOMIEHHH H C CEUCHHEM ﬁb]i;[[a
BHYTPCHHEM OTHOCHTEJIbHO KPYyra OX, TaK 4TOChl ee BellecTBenHas qacéglgqmrm
MIyJIeBOiT HA OKPY KHOCTH, MpuyeM BooGpajxkaemasi 4acTh JIO/KHA I
K 3amaHHoil Ha oTpeske AB dyHkuuu.

Pemue 3TH MHTErpalibHble ypaBHEHH:, aBTOpP MEPexXol
C/I0YKHOI CKOPOCTH H CJIOMKHOTO MOTEHIHANa JBHIKEHHIL.
HACTHOCTH HECKOJBKO ﬂpOC’Tle CaAyuaeBn.

HT K OMPEASIEHHIO
ABTOp H3yUaer ¥




"RESUME .

Dans ce mémoire I'auteur se propose d’étudier I'écoulement fluide:
autour d’un roteur a palettes radiales au cas dun fluide illimité on bien
limité latéralement par un cylindre circulaire,

Tenant compte des hypothéses simplificatrices dans lesquelles se fait
le mouvement, ainsi que des conditions aux limites, on trouve les équa-
tions intégrales

B
’
d 2=n .
% %ﬁb)u—u=mv B pour le fluide illimité
B

et

Lhis f (W*— R*") M(u) du o

] (v—u) (wo—R2) — ©Y " pour le fluide limité

déterminant la fonction inconnue M(u), dont la connaisance implique:
celle du potential complexe. - )

La résolution de ces équations intégrales est faite en leur associant
des problémes mixtes, suivant la méthode utilisé par. M. C. Jacob.

Déterminer une fonction de variable complexe F(z)=u-|-iy holomorphe
dans le demiplan supérieur, nulle @ Vinfini, bornée sur [Paxe ox sauf
peul-étre aux points x=a, x=pg qui remplisse sur ox les conditions auy
limites

w=0 sur (—o0,7); (B, + oo) et v=g(x), g(x) étant holderienne.
sur («, B). -

Pour la seconde équation on 2 considérer le probléme mixte:

Déterminer une fonction F(z)=u-+tiv holomorphe dans le domaine
limité par une circonférence de centre Porigine et une coupure AB de
Iaxe ox, dont la partie réele est nulle sur le cercle, la partie imaginaire
se réduisant a une fonction donnée sur le segment AB.

Ces équations intégrale étant résolues on passe ensuite a la déter-
mination de la vitesse complexe et du potentie] complexe du mouvement:
quelques cas simples sont étudiés spécialement,

BRI




