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» .

1. In aceastdi Comunicare ne ocupim de evaluarea aproximatiei cu
care anumite procedee de interpolare gemeralizate pot s reprezinte o functie
continud intr-un interval dat.

Sa considerdm, sistemul de ncduri de interpolare

xn,l 3 xn,2 8 v od xn,n, nzl, 2, S0y (1)

situate in intervalul [a, b]. Fie de asemenea dat sistemul de functii
P 3 (z), P, 2 (%); - os Py (), mE——1 0% (2)

definite- in intervalul [a, bj. Pll‘geln construi urmatorul procedeu de inter-
polare generalizat

L(fs ©) = 2 [ (%,0) on, () ' 3)

unde f(x) este o functie definitd in [a, b]. Procedeul de interjmlare (3)' se
zice cd este convergent dacd are loc relatia
lim I, (f; x) =f(x), uniform pentru z € [a, b] 1)
n—»Q0 ’
oricare ar fi functia f(x), continui in intervalul [a, b].
: Un exemplu de procedeu de interpolare de forma (3) este procedeul de
interpolare a lui Lagrange,

La(fs 1) = 20 f (3n,3) bni (2), )
unde am notat cu l,; () polinoamele fundamentale cunoscute. Prin proce-

deul de interpolare (5) se ataseazi functiei f (), un polinom de grad < n — 1,
care coincide cu functia f(x) in cele n noduri. Se stie *) ¢d oricum s-ar alege

*) Teorema lui G. Faber si S. N. Bernstein.
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sistemul de noduri (1), existd o functie continud in intervalul [a, b], astiel
ca relatia (4) si nu aiba loc. Deci procedeul de interpolare al lui Lagrange
nu este un procedeu convergent.

L. Fejér [1] a ardtat ca dacd sistemul (1) de noduri este un sistem
ncrmal *), se pot coustrui polinoamele

!L_‘l (");‘: Tn, i 5
Fu (f;3) = 2 f (@9 [l 5 ~,—(——)(ﬂf s xn:")](ln,i(w))‘a n=12, ..., (6)
= on (Zn, i)
astfel ca
lim Fo(f; z) = f(x), uniform pentru = ¢ s 1ok
n—» Q0

oricare ar fi functia f(z), continud in intervalul [a, b].
n

In (6) s-a notat w, (2) = ][ (¢ — tn ;), iar Iy, ; (x) sint polinoamele fun-
i=1
damentale ale lui Lagrange. Polinoamele Fin (f; x) au gradul =<2n —1 si
coincid cu functia f(x) in cele n noduri.

Se stie [2] cd dacd se iau ca noduri ridicinile polinomului 7' (z) =
= cos (n arc cos ),
: 21 — 1 ;
Zn,i = COS = G, ins TGO T R [ e (7)
2n

aproximatia obfinutd prin procedeul de - interpolare (6) al lui L. Fejér,

este cel putin de ordinul lui m(——_), o (9) fiind modulul de oscilatie al func-
= i

tiei f(x), presupusd continud in intreg intervalul [a, D]. Printr-o aramjare

convenabild a calculelor, se poate ardta ci acest rezultat poate fi precizat.

Nodurile de interpolare fiind punctele (7), polinomul lui L. Fejér are

forma ; ‘
1 < SRSl
T Nl e B (8)
Fo (f33) = 2, (@) (1 = 8 Indd p oy
Tinind seama de proprietatea
1iad Th (%) 1
T ; P LR O 5 l,
\ n-’;(l "c ’t:,)'—_———_-(:c_xn’i)g. .
avem ' i
o R T2 (z)
oy = Gl (bn L& Bh: =R tenat
@) = Fa(fs3) | Sz 2 1@ = F @) 11— 28l s
Aplicind proprietatile cunoscute ale modulului de oscilatie, putem scrie
Fon : T2 (x)
If @ —Fa(fin) |mpg 2y © (& —omsD 1 — @ Imil G G

*) Sistemul (1) se numeste normal, daci in orice punct al intervalului [a, b] pentru
orice valoare a lui i are loc inegalitatea - y

‘-0,7: (xn, i)

bk "‘);'L (xn, i)

1

(x — 2, 3) go.

o
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Se stie [2] ca este suficient si evaluim pe
L U R < T
Ap = sup -ZZIx—xn,illl—xmni[ﬂ_
[—1,1] N* i3 L @ H )
deoarece : ik ‘
1 (@) — Fa(f;2) | <20 (4,). (10)

Féacind inlocuirea z = cos 0 si Xp,; = cos 0;, putem scriz
cos nf

1 n
1—1;210050 —cos6;]|1—cos® cos@i[[—ﬁ‘_ o
b cos 6 —cos 0,

1 : '
'§;§ZIQ — 0;| /1 — cos 6 zos 6; + sin O sin O,.][Cosne — cos nf; PP (11
L=t cos § —cos 6; | )

B : : ' .
: deoarece sin 0 sin 6; = - 0, 6 si 0, fiind arce cuprinse intre 0 si 7, iar cos n
> 3!

6; = 0. Aplicind relatii elementare cunoscute, membrul al doilea al inegali
gali-

tatii (11) se mai poate scrie

_ A .. n04+6) . n(,—06)2
n | 2 sin 3 s 1 )
lzzm—@il,?singe.*—e’ 2 5 2
ne =1 2 7o
" 231116—,—6'isine"—6
2 2 4
9 e o
A = [0 — 0| e
n® =i 2 6,,; =20
sin
9

Dar se stie [3] C':l‘
2
i n (64 6)

=300 .
— e e e L
n? = i oy g = log n. |

“

sin

Tinind deci seama de (10), avem

'

| f(r) _'-Fn' ;1)) =< 2n (—I—(E—Il) o

+ (12)

¢

f (x) fiind o functi tinud in interv A
rile. (7). tie continud in intervalul [— 1,1], in care sint situate nodu-

Se aratd cd evaluarea obtinuti nu mai poate fi imbunitititi. Intr-a-

devir, pentru f(x) =| x|, presupunind pe n par avem

1

.'|. . it 4 i g 1 nﬂ 1
[ (1215 0] = sl o (13)
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Ficind in (13) schimbarea x = cos 0, x; =cos 0;,, avem

a »
P T | 2 1
1 2 i 48
—.—Z‘COSGH 20 #I—I?Zcose_nzg T
n? = €0S° Uy =1 i =1 _#01
2
n —’L_ ‘
2 2 i 242 2n
:}72—,-21 ngit. . nd S (e B | (mn
T osin——

ceea ce dmfeﬂeg;te ¢i evaluarea (12) nu mai poate {i imbunatafita.

2. Un alt .procedeu de interpolare g
S. N.. Bernstein

St a 0 ) 6. PHRREUie b
sl it Sl MR o L an
i=0 n A
Se stie ¢ prin procedeul (14), f(z) fiind o functie continui

[0, 1], se o})tine o aproximatie de ordinul lui w (V—I;

i 1 procedeului lui L. Fejér. g
i ci\%[l;digiéind procedeul (14), inlocuind polinoamele

n n—i i = e
Xy = (—) (1 — x)" "z dupd cum urmeaza

'l ﬁxi—l(x)’*'?*)‘i(x)_‘—)\i‘*"g(ﬁ)‘ el RGNS S (R
_i(x)—‘ 4
A (2
Io(x)=3 7\0(90)44— 1 (2)
An—1(Z) +'3 A (@)
I (2) == 1(%)4

se obtine un nou procedeu de interpolare
« L i
B (50 = 31| @

Pentru a evalua ordinul aproximatiei obtinute prin (15) ne
proprietatea

an L(z) =1
s

s el (*) = Zn:(’c ——l:-)zli (2)
“ " 12 = - n

2 G
~ > —logn,

folosim d¢

Prin calcule simple obtinem

Sitia) l; (A + 2 (2) — I (2)

=
s . 1 c k
i=zo:l2 l; () = o [4nz (nz +1 —2) — (2n + 1) A, (2) — ./\0 () + 2].

Inlocuind in (16) obtinem
n

2 n -2
i e li g s
Z(l n) @) 4n?

=0

de unde rezulta, finind seama de (16), ci ordinul aproximatiei obtinute

eneralizat,, este acela al lui| Prin procedeul (15), nu este mai slab decit in cazul procedeului initial (14)

(17)

' l((-’c) —'By(f;7)| =<2 (VT)

(14)
*" | Prin urmare, n-ar fi lipsitd de interes ciutarea unei modificiri analoge, care

in intervalul ar permite imbunititirea ordinului aproximatiei obtinute prin procedeunl

lui S. N. Bernstein.

. ), deci mai slaba ‘decit

O HEHROTOPLIX OBOBIIEHHBLIX NMPUEMAX
NHTEPIIOJINPOBAHUA

(RPATHOE COJEPHKAHNE)

B nacroamem coolimenun yraskBaeTcsa, 4ro HpUdsuReHIe , OCTHTHY ™
Toe mocpeacrsoM mommaoMoB JI. Demepa (6), mus HempeprrBHEIX (yHRITIE
[—1,1], rme ysuer mpegcraBmAlT €060 TOUKH (7), sBusgeres TIOPARKS

. 1
(14") m( oi n) , @ (3) Oymyuu MopysieM WUBMEHeHIi ¢yurmun f(z); Gompmero

YTOUHEHUA IIONYYeHHOTO pPe3y.bTara He MokeT GHTh AOCTUTHYTO. ABTOP
YRASEIBAET TAKMe, UT0 IOPANOK NPUOTUAEHNS, MOJYIeHHOTO HOCPELCTEOM
nomuaoma C. H. Bepumrreiina (14), ocraercs Tem e mocie maMeHeHNs (14")

(15) OBSERVATIONS SUR CERTAINS PROCEDES D’ INTERPOLATION
GENERALISES

(RESUME)

On démontre que I'approximation donnée par les polynomes (6) de L.

Fejér, les noeuds étant les points (7), est de l’ordre de m(logn)’ o (3)
; n

' étant le module d’oscillation dela fonction f (z), continue dans I’intervalle
16 {—1, 1]. Ce résultat ne peut pas étre amélioré. On obtient ensuite 1’évalua-
(16¢jon (17) pour le procédé d’interpolation (15).
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