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| 11. P. P. Teodovrescu, Quelgues considéralions concernant le probléme plan de la théorie de im Ort&ﬁti in An H]J formullegr de derivare numerics este deosebit
, de Pélaslicilé, Bull. Math., nr. 1, 1956. : 1PO h Ahaliza numerica, aceste formule servind in special la
| ulttijguluea humerica a ecuatiilor diferentiale §i a ecuatiilor cu derivate
partiale. : :

;Tn ‘cazul unei singure variabile acestor formule Ii s-a consacrat o
| vasti htemtumf. Amlllﬂm astfel memoriul important publicat recent
| de T. Popoviciu [1], precum gi lucririle Iui S.E. Mikeladze '[2]
| [3], J.F. Steffensen [4], G. D. Birkhoff [5], AA. Markov
| [6] efi. il
| | In cazul a douﬂi sau mai multe variabile, s-a lucrat extrem de putin

=— (}05}1‘ 1 masura 1 care acest Incru a fost reclamat de lueririle fhcute
pia 1in prezent relativ la integrarea numericsi a ecuatiilor cu derivate
| partiale. Pot aminti doar de o lucrare a lui B. Pf1an z [7], care d& anumite
| formule de derivare partiald numerici plecind de Ia polinomul de inter-
J: polare al lui Lagrange de doudi variabile ; aceste formule pentru calculul
derivatelor partiale in 0(0,0) sint insi destul de greoaie ; de asemenea
| 8-au c:la.t evaluiri destul de complicate pentru rest. Se mai pot aminti
N anumite rezultate mai izolate date de L. Collatz [8], G. Schulz
| [91 i D. L. Panov [10]. In cirfile importante de Analizi numerics
ale lui §. B. Mikeladze [3] fid. F. Steffensen [4] asemenea

pmbleme nuo au fost considerate decit in cazul unei singure variabile.

§ 1. Considerafii generale

)a.rf'ia, ; Sa,dconsllil'er.mn o functie f( M ) = f(tl, % ..., 1), care admite derivate
partiale, de orc '11'111(-} care infervin in formulele care vor urma, in orice
punet M al un;m domenin D, din spatiul ordinar s - dimensional.

e . 9 8 o . e 2 =
¥ie M, (o, lg, ... , 1) un punct ciruia ii atagim ordinul de mul-

R T A 1 2 St
tiplicitate (oq, oy, ..., o,),iar My, ... iy (tiyy ligy .oy 1) UD punct ciiruia fi




e

e

bl
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atagam ouhnul de multiplicitate (B,l, B R B?S) din D,; si presupunem
G =L, 25 e lps =125 .05 8%
Prin formuli de derivare partiald numericd vom intelege o formmuli
.are permite s se caleuleze in mod aproximativ valoarea unei derivate
pa,r tiale, de un ordin anumit, a unei functii /(M ); intr-un punct My, printr-o
combina, tie liniard dati a valorilor fune fle] gi in general, si a valorilor deri-
vatelor b'iie partiale succesive, luate intr-un numir Ilmt de puncte date
My, Mig,..
in ulzul ceneral o asemenea formuld ne permite si calculdm in mod
aproximativ derivata partiald

gt s tag it T [ (M) . (1)
' EY G - L e )

Sistemul de numere intregi nenegative py, Py ...,P, © format de
indicii de derivare.

In cazul a douii variabile, spre exemplu, formula de derivare partiala
numericit despre care este vorba are urméitoarea formi :

af B+ prql,(", UQ)_ o
aloc-i—pajﬂ ta

= m Pu— (f_,).u
o—1 Fi o i L (2, U,

= E E -’-:Lw 'Q“ it E i i -Bm.i‘ Lid
i=0 j=0 aL a”D i=0 p=1 1I=0 dT .a-"u.

ay—1 B, —1
m v W k-‘ Ef(Tv, J“_

i [y, o) 2 o)
- Z L E (”M — z E Z E D 6:}“6_,' -+ Bs.

v i
i=0 v=1 k=0 6 a v=1p=1 k=0

Coeficientii acestei formule A4, ,Bint, Civey, Dwm sint numere reale
care depind numai de nodurile J:01m111e1 de derivare partiald numeriea

Moy (2, %) (&= Ln; j=1,m)

precam i de punctul de devivarve M(wg, ¥o)-

B clar ¢ aici ne-am plagat in ipoteza ¢ii nodurile apartin unei retele
dreptunghiulare de ordinul (n —1, m—1). _

Am mai presupus cit punctului de derivare M, i s-a atagab qrduiu%
de multiplicitate («, B) iar lui M, ovdinul (e, B;). Aici o 4i B sint intregi
nenegativi iar «;, B, numere naturale. Percchea de numere (p, q) este for-
matid din indicii de derivare in raport cu , respectiv in raport cu y.

2. Restul R, al formulei de derivare partiali numericd definitd mai
sus gi care ne permite si caleulim derivata partiald (1), reprezintd valoarea
datd de aceastd formuld unei functionale aditive gi omogene, functionald
pe care o vom nota cu R, [f].

Vom wpune cit functionala R, [f] are gradul partial de exactitate (1,
Mgy «oe o M) daci

fI-r) B, [PJ:—.O oricare ar fi polinomual P de gradul (my, My, ..., 7,);

b) R,[P]=~0 cel putin pentru un polinom P de gr'tdul (my +

41,,..y m, +1).

DERIVAREA PARTIALA A FUNCTIILOR DE DOUA SI MAT MULTE VARTABILRE 735
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Avind in vedere ci R, [f] este o functionald aditivi si omogend, gradul
partial de exactitate (m,, m,, ..., m,) il vom putea defini gi astfel :
a® dacdh E, [1] 50, avem m; = my = ... = m, = — 1.
b° dacd R, [1] = 0, gradul partial de exactitate este sistemul de nu-
mere (Mg, Mg, ..., M) Pentru care
B, [ (V8 (e (i8%] =0 (i =1, m,; &= 1,8)
gi cel putin unul din
R, [(tY)h ... (1P~ 1)ip—1 ((B)™+1 (1P +1)lp+1 ., (1°)'s]
(lp=1, mpy +1; k=1,8; p=1,8)
este diferit de zero.
3. Plagindu-ne, pentru ugurarea expunerii, in cazul a doud variabile,
s demonstrim existenta gradului partial de exactitate al formulei de
derivare partiald numericd definitd mai sus.
liste util si introducem notatiile

m

Sa=r+l Rh=3+1

i=1
Atunei N = (v + 1)(3 + 1) 1‘(1)1'azi,ntfa- numarul total al nodurilor,
fiecare nod fiind socotit cu uuim ul giu de multiplicitate. e polinoamele
i m
i a, e,
g(#) = [J (#—2)%, My) = ] (¥ —5)*. (3)
i=1 k=1

Daci in (2) facem substitutia
f(#, ) = (2 — @)™ (y — yo)** g (@) L (y),

unde p’ i ¢' sint intregi =0, obtinem cé

Ry [(w— @) (g — 9,)" " g(@) h(y)] =
e 3Q+B+p+q = at+p’ ; H+u ¥l _
—{rwaym [(# — a0)*™" (¥ — o) @) h( U_‘} e
V=1
Q%o ke ) Bta i (4)
| Mo — a ™ g@] ) . L [y — ) ”h-(y)]} =
dz*t? z=ax dyﬂ ra v="1

_pt+w! @+P! mTp‘J }(q—;’z’i
- ’ ’ & Ay
e—p) g—g) e

la ultima evaluare ajungindu-se prin aplicarea formulei lui Leibnitz,
Bvident ci cxpusiu aceasta este nuly dacd p'>p sau ¢'>¢q. Daci
p" = p 8l ¢'= ¢ numirul din expresia (4) e diferit de zero in ipotezele in
care ne-am plasat.
De aici rezultd existenta gradului partial de exactitate al formulei
(2). De asemenca, rezulti cii dacih gradul parfial de exactitate este
(my, my), avem

m=y+toetp m=38+p+q
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Bineinteles ci gradul pmrtml de exactitate e determinat in mod unic:

%. 8% avem in vedere cii # = «; este o dreaptd paraleld la Oy multipli
de ordinul o, cd ¥y = ¥, repleﬂnEa, o dreaptd paraleld 1la Ox multipld de
ordinul B, §i ¢i & = @, ¥ = vy, sint drepte paralele cu axele de coordonate
multiple de ordinul e, respectiv [. 3

Prin intersectia acestor drepte se obtine un sistem de N = (« -
+ v +1)(B + 8 4 1) puncte — bineinteles nu toate distincte.

Polinomul de interpolare de grad cel mai mic care coincide cu functia

flz, y) in aceste N noduri este
By sovy By Lpy ves 9 By wovy By weey Ty i ”b)
Y

LH (2, y) = L( ?
Yoy -y Yoo Yy - s Wy - s Yy -y U
Acest polinom, care este de grad minim in # gi minim in y gi verifich con-
ditiile
0" Lig (xpy) _ @
9%, O, 0%, dy,
este toemai polinomul lui TLagrange - Hermife pentru doud variabile.
El este de forma
e—1 B—1 m P{L] f(u- !L)

Ly(@,y) = Z Z a; (2, 7) v a;z}o) Z E me, @, y) YY)

i=0 7=0 i=0 p=1 =0

W [, ), [1 =0l yts—1 58 =105 n) (6)
i=0,1,..,s—1;0=0,1,...,m

B—1 —1 B
i /(t\,, o) 6 f(l‘.,Ju) -
B F ot 1533} Y Y g
i=0 v=1 k=0 v=1p=1k=0 1=0 31 (“)J,_L
Obsgervam cd dacd se pune
—_ ad+ﬁ+ﬂ+ﬂ' (l,‘)_,:(&.o, y") ﬁ L 60’.+ B+o+a b‘.‘:u.l (‘1'.0* y“)
o — e N WY — ]
¥ gy Pyt GuEtP gite
-éf. = 6m+ﬂ+p+q civis (Tp5 Uy, ) T)’ e aa-hﬂﬁﬂ)%—q dvpiel (g, Yp)
L e e e e e T Lkl — —

CEad dy P gyt

avem
6m+ﬂ+p+q Lg (2, .Uu)

g R_ot-l-fl ayﬁ +q

o — i By—1 3
2: R 1_& 6 l(l'lh!-l'(]) i 'J-Z B Ia-t /(IO’JU-) F’
e e L
i=0 j=0 "" Ui] i=0 p=1 1= 5" a:'i'u
B—1 n %1 k44 ¢ o n om %y~ 1Bp—1 B+l
— @ (% ) — 8" (1)
XYY O+ Y Y Y Do —— =+ (8)
j=0 v=1 k=0 6-1-\,8?}0 v=1p=1 k=0 I=0 Ty oY,

n felul acesta se vede ci
60!+ﬂ+7?+qf(n:ﬂ’ yl‘l) -
dag P gyhte

PR g U )
LR 1 9
923+ ? gyl te T )

este o formuld de derivare partiald numericd de tipul (2).
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5.1In vederea determindrii gradului de exactitate al formulei (9) ne
vom folosi de urmitoarea propozitie, care se datoreste lui T. Popoviecin
[1] : Dach doud derivate de ordine consecutive ¢, ¢ - 1, ale unui poli-
nom cu toate ridicinile reale, au o riddicind comuni, aceasta este o ri-
dicind a polinomului de ordin de multiplicitate cel putin egal cu 4 -} 2.
Daci f(x, ) este un polinom de gradul (« + v, p + 3) atunci

f(,y) = Ly (2, 9)-

In acest caz in formula (9) avem R,[f] = 0. Rezult¥ ci gradul par-
tial de exacfitate al formulei (9) este (m,, mg) unde

my = + v, my=p -+ 8.
Presupunind cid p = v §i ¢ = 8, din formula (4) se deduce ci

all 71 Jo)

Ry [(2 — 20)* (¥ — 40)° g(2) h(y)] =

o+ 6] = ! ! v—
@)y — o g (@) B(y)] = "”q?’ 0" (20) 1 (g5),

P+l (g+ B) ! g(ﬁ) {"UD) h{']-—l)(:yﬂ),
pl (g —1)!

(p+a)!l(g+PB)! -1 (a—1)

L z,) h

1l -1 (@o) o (Yo)-

Ry [(@

Ry [(#— z0)" (1 —y0)" g (@) b (y)] =
Ry [(#— o) (y—y0)" g (@) h(y)] =

Dacih p = 0 g ¢ = 0 atunci g(x,) 55 0 si h(y,) 55 0 pe baza definitiei
lui g(«) gi 2(y). Dacid p>0 gi ¢>0 nu pot avea loc simultan relatiile
g" (@) B (o) = 0, g* " (2g) B (yo) = O,
g(m(mo) P (¥o) = 0, gm—ll(wo) pe? (Yo) = 0.

De acest lucru ne pufem convinge imediat tinind seama de lema amin.-
tité, precum gi de definitia polineamelor (3).

Toate aceste rezultate se pot formula in urmitoarea
T e oreméa. Formula de derivare partiald numericd (9) are gradul pariial
de ewaotﬂaie (my, Mmsy), unde

My = o + v, Mmy=0 4+ 3.
In cazurile p>vy 8i ¢> 8§ avem
(g, My) = (p + «—1, ¢ +p—1).
Daci insd p=y 8 ¢=3J, avem
(@ + 7,8 + 8), dacik g” (x) = 0, B (y,) £ 0,
a4+ v+1,B8+8 1), dacd g (#,) =0, b (y,) = 0,

(
(¢ + v, B+8+1), daci ¢® (z,) =0, b (5,) = 0,
(o + 1+ 1, B+38), dacs g” (ze) = 0, b (y,) 5= 0.

(myy 1mg) =
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6. Urmind indeaproape demonstratia pe care o di T. Popoviciu
in Jucrarea [1],*) se poate arita cé :

Dintre toate formulele de tipul (2) existd o formuld gi numai una,
care are gradul partial de exactitate (my, m,) maxim**) sici aceastd for-
muli este tocmai formula (9).

Din aceastd cauzit formula (9) o vom numi formuld de derivare par-
tialdi numericd de exactitate maximi.

§ 2. Evaluarea restului

7. Ne vom ocupa acum de evaluarea restului considerind mai intii
v . . ; 1 2 . . . 41
¢ punctulni de derivare My(fo, loy ...y lo) 51 Dodurilor My, ... (G, ,
)y li)y (e =1,2, 00y 5 b =1,2,...,8), i se atageazh ordinul de
multiplicitate (1,1, ...,1

Relativ la functia f(M) gi nodurile de mai sus avem formula de in-
terpolare a Iuni Newton

i 1
1y lay ooy by 41

E II ll (©—ta) | s oy e sliara s f |4 9 (M), (10)

iy na

i (M) ‘Z Y -

i, =0 ig=0 f\*U v=1lay=1 s - 4
119 IL; L] "! +1
unde
1 1
f] 1 l' !
9 12y s Y4y +1
2 9 r.|l b+l ‘+1f“v=v ---,[3)
{515 i 8
Ly B2 ety Wl e
.......... 8
1 =1 I @)
i"f I: {"‘ Vs kN vy
1y b8y omum g ibohd k=1
clu
41
v (15 — k____ 1k
o) = [T (#*—),
v, =1

este diferenta divizati partiald de ordinul (iy, 4y, ...,i,), iar restul for-
mulei de interpolare ave expresia***)

s 1 1 _
M) = Y, (1) [ 8, ooy T i1 11— X g (1) wa (12) [ 2’ t;"“ ’tng 3 f] +

jt' 311; eeey 1??;:‘}“1

10y e 9l an
R lI g (1) By 15y v g 17 19 1,
P R IR o
tS’ i;' ’i-:z +1
unde
wit) = T F—1), (b =1,2,...,5). (12)
i.=1 ‘

*) p. 58—59.
#*) Adicii m, este maxim si m, este de asemenea maxim.
**+) Vezi J. F. Steffensen [10].
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8. Folosind formula de interpolare (10) vom stabili urmitoarea
Teoremia. Dacd ff M) este o funciie definitd si derivabild partial de
wn numdr suficient de ori in r?nmemfu? D, ecare (’0??152’}?6 nodurile ﬂ[,m. g
&
restul urmdtoarei formule de derivare parfialii numericd, in punctul M,
al acestul domeniu,

L

am *l'.... LR [(M,)
™. QY

1
o[BGty 13)
125 12 y 1
=Y - Y| BE et f | D) ..D,6) + B,
= i=p o b
: T, e,
unde
I A
D, (tp) = — 2t 14
o (IL,6—%); &
se poate pune sub forma
R=V uf (@) QA @, t)
(n, + 1)! gl)"l‘l 1 X )l’n . 6(13)1'8
”(Dl (tl)uwz) (15) anl-i-?lz-i':ygnL +pa+2f(£1, Eg, fg,... X f;) (15)

(ny 4+ 1)1 (ny + 1)1 A (Y 7y 1 3 (Ez)ﬂr 9 (13 Bi..9 ([;)ps

(D) 41y o (D2) 12y (Bg) - 8 +nat
uy L (!0)”22 (io)uas (‘0) an,_ Nat A+ + oo 2 *ISf(ql Eg E;to-“w’g)

4ﬁ
(n,+ 1)1 (ny 4 1)1 (ng 4 1) ! Q (Eyatl g (paymetl 9 (Exymatl 6('.0)'.*:‘4-1 9 (et
: SR

5 (p ) A5 i
+ (_l)a ([ ) ) 89?1+?lg| -Has—. 8 /(21,52,... ~ES) :
i=1 (m + 1)1 §EYTL (Rt L g (BT
unde &' e cuprins in cel mai mic interval care confine numerele z‘o,tl,
tu 11, tar th e presupus diferit de rdddcinile ecuatiei

wre g

1% (1 7 Ky £
~EEEE) gm0 g,
d (")’

Demonstratie. Pentru a nu complica expunlerea vom dovedi
aceastd teorem in cazul § — = 3, simplificind in oarecare méisurd notatiile ;
vom folosi nodurile My; (4;, ¥, %), E=1,n+1; k=1, m +1;j=1, [+1),
§i punctul de derwmc Mo (26 Yoy 20)-

Formula de interpolare a Iui Newton se scrie

n m i Lyy Loy oee 9 Lity
H#,9,2) = Y] E 2 (@) 0 (W) 0 (2) [y 0y oo s Ypar 3 | Bar (16)
i=0 k= =0

1y oy eer y &1
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unde

R, = w(”)[’vi @y oen s Bntr 311+ VY)Y Yry oo s Ymr1 5[] +

+ w(z) [,’é’, P D j:] i u(w)'v(y) lwy Pry wee y -’L'n+1; f]_

Yy Y1y oov 9 Ymta
—u(@)w(e) [""" s | e @ AL i+
By By eee g Bl By Zry eeey Bl41
By Bgy oee y Tt )
+ w(@) oY) w @) |y, gy ey Ymias F|? (17)

By By vee 3 Zi1

iar
k i
g (@) H( — %)y 0:(Y) = [T (4 — Yp)y 0y (2) = (2 —2y)
B=1 ¥=1
nt+1 mA1 141
w(w) = [ (—m), o) = [ @—u) w) = ][] (&—2)
=1 k=1 i=1

Derivind de p ori in raport cu o formula (16) obtinem
O @y, 0) Byy ov s Bt

n m [
el Y YD YRV THC] P
63’ i=p k=0 j=0

gy eee 3 B4l

flu® (=) + Ry (18)

unde
’ 7 4 T, 0,2 ]
By = w T 0¥y Y15 oo s Ymta s - fJ +-
amﬂ i amfﬂ
a’ﬁ ‘.IJA 5
+ w(2) ["": Zpy w5 flt i'f} —o(y) {i’l: Yy oov sy Ymt1 5 g J—
da” ; EE (19)
D e . » :
—w(2) [z,zl,...,z; pys s J A]*w;(y)«m(z) Yslagoey Ymsa ; ﬂ} 4
aﬂ::ﬂ 75, By veny 2L 6.1‘1}
—+ v (y)w(2) [.’h Yy oo :‘.f)'mﬂ; 8" AJ
| %y 1y wen 3 R14+1 oa?
ar ]
A(z,y, 2) = (@) [@, By oov s Tusss F(2, 9, 2)], (20)

Vom ciunta acum si ddm restului o evaluare utild pentru aplicatii,
generalizind o metodi a lui Steffensen [4] gi Mikeladze [2],
folositd de acegtia in cazul unei singure variabile.

S congiderdm functia ajutitoare
@ (2, 4,2) = u(x) [, @, ..y Bugr; [1—u(@)v(y) [ U of ¥ em

Yol oo v Y
. % W Bpveis Basa (21)
_u(w)w(z}[' ?”1: vev g Wigt1 ,f] + ’H-(m) v (y)w(z) Yy Uiy ooe s Y1 7]’ —OL‘H-(.’U),
By Ry ee 32741 _ b N A
. By @y eee g Bl+1
unde « este o constanti.
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Se observid ci
@(?’M‘.‘yzz)z 0, (7‘.:1””’4—1)'
Raportindu-ne la variabila z, prin &Pﬁ@dl‘(‘d- succesivih a ficoremei
lui Rolle, constatim cé derivata partiald in raport cu x de ordinul p <
a lui rp(af/, 1y, &), adicd

8" o (x,u,2) oL, 9" A(w,y,2)
0% da?

? A
'U(:lj) l:y: Yig ooy Ym+1; g 5 J"_
; 6.1;‘0
v (y) w(z) [?f’yls cery Y : a” A J_ (22)

—w(2) l"y s f141 )
By 81y aee 3 8141 ga”

d? u (x)
da?
are cel putin w —p 4+ 1 radicini in raport cu .
Dacid presupunem ci z este diferit de cele n + 1 — p ridicini ale
ecnatiel
d® u (x)
— = Pt (g) = 0 23
= (a) = 0, (23)
o fi posibil ca sd-1 determindm pe o astfel ca si avem inca o valoare a
Iui 2 pentru care
& o (x,4,2) 0
o2 oo
In aceste conditii se constatd ci derivata partiala 1)1'9u,denta. va avea
n -+ 2 — p rédicini in raport cu @ in intervalul cel mai mie, I,, care ii
contine Pe @y, @y, ..oy Tuyy §1 2. Fécind iar uz de teorema lui Rolle, con-

' chidem cfi derivata partul& de ordinul n—p 4+ 1 a functiei de la (22)

se va anula cel putin intr-un punet £ din intervalul I;. Aceastd derivati este’
"o (x,y2) A @2 "tla
= _fu(y) Yy Y1y ooy Ymr1s ‘a‘ourl -

6@’"“ 6l.n+1
nt+1
] + v () w (2 )[J; Yiy e 1 Yma (%I;L_J

%y Ryg aee g Bl o

-1 A

6Tﬂ+ 1

w(2) [z, SRR - RE

— a(n + 1)1,
Scizind aceasta din derivata partiald in raport cu x, de ordinul
n 41, a lui f(z, y, 2) dat de formula (16), adici din

i 6”+1[(.’D,t,_ an+1 Az, y ,.}

U,z 3 rlf—!f
= T T @(y)[fi:yla vy Ymn s W} +

am-n—rl 8.?:”"1
L , "ty il gl
+ 2 (2) ["7”1:‘-' s Rt 5 gt — Y)Yy Y1y - 9 Ym15 %1 =

w1

) e 5 T aui*l g
—w(?) [z, SURL RS — v (y)w(z) [?f’?fv T LT ki B L

amﬂ+l

By Byy eeny Z1

-+ 1}(;})%[.‘{3) [5’: Y1y ooy Ymta . QW_E_{{’ :

, ’ m+1
@y Ry ey Zryy OF
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primim
6ﬂ+1f(.‘b',y! :‘) an—l'l ® (.Li_, y, -) ‘ ’ i 1'.'.+1[
amn-l-l = arﬂ+1 ==Y (U) Y, yl? wee 3 Ym+1 3 'a_xu_lfl_ '}’
n+1 41y
v | Uy Yy e 3 Yt a
=T w(z)[z, Bry ey R4 W i 8 _,Hfl }_’U (y)w () [J’ Yay -ov s Yme, 'n-l-JZ: l +
ax By By oo 3 B4 gzt |
+ a(n + 1)L
Seriind ¢
FleEnn g
agwﬂ»l ’
deducem ci
1 81;1‘1]((5?%3) 1}(9‘) ) Bni’if(E,y,z)
a =i e e | e TR
 w@ .z,zl,'...,z;.l,l; Gy 0] L MW@ Y, Yiy eer s Ymia i (1752] B
(n+ 1)1 aet @+ D12, 2 ey f41 gt

Pentru aceasti valoare, conform celor spuse, rezultd ca vom avea

9" A (%,1,2) o"A (,y,7) L "M A@D)
T’”(y)[’y; Yayeoos Ym+15 W; — w0 (2) | & Z1yeres 41 5 T Ri

apA(m,y,z)]: u? (@) G

) Yy Y1y =ov 9 Y1,
v -1
+ v (y)w(2) [ ? a7 1! e+l

2y B1y eee g 2141

v (y) 5" (5, 1,2)
R i/ wee ERONN A 5o e = ®) ) —
(n +1)1[y’ IR L gEntl u® ()
w(z) i ! St (E Y, 2
(n+1) 1[2’ Fp e z‘“;*—;?n-#‘)# u® (@) +

vw) [ya Y1y ooe 1 Ymt1. HE D ]u(m (=)
? 4 .

(n+ D1 |2, 2y ey fi41 s+

Avind in vedere acestea, restul (19) se va putea serie

s W@ MG L A" (=.2)
Rs = (n+1)! pEnT1 + 2(y) [ys Yy oo 3 Ym+1 52 ] A
. L o7y 2) vy | "t (E v,2) ;
+W(z) [ra, Zl, ...7.»:4,+1 ,Tl*(mly,yw,n.,ym;,l ; ——ﬁ?+—l——' 'u,('p)(ﬂ',)_—
w(z) [ L M E D s Yrgoeey Ymtr o O TEH2)
2@ g 2 @ ()—0(Y) W(E Yy Ypyeeny Ymt1, T L2
et 1) !lr PG CIRR S A B 8En+1 ( ) (J) ( ) 8, Zayenny Zt1 H 9a®
v (y) w(z) Yy Y1y oov 3 Ymt1 : 8"+1 f,(.g-,'ly, z) w® (m) (24)
(n+1)! Zy &1y e g B1t1 o0&

-—
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san

- @y antl
By — & (‘L)- 8 1(E, y’:)_ anilg 2 | z 2 . 9" [(x.4,z)
REATTTER U WENE S s B Z3

= (P) ¢ nt+l e
+ v(2 ['r U (. Sl i
(%) LJ: Y1y ove s Ymt1j 90 PEETY AP

= . Py | v @) L e
w(z)[z,al,._.,zaﬂ "o Mt [3, Bpyeeey B4 "Tﬂy—)—”

u® (@) w (2)
(n 4 D!
Aplicind o cunoscuté teoremi de medie a diferentelor divizate

1 " t1F(x,m,2) *)

n+1 S

[y Yy <oy Ym1 H(2,Y,2)] =
y J1 y Ym+13 ( ' Uy )] (m+1) 1 a,qﬂr-i"l (26)
se obtine (27
. w”@ "Gy | ve) & T (@, 2)
o+ 1l gErt1 (m+1) 1 al;pa_qm-kf—ﬂ

ELICTIOIN ik L B OLTO| PRSP A Lkl B
(nt1) 1 (m+1) 1 GET 19" TT mepay |, L TR aaf g

O f (% ,2) ]i w(z) u® () [z > .a““f(z,y,z)]Jr

) Ry e g 11

+w(2) 2,8, . 81+15
( )[ » ¥1) 3<l+13 axp (n + 0l agn-l'l
u® (@) () w (z) g |
; By @y ooy B141 ) ntl A, m
(n+1) 1+ 1)1 PETTL g™t
sau
; B u'® () aﬂ+1‘r(g‘y,z) vy &° Lk f(.?:,'r],z)__ (28)

T+l gErt m+1)! 8P g+

u® @@ 6" (0,2 & 1(z.y,z
— { 3y =, - . T, 4, ‘f)
(D1 (mEn1 eI gmt * IU(M)[Z’ e 9*

u® (@) @M f(Ewn  v@ 8T @0,2) a? @) o) ""EI(E 0,0)
(n+1)1  9E™! (m+1)! ot (n 1)1 (m+1)! PE o™ ]
! Ap]icind aceeasi teoremi de medie a diferentelor divizate obtinem
in definitiv evaluarea ’

R;; — u'® () 3ﬂ+1f(ﬁ,lyjz) v (y) _6p+m+1 [(z,n,2) | w(2) AP (a0, 0) o
n+11 9" m+n! afe™t, A+t gPet
P @o My aP@e@  TRERD (g9
(a+1)1 (m+1)t E o™t (n+1)1+1)1 gETIELt! )
w0 u® @owE ST E 9, 0)
(m+ 1)1+ 1)! 63? 61’]””—1 62;E+1 (n-+-1) 1 (m+1) | (14+1) ! aandrla_qm-l-l 6§t+1

*) 7 e un numér cuprins in cel mai mic interval care ii confine pe Y, Uy, Yas « -+ » U1

6. — 240
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unde &, v §i C sint respectiv cupringi in cele mai mici intervale care .

contin numerele : &, By, coey Bui1; Yy Yigoee g Ymi1j By B1y eee g Bit1e
Aceastd evaluare s-a putut vedea cd e valabild pentru orice « diferit de
radicinile ecuatiei (23).

Prin urmare, pentru restul formulei de derivare partiald numericd
(18) am obtinut evaluarea (29).

Intr-un mod absolut analog se stabilesc formulele de derivare par-
tial& numericé in raport cn variabilele ¥ si 2.

S& derivim acum de g ori in raport cu y formula (18); vom obfine

Lyy wevy Xiga

ptg . n m 1
(‘1 !: "
: ahi;yg =YY Y @ @050 [y, gran 5 [T Fa(@9:2),(30)

i=p k=g j=0 By eee g B4
unde restul, tinind seama de (24), se scrie

o u® (@) @I, y,2)
Ry = -
(n+1)1  QE" ray"

a ‘ D " =
+.4 (”(y)[y,:rh, sevis Biwtas L(py—)"]]_

, 8T )
+ w(2) [z, Bigeen y REET 3 W

oY ov
u? (z) §" "1 (Ey,2)
—mg(’ﬂ(ﬂ)[% Yig -o 3 Ymt13 W])—

L 2 () w (z)

(n41)

Mgy ]
aafn+1 ayq

[z, By +ee 3 Bl415

dfl
—u(s) & (v(y)
L P @weE @ (Q,(y)[y, Yy woey Ymia ;O Ep2) ])

n+1
&y By eeny 2141 (314

n-+ 0! gy

Y Yy voe s Ymia ; _871(@0) ])+

1
By By vee y B4 dx

Pentru a obtine o evaluare a acestui rest se poate folosi o metoda
analogd intru totul cu cea care ne-a condus la evaluarea (29) pentru restul
formulei (18).

Vom folosi acum functia auxiliard

7 =
bz, y,2) =0 (y) [y:?fh vy Ymeta = -'fﬁ.——(;';,y’z) J__,

R OTI) M] _

[’y; Yy oo 9 Ymr1)

(n+4 1)1 6&““
— () w(z) | Y s Ymar @) 1
By Bpy eee s B141 9’

(n+ 1!

u® (x) 1 () w(z) [y, Yus oor s Yot 1 . 6’“Hf(5!‘:z)] .
]

n+1
By iy oo 5 Biai dE
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telativ la variabila y aceastd functie se bucuri de Dproprietéti ana-

loge cu ale functiei ¢(=, y, 2) privith ca functie numai de .
Tolosind aceastd functie auxiliard si aplicind ca si mai inainte teore-

mele de suprapunere si de medie a diferentelor divizate, se obtine evaluarea

’ (P (o ~n4qg+1 pop = ) +
Ry (z,y,2) = 0 (@) 6 [Gy) | v @ @™ )

(11 HE ]) | 6£JL+16U(I (1?‘1—:'])' axﬁ)a,qm+1 [
w(z) a:u—:q-i ”1[(.1', Y, il L u(m (x) um) ) an+m+2‘,(a’,’” %)
{1--1)1 92”5y g1 (1)1 (m+1)1 QErtlgym+1 _
_ P @uw () A (GRS W ) VIO B adabd IR S)
(n+D1{+1)1 gET gyt gritl (m+-1D)1I+-1)1 gaP gnm gl +
”(JJ) (z) U(q) () w (z) 611.+'m+?-:—3f £
(£,,9) (31)

(R+1) 1 (m+ 1) 1(+1) 1 @ERTL gt lgritt

Ae.eaﬁta e_valulare este valabilii pentru orice « diferit de ridicinile
ecuatiei (23) i orice y diferit de ridicinile ecuatiei

vy
aq

»@ (y) = 0. (32)

dy
Asadar avem formula de derivare partiali numerici (30) cu restul (31).

: uintr-nn_ngod cu totul analog se stabilegte si formula de derivare par-
tiald numericéd

" 1 (z,y,2) R ) @) ) Ty By ey Bita %
97 9y =" - E E Z ui (@) ?)I"’q (y)w"(*'i (?) Y1y Yoy eoey Yirrs f + B ] (33)
unde - S B1y Roy wee s Bign
B 0@ Py | @) g,
(n+1)1 Qe lay? 9" (m+1)1  dalgn™ 19" +
w(?‘l (z) aﬂ+q+t+1ﬂ$,y’ t) . u(p)(:c) U(q) W) aaa+m+‘r-:—2/(g, " C)
(+ 1)1 Gm“”ay“’atlﬂ (1)1 (mt1)! ag?i+l a_rl‘ffrz+16:r -
u? @w@) ™R E D @@ TR a0
(1)1 (+1)1 e gyt ettt (m+1) 1 (I+1)1 92" gy T gttt r
u® @) @) ' 5) G 0,0 (34)

(1)l (m+1)1 (1+1)! agfz+lan-iia+1azl+1 ’
aceasti ex?rfisi_e a restului fiind valabild pentru orice x, y gi # diferiti
respectiv de rddicinile ecuatiilor (23), (32) si ’
7w (z 7
(—.() = w"(2) = 0.
dz’

Observatie. Subliniem ci &7 §i € care figureazii, de exemplu, in ex-
presia (34) a restului sint aceiagi in toate derivatele partiale care intervin.
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Acest lueru am ciutat cu atentie gii-1 punem in evidenté in toate evaludrile -

pe care le-am dat pentru restul formulelor de derivare partiald numerics

de care ne-am ocupat mai sus.
9. In cazul a doui variabile avem foimula de derivare partiald nu-

mericé
an m
81 (z,m) () (@ iy Loy oxe 3 W5
L0 _ VYl (@)0l (y) | Py e e ML f| - Bo(ay ), (35)
g’ gy i=p k=g Y15 Yas «or 9 Yt
unde restul are expresia

u? (@) §"FI(E ) ) D by (G
(n+11 JETI (m+1)1  da® g™t

Ry (@, y) =
(36)

u® (@)@ @) "R (Em)

(a1 1 (m+1)1  gE* 1 gy™ e

care e valabild pentru orice # i y care nu sint radicini respectiv ale ecua-
tiilor (23) g (32).

Din punct de vedere practic, este avantajos, ca diferentele divizate
care intervin mai sus si se calculeze cu ajutorul tabelelor de diferente
divizate [11].

10. Se intelege i in locul formulei de interpolare (10) a lui Newton
poate fi utilizat# formula de interpolare a lui Lagrange. Intrucit in formula
de interpolare a lui Lagrange restul are tot expresia de la (11), rezultd
¢4 restul formulei de derivare partiald numericd ce se obtine intrebuintind
aceastd formuli pentru caleulul aproximativ al derivatei parfiale

62?1+132 ‘HTS [ (M)
8 (1Y @ (™ ... 8 (1p)’s

va putea fi pus de asemenea sub forma (15).

Din punct de vedere practic gisim ci e mai avantajos si se intre-
buinteze formula de interpolare a Iui Newton. Iatd citeva motive care
ne fac si afirmdm acest luecru :

1° Aceasta ne conduce la formule in care se introdue succesiv diferen-
tele divizate gi ne permite si intrebuinffim cu succes tabelele de diferente
divizate.

90 (aleulele ficute pentru o derivati partiald se pot folosi in conti-
nuare pentru calculul unei derivate partiale de ordin mai inalt.

3° Formulele de derivare partiali numerici au o form# simpld, si-
‘metrici. Acestea se pot exprima foarte ugor printr-o singurd formuld
generali (13); din aceasta — particularizind convenabil indicii de deri-
vare Py, Py .- sPs;—; 8¢ pot obtine imediat formulele de derivare par-
tiali numerici pe care le dorim.

4° Formula (13) care se obtine e valabild gi in cazul eind nodurilor
li se atageazii diferite ordine de multiplicitate. In acest caz diferentele
divizate se exprimi prin anumite derivate partiale Inate in nodurile res-
pective — fapt bine cunoscut din cazul unei variabile. .

“- - Observatie. Subliniem ci evaluarea (15) pe care am dat-o pentru rest
-este valabili i in cazul nodurilor multiple.
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.
§ 3. Formule de derivare parfialii numerieii cun diferente

fi!. Nlclvom ocupa acum de_ un caz particular important care permite
(,‘51 fImm{l ele de derlvarp partiald numericd din paragraful precedent
?L 53131( uqe I(t{m forme utile pentru aplicatii practice. Este vorba despre
ormulele de derivare partiald numerics simetri imat ut
) : { ; ice, exprim g ;
diferentelor simple. SR

In cazul a dout variabi imbi
_ 7 - variabile schimbind pe X in z, — V.4
gi luind nodurile : W Ba T ns-ty

& =@ —i—1h Y = yo—f—1k (i =L, n + ;i =L,m F1) (37)
formula de interpolare (10)*) devine

flwy — ha, yo— ky) =

_ i+ ot i1 AR AT f(x,,
T 2 (—1) jﬂ (¢ + «) (y +B) M + r{z, )
i=04=0 =0 B=0 iljl Wil
unde
A':; = : _ v n -
' ; f(mm ) ‘;)( 1) ( ) ) f(a,o NS ]g.} )
1ar

2 i j - n+m—y—
B Btta 30) = Y =" 1) () s o—

v=0 v ®

o - ;
vestul acestei formule de interpolare este

& ity . at+l F e
", y) = (=1 B (@ + «)[m—ha, 2y @4+ by ... w9+ 0h;f] 4+
=0

m+1 m+1 i
+(—=1)"" & B=Iﬂ(y + B Yo — %Yy Yoy Yo + Ky oo sy — mk;f] +

=0

‘l_ (k1)nz+?n+i hu+1 km-}-l ]i'I (55‘ + O')ﬁ(y +B)[mﬂ—hmj mm ajl)+]?'7-"7w0+7?'?5 f .
56 VoY, Yo Yo+ ey Yo +-mBe”

Ilulll(l seama d.e aces 4 <
rvare [)c"bl{;l'cl].aa numerica

D +a
e P+q ITpr ].Q ad f(xg — ha, Up — Iky) o .
(—1) g 3% g = (38)
nooan . .A'l A}' (247, D i—1 B
= 1yt De S [@ollo) ([ a® - ]i”.
3 S (d I (o] (5 11 1+ 8|+ B,

*) In care variabilele independente le notéim cu X siY.
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748
11]1(16 DN
(— ]).u+q+1 el gnt Fg+l f(E, 0 — kY) dP H (’U -+ '-"'-) e
E(w, y) =- (n+ 1! gtlg e ™ 520
(_])m+1l+1 Jrei L ai’+"”+] (% — hx, ) at ﬁ (J -+ {3
1 1 -+
] (m+1)! 3 X2 o™ Uti' e
(71}n+1:;+1 prrlgmtl gnEmEZar g f ﬁ (v + 8 39)
1 mAL | P II "-"yq g=o0
(4+Dlm+11 JE Ty &=

12. Ficind in (38) # = 0 §i ¥ = 0 se obtin formule de derivare &:LJ(I%
tiald m.lmene 4 analoge cu cunoscuta formuli de derivare numericd dats

de A. A. Markov [6]
(— 1R ,qa_iwz

A xg” 81t
i —1

N (qy e S [P oy (fy-w)]ﬂz', (40)
:Z Z (—1) J i it [rh, UI;[ (-ta) ) [dyq (5l=u =0

i=p j=q
unde

n
PR G ) et e? - el (2% ) [ I (= + a)]
s (n+4 1)1 dE* oy |aa” a[Iu =0

ety el geim¥lae oy [ @
e o el | R 2
(m+ 1)! 9% 0n - -

q m
_qpptmEl ekl mel gudmet2 g 0 . 4 ¥ + p)]
_I_ ( 1) 2 y [’d-?‘ G,I:];(m _1 d—)];'a:= l:(qu = (j =

(n4+1)! (m+1)! gErtlg pmtl

13. Pentru p = n, ¢ = 0 5i « = 0 formula (38) devine

2 = A A f (g5 Yo) r
o Ty, | ki Bl NI o S s 1?'
itk _ ) (—1y [ 048 = +
i=0
unde 1
' mn 'n."ii’i f("‘ﬂ’ r”
% nl anTII(Zu’ — ky) A HAmFL + TF——'—
7 — 21 62’»—1-01 . (m 1)i]](J B) P
+m+2
m+ m i f(a f])
ma1 RK g . 0 : o
+ (_ 1)n+ 2(”{%])1‘!310(.} + B) 657“16 1

Pentru y = 0 aceastd formuld devine

& [y Apl@ot)  nh & g (41)
_—-61,;; == '—T—_ 9 aru 1
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Facind p = » i ¢ = m in formula (40), obtinem formula de derivare
partiald numeries

" Pt

A% Ay 1(g, Yy) ‘
amoyy — we T ()
unde
R, nh aaz.%—r]b4—] f(i, ?}'g) mk au+m+1 f(.'l?n )
g = —— e — —
2 9 65“7’“16!1‘31 9 613 6_’]7151—1

nmhlk 6”+m+21‘ (& 1)
i —17 a:.‘l-rl 6 w1
14. 84 mai Vedem citeva cazuri particulare pe care credem ci e util
sd le subhmem
Pentru p =1 §i ¢ = 0 formula (40) devine
h af(xy, ¥y . i (—1 )@ﬁl Al/ (4 o) . (—ny" a-n.—!-l [ )
o, y K i n-+41 QErTL

=1

iar pentru p = ¢ =1 din aceeagl formuld se giseste

L3 an

32 (2o, Yo) - AL A ()
h] =i A il i‘llﬁ_'_ + 43)
9 % Ay, 21 121 ij & (
unde
="T)" g a?B"PQ[(E” ) (— l)mhj,l_m-\—i awH—z 1%, 1)
= e S | 3En+1a . m+1 L S
o > 0 m+41 d z, 0 0

!1”+1 kwﬁl an+m+..f(& l’])
(1) (m+ 1) §E Ly

__l, (_ 1)n+m+1

15. Se ajunge la formule de derivare partiald numericd cu diferente
ascedente dacé se foloseste formula de mterpolare de doui variabile

a lui Newton in care se schimb3 Xin gy, + he, Y in Yo + ky si se iau no-
durile

B = Bg—it—1h, Yy =y, —f—1k, (i =1, n .+ 1; §j =1, m + 1).
Tinind seama ci

2

By —1thy o @y —hywy | AL A —ih, yo—ib)
B iR

Yo— .7;{" gere Yo — ]ﬂr'y(!
obtinem urmitoarea formuld, corespunzitoare formulei (38),

7o Tt 8" U (2 ha. gyt ky)

a_XPanl = (44:)
2 o AL Feay — Gy~ R gp i1 gt i1 -
= = : : e ; ars + pay
i=pi=q kS (dmpocllﬂ(q—l—g )( ! f= J+[3J .
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unde

o hn+1kq 621+Q+1/(E»Un iy U)_ ( dp n
PP=Tar 1 g tiay (d 1 e

_f'}f) km--i—l a:ll+wx-l-1f('vn+ hﬁ.‘,‘q) _di I'ni (y + [3) =
(m1)! g XF gyt dy? z=y

m

n+m+2 pr ar i
e (LT o+ (5 T w + ).

— k” 1)1 (m+1)! 76,);MT1 a'qm 1 da® L

o gl

Daci luim 2 = 9y = 0 primim urmitoarea formuld de derivare par-
tiald numericd cu diferente cresciatoare

w7 &)

a"u aJu
ki L A' A;f [(10 - ih,yﬂ 7”") [!m =4 dq =
_ Yy et i [ (g ] [+ 8) |+ ey (45)
£ 5 da? dy"
i=pji=a 4l +a=0 w=0 pB=0 %=0
unde
- ot Rq_ au.+?-|-] 1(E 1) fli e (% e 0')
P = (74 I QE" T gyt da” 11 I i
t i Yo = a0 z=0
_‘» h’}-’ km‘ii ap m-rl',“n,_n) ﬁ —|
(m+1)1  dz® &gt {;ﬂ Jv=0

]'n+1'r\m-t—] an-l-m+2 ) I:D n_
f(@l{ﬁﬂ(mi‘o’ - (fJ II U%B

(n+1)! (m +1)! am. aq'mkl g A=0

Din aceasta se obtin formulele

0" 1y ¥) _ Apf(@—nhyy) | nh "1 €y
dz," w2 gentt
L oy AGAY [ (wo—nh, sy—mk) - (46)
Az g™ K™ %
unde
# _ nh grEmtl g gy mk grTmTl 1 (%5 1) nmhlc 6“+m+2f(5,1
fo =" OE"T Ty an” o™t S QEMTg,mTL

16. 5% vedem acum citeva formule de derivare pariald numericd cu

diferente in cazul a trei variabile.
Corespunziitoare formulei (40) este formula

+a+ =
ptgtT ap QTrf(ﬂ'D:Unsz) ==

61:011 6Ullq a:OT

(—1)

nom " A: A!J' A: (Xgs Ugs Zg) T
= Bl b B (ol g2 3 P 4 By D)
; ; vipl al v—1
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unde
])1 ar v—1 2 d7 v
s =@+ o) D=5 +8
Yoa=0 @w=0 v=0 (48)
: !7‘ ag—1
»D;rl == (z+7)
dz’
Y=0 z=0
iar restul are expresia
+q+ + n+qtr+
Rq iy (_I)n q r+1hn llgq ir i an+q 71 I(E!yﬂazu)
o n 93 .
(n+ 1)1 AE" 19y, 9z,
_%_ (_1)?J+m+r+1hp ]:’"'“"]j"' i aﬂ+m+r+1f(mm , zo) +
(m -+ 1) | b 6‘1:072 anm+lazor
+qt+s+ s+ n+q+
o ORI BT g GO (y, 10)
a1 2
(s 4+ 1)! al:uﬂ a,}Ul{ ac" Hi
" (_1)n+m+r-1—1hn+1km+llr > an+1ii.+1'+2 f (E,_T,‘« z)
(ll + 1}1 (Hl + 1) ! i m 0’:ﬂ+la'ﬂm+la:0r
(71)n+q+s+1hw+1‘,|q Js—}-l i Dﬂ aﬂ-i—q-l-s+2”5! Yo, C) +
(1)1 (s+ 1) T e gyt et
+ (71}17-1-111‘+s+1hp ‘,C'm+lls+1 a I)J 6p+m+s+2 f (%0, M, Z)
(m+ 1)1 (s 4+ D1 i (")-Uup a,q-m+la§s+l +
N (== 1).4 :'n+s+1hﬁ—1[m*1js'-1-D _‘D l arH»mT.s-r‘iﬂg 0, t
8 2 . )
D m+DIE+1)1 " " QT lgmtlgrstl (49)
Penttu p =mn, ¢ = m, r = s, obtinem formula
arr[-m+s o noAMm 5
{ (Zgs Ugs Zg) A_-l, AU A;; f (%as Uos Zg) ’
= — + R, (50)

axun ayu'mv a:oh‘
unde

18;3 o —n—han%—m-i-s-i—ll,(a‘ s Zn)i

2 989y oy

9 al."u (?Uum aca +1

\l_ a1i-+m+s+1 f (‘TO’_ Yor t) o

h‘H\ Lﬂiy l&'

mie aaa+4iz-+s—l-1 f (:vm 0, :0)
. 1
2 6‘1-0” a_qm-f— azos

d'n-é—m +s+2 /(g,

nmhk "%-o)

4 an—n+10 m-r:la_

__ mshl a”]mT‘H”.{(g, J[,,ﬁ) mskl OR_L"']‘Hzf(lm B K)

4 arﬁ'laJmaZH]

4 61 n aq'm.-l-la:s-f—I

__ nms BEp-ghtmTeis fICE; 7;.0)

8 &;ﬂ-i—lanm+lacs+l
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~d

Corespunzatoare formulei (45) este formula cu diferente ascendente
(’_)1)1—‘]’:"!' f (_1:0. Yos :n) _
(9-‘"0?' OY? 9z

n m E
1 2 3 AY AL AT f(x,—vi — ek, zy—ol
= N N GG D D BB e bbno) (g
V=D L=QOC =T

vip!al

W

unde

B G Ty LSRN AR JmEL T

‘. M Ay 8E" 1yl 8= Yoma !

B QP g gPHatetlecg 4 b) P LT g2 g

T 1! * 7"- i - ‘i' f ==
(s + 1)1 9ah Ayl oL’ 1 @+1) 1 (m+1)! JE T g™ gz

611+m+1+1

f (295 0 Zp) _e

D n. m+1 | 2
3y o™ oz

- h'n.+1 ] IS—H. ) aw.-l-q-f—s-i—‘l i (E§ Yo C)__ e Am+1 ls+1 ap+m+x+2 [(%, o) t) —[_
(+DIs+1)1 JET g art? (m+1)!(s+1)1 @=haqmTractt
hﬂ—‘rl Jm +1 ls+1 61L+m+s+3 f (E I C)

(m+1)! (m+ 1)1 +1) 198 g™t e ™t

Din aceasta se obtine formula

6"+m+s 1 (o Honz) A":‘ A:’,‘ Ai [ (zg—nhy yy—mk, zp—sl) n 7 (‘O)
: = e 3 o
o) ay:]” 07y i P2

unde

" nh aln-\ m+s+1 f (a’ Yor :u) + ml aw.ﬂn—lrs-t—l f (3;0’ M, z,) L
-~ —_— 1

9 aEnJrl 6!1:)" 63; 9 al‘g a,q-nH-L 31:-,
sl gPTPYETL i p 8y nmhk TTENE 9,2
=1 '? 61’0’ ay-gg ach,.l T 4 Fa;;-'n+1 a_q'm.'TI 6:;7

nshl - QEEREaRE L e 1) _mskl QPR 0,8

4 aEn.f‘rl ayga 6\:3+1 i 6-63’671“”] acs-‘rl

nmshkl g g 0,0
g+l a4 m+l SRl
s 6€ﬂ a_qm azs

._E_

17. Si presupunem ci p si ¢ sing doudh numere naturale impare 8l ed
pentru coordonatele nodurilor Iuim, in primul rind,

@y = By, By = Bg + by L3 = Bg— Py c0o ;@pix = T + ih, Ly = By —thy...
Yo=Y Yo =Yoo+ B Y5 ="Yo—F e Yoimx = Yo+ K Yy=Yo— 1% -
iar in al doilea rind (53
Ly = By By = Lg— By Ty = Tg + By oy Boiq = &y — thy Xy = @y +ihy..,
Y1 = Yo Yo = Yo—Fs Yo = Yo + Ky weey Yoia= Yo—1%s Yoy = Yo + Jk; ... (54)
in loc de variabila X % luim #, 4 ha iar in loc de ¥ si ludim y, + ky.
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_f[u aces:e conditii se obtin doud formule de derivare partiali numerici
de L}pul (3b). Facind media aritmeticii a acestor doud formule obtinem
urmitoarea formuiid de derivarve i

1P i 9P a4 ki, Uy - ky)
axtﬂ a Y'I

D) o
A" (w) B?{q)l @ e

— 2 Z —_— Am 1 Az}'f—l [f(g}o S ﬂg, Yo — ﬂl') _|_. f( 'T{}_

o+l g+ 4@E2i—-1)1(2F—-1)!

— i—1h, Yo—ijk) + f(wy — ik, yo — j—1k) + f(@y —i —1 h, y—j—1 k)] +

(B, @, _ , -
2(20)1 (2] g1)lU($”_m’ Yo— k) + (2o —ih, yo—j —1k)] +
AP () D, y) .

i — 2i—1 A2 - . -
2@i—1)1@2))! A ™" A [f(we — thy Yo — k) + f(#y— i — 1hyy,— jk)] +
¢ @ D"

e A f (g — iy 9o — jk)} +ralmy),  (55)

unde
REntlga 2utqtl poy o
roly ) =2 f gy
(2n 4 1) ! gE2ntl gyt
."p 2m+1 o+2m—+1 5 -
T B, (y) S LUt
2m -+ 1)! ED, p@'f,“m‘?‘
]2n+lkﬂm+1 2R+T2MA2 pop s
" en ; i —— 4 (@) Bu (v) a_—f(ir')—
+ 1)12m 4 1)! gt 1'-187]_1.»,1
iar
A o S . . i—1
1 (2) = @ [T (@ — o), Bioy (v) = y [ (42 — B,
=1 p=1
c = b 1
Vit () =T (#* — o), Dj—s (y) =[] (v* — B3, (56)
a=0 B0

F{SJ('J,r,) — M .

du’
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18. Dm (55) se pot obtine formule utile din punct de vedere practic
pentru calculul aplomm&tlv al derivatelor palh&le de ordin impar. Pentru
aceasta este suficient si Iudim o = 0 gi y = 0 i obtinem formula

& (e, ) _

he? Tt
BRI
z ™ A (0) BY o ) :
= 1 OBy A3 (5, — iy g0 — F) +
4(2i — 1)1 2j—1)!
P 5 SRR | :
i= o 1:—2—
+ flwg—"i — 10, yo— k) + f(2 — ik, Yo—3F—1k) + fwg—i—1h,
Yo—Jj—1k)] + 7o, (67)
unde
5 .72"+1[\'q i 2n+q+1 3
9'2 =3 : A{"ﬂ) (0) a r21u+{(aqy40). _l_
@2n+1)! ok g
fIJ l,\_27471:!—1 p+2m+1 X,
R
(@m+1)! <
',lﬂ-n+1fl2m+1 ) 8.,4172m+2,,. E f])
- AP (0) BEY (0 i .
@n+1)1@m+11 0) (0) GEIBL gyl

19. Tn cazul cind p si ¢ sint pari avem formula

b+ o . .
h? Jea OT q/ (g + Dz, yy -+ Ie .U)_ _ (58)

ox" gv*

‘n—1 m—1 C (m D"’ 8§ a27
~ ] | (x) DI () AZP A2 f@y — ih, Yo — §K) +
(20) ! (2!

Al o O T e awm
| W =1 21 27—1 rr W o 7;, v
v 2 2(20)1(2f —1)! At A" [H(g— ik, Yo — k) +

n n—1  4(p) () Dﬂ?)](})

+ 1w — i, yo—j — 1R+ Y Z 1

22i—1)1 2!

AZ AT [f (s,
i= 1+—— 3'———

— ik, Yo — §k) + f(Bo——1h, Yyo—jk)] +
B AP (9 B )

L Y 4@i—1)1 (21—1):&5‘.71 85" [f(wg — iy yo — JR) + f(xo —

i= 1+—; =i
z

— T T hy yo— 78) + f(@ — iy Yo — F — 1) + f(@— i — Thyyp —
—j—1%)] + pal@, ¥),

(5]
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unde
2n 4 q 2049 e 2
ps (2, 9) = rh. . H{WA i o {_o(i 5 f‘ il +h m} ik Qf(og.i! = Al
2@2n)! AE“" grt a&" gyt
:1[1) j2m G;% D+2 m‘("'n _42:;1 ) +Jm) @p+2mf(“’oj”hm’ ) .
2(2m) ! 9% 8 o> ™
]Enk2m »Zn-r m . 2n+2m
— h % Gm) = f;n) ol ]J(f) J(;';} 0 : I G )
2n)! (2m! gt " gn"" 9 g™
iar
] n—1
H(z) = a(x + n) H (2% — a?), W(z) = 2(x —n) IT (#* — %)
a=1 =1
n—1 . m—1
Gly) =y +m) [T@*—P;%, g =yy—m) [ ¥>—B.
B=1 p=1

20. Ficind in (58) ¢ = 0 §i # = y = 0 obfinem urmitoarea formuli
care ne da derivatele paltlale de ordin par in raport cu

B 9 1T Vo) & f('l'ns 1) — 'RZI C{D) 1(0)
2i) !

-,',:_

21

(mﬂ , Y Ehy yﬂ) +

n

s ) 8% " 1(£, o)
"o (0 Lo
ami ") g

(59)

Pentru derivata mixtd obfinem formula

ke ke 3 (1'05 Jn)
a'l' aj()

n—1 m—1 C,f_’i) (0) _D('?) (U) i 3 ; . ’
=Y Y Tapran A A e — i yo— i) ) (60)
. D 9 ! .
=g iy
cu restul
C 1 ) )a~"+‘“/(£,m K" (0) A (G B

P2 = —(212) | n—1 gzn 55‘0 (2m) | m—1 63%7 a_qz-m.

2
hz np2m

N it o, | (@) @TEM (g )
ayiam1 ot (0 Dama (0) “an

21, In cazul cind p este impar iar ¢ este pal se obtine formula
B 18 & f (b}
g dud

= Aml (O)qu}1(0) 2i—1 27 i - .
E 2@i—1)1 @)1 Ay Ay’ [f(@g —thy Yo —jk) +

+f(@g—i—1h, yo—jk)] + R, (61)
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e it}
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unde
— hﬂﬂflhq Am} a-an 1 ,, (E*Uﬂ) 5
o \ i ( ) ;2u+13 q
2(2n+1) ! ]2 vl
L IR gy 8 o)
m—1 2.m
(2m) ! axh
hi‘n+1k2m a_n+2mllf(Q fy)

(2n+-1) 1(2m)!

22, 84 mai ddm acum si citeva formule de derivare partiald numericd,

A™ (0) DI, (0)

8 27 1ar°m

de felul celor plbccdent,e, pentlu functiile de trei variabile.

Daci p, ¢ si » sint impari, avem urmétoarea formula, corespunzitoare

formulei (57),

ey & Getpm) (62)

0 8 A(ﬂ) (0) B(fi} (0) Ef’") 0)

ag Ayg =g

E E 2 8(2v—1)l(21}.—1)l(25fl)lA

21 1
p= QT

Yo — o — 1k, 24— ol)4f(@y— vh, ¥,

i i€2m+1 I ap—.‘—z m+r1 ]‘(-’L",

0]

vl, Yo— ch, 2o— ol) + f(wg—v — 1h, ¥, — pk, 2o— ol) + f(z, — vh,
— pk, 2g— o —11) + f(xy—v—1h,
Yo — v — 1k, 2o — ol) 4 f(Le—v—1h, Yo — pk, 2y— 0 — 11) + flwg —
vhy Yo— p— 1k, 2g—c—11) 4+ f(ag—v—1h, ¥y,
o—1 )] + '),

(0) 0 62“ +qt+r+1 f(E Jﬂ:zo)
v O g

N ‘0) Jl_‘

unde '
L g
Py — —mM8M
(2n -+ 1)!
@m + 1)1
i L S
bo@s+ 1)1
I-AL 11\-111 ]'I
(2n+4-1) 1 (2m+4-1) |
.'12"'+1](q li’s-!—l
@n+ 1! @s+1))
h }‘_.m-rll_s—rl
2m+ 1)1 (2s+ 1) !
h..n*l 112’"+1 iz?il
+

iar

A (0) B (0)

A? (0) B (0)

(2n + 1)1(2m + 1) 425 + 1)1

8x I "™t 855

“ (0 AP R Ly, 0)
’ aah yl 9!
akaakbia (T T I
ag‘.?.-n +1 a,{iﬁmflaz‘:
azvz-}—q+25+2f(a 1‘,07@
ar-ﬂ"ﬁ'l ayUaCESl
a'p+2mTza+2 f(xov 'q,t_.)
al','ga,qfﬁm'i'la :284‘1

62n¢2m+°s+3 ).(a, N, 0)

—

Bt AL Az [f(2g —

—p—1k, 2,—

A7 (0) BY (0) B (0)

2841
5271.16 2milete

By (e) ==]] (*— %~

25 DERIVAREA PARTIALA A FUNCTIILOR DE DOUA SI MAT MULTE VARIABILE 757

23. In cazul cind p, ¢ si » sint pari avem formula

T Jen I £+q+1- 1 (%, Yu» 7) =
FEFYEE:

n—1 m—1 s—1 4 -
§ (4‘.:21_)1 (0) lefil (0] F(i) (0)

E== o—1 2y 21 2
o ALY A ARy — VR, . —
Ep e v (2v) 1 (2p) ! (20) | o A" A" f(my — vhy yq
e bR 0T
—uk, 2g— al) + ps,
unde restul are expresia
)
, rar 2n+qtr o __ R . BT
po= O (0) &Gz WM gy )87 Gy gy
rZn r 7 1 Zn— 7 2
2n)! o0& ay;,' a Zy (2m) ! 6-‘-‘3 6"1"??2626

o B F{’il(g)m_

(25) ! CEACY T el

RED p2m 2nt2mbr o e
SN it ff}l (0) I)igiil (0) b5} 1 (&,n,7p)

@n)!2m)! a Iéﬂua _q:!m 3 zg

hzn qu l‘ls Y( ) v) 62}a+q+23 r’
— @i FaOFL) L EleD
! ! GE"dulalL
B k‘zm 2% (a) 0 a;u+2m-l-29 s
q, ( )F{ ( ) f (%, 1, C) +

m—1 §—1

T @m)t @)1 R D Tat

2n,2m ;2
R gE R

(11) (O)D(w (())F{i)l(()) 62:'z,+2m+25f(§,,ﬂ!c)

@)1 (2m) | (2s)! Cnma S JEEN G ot g

iar
1

(5-2 - Yz}.

=0

i

F,‘,l (2’) =

-

24. Daci p si » sint impari iar ¢ par avem formula

he ko lr KM

oo (63)

AP () DR (0) F” L (0)

_ g ‘j

Y=

A o A

-
To=

T+1 42v—1)1 (2u)(20 — 1)1
2

— Vhy Yy — vk, 2g — ol) + f(mg—v — 1h, y, — pk, zy — ol) + f(=,

—vhy, Yo— pk, 2— 6 —10) + f(@g — v — 1k, Yo— vk, 2o — p—10)] +
+ ¢"s




___
e (95

st
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unde
N el L ) ) M‘L") -
R T AL 19y, Bz
woEm (12 (0) 6?)+291!—+?' ’(m -+
N - g e ——
@m1 " 8% a0z
L (0) G e i0,8)
(23%1) | 5—1 an‘ur ayﬂq ac2s +1
hg.n+1k2m " A(T‘: @ 0 621;-: 2Zm+r+1 f(i,'f]’ Zo) .
—_— Ay (0) -Dm——] ( ) 20+ 1 2m T
@n+1)1@m) OE™ " o™ 0%

o h2n+1kq 125+1 A(ﬂ) (O)E‘”l (0)
@n+ )@+ 1)1 " o

il sl (R
aaZnJrl ayuq at‘-"s’-l-l

p ;2m ;2541 p+2m+2s+1 Ty, M,
R D,,,A(O)Eg,l: (0) 0 1(4,0,8)

2l +
@2m)! (2s + 1) ! 6:%""‘ 6,02«1:-8C_s+1

h2n+1 k2m 123+1 82n+2m+25 +2f(‘5:7]>2:)

7)
Agﬂl (0) DSELI (0) Eé—l (0) 3 E‘2ﬂ+la,q?.mac2s+1

@n -+ 1)1 (2m)! (25 + 1)

925, Din formulele cave au fost date pind aici se pot obfine, in par-
ticular, o serie de formule explicite utile. Notim ci toate formulele réz-
lete care sint date in formularele lui G. Se hulz[9] si Q I. Panov
(107, se pot obtine imediat din formulele noastre ; pe de altd parte se pot
obtine gi expresiile pentru resturi.

84 dim citeva exemple : .

1° Ficind in formula (59) n = m = p = 2 obtinem

O fwoy)) A2 f(my—hye)  h* B f(Ed)
dz? e 12 GEs
gsan

! h? G {(E,yq)
%—IQ—JL — = U@y + by Yo) — 2/(80 Yo) + flmo— 1y yo)] — = 2

Aceastd formuld se poate vedea (fir rest) giin formularul Iui D. I.

Panov [10].
La fel se obtine

(o) _ Api(xoo—k) __ K §*/(xen)

ayﬁ k2 12 6"]4

sau
kP 0%/(wgsm) p

Bl —  [f(wey Yo + k) — 21 (@) o) + @0 Yo — BT — -7 ¢

¥ A K2

07 DERIVAREA PARTIATA A FUNCTIILOR DE DOUA §I MAI MULTE VARIABILE 759

2° Dacd se ia b = & §i se adunid membru cu membru cele doud for-
mule date mai sus se gfsegte pentru laplacian expresia

Af(mm yu) — izl(ﬂ:u:yu) g|_ Mﬂ:l@ -

o’ o
= 1 9, ; pJ B2 [ g4i(E, ) 4“'0"
= ElAﬁ f@o— B, y,) + A; f(@g o — 7:)]—;2[~fa(£;" -+ 0 !(;;40) J

san dezvoltat

Af(@yy yo) = Tt[f(mu + By yo). + f(@o, Yo + h) + Jlwg— Dy yo) +

f(mov Yo— h) - 4]‘(9;0: l"fo)] -

B[ AY(Ew) | OY(zem)
12 gkt ‘ ant '
_Ac:eas,‘tzi formuld se poate vedea, insd fird o expresie precisi a res-
tului, in formularul Ini G. Schulz [9]%). '
;‘30 Pentru valorile particulare n = m = p = ¢ = 1 se obtine din (57)
urmatoarea formuli '

Yt 1
dxd1y, 4hk

+H(@o—hy ¥o) + F(@0y )] + R,

Ay A, [f(@g— hyyo — &) + H(@os Yo — %)+

san
(o) = 1 P |
"Eﬁ = m[/('ﬂo +hy Yo+ 8) + (g —hy yo—F) -,
— f(@—Dy Yo + k) — f(@y + By yo—E)] + R
unde |
B &G K 3 [(xem) R 9°f(E) |
6 9Ly, 6 Ju,dn 36 9GP |
Formula aceasta (fird rest) se poate gisi in [10].
4° Tot din formula (59), pentru » = m = 3 si p = 4, se obtine |
O'f(Too) _ 1 a4 . B 95((E ) ‘
Py =~ 53 Ag f(2g — 2k, y4) — & e ‘
Analog se giseste
By 1 a4 ' K2 38(xym)
b L L AR S — Y S 07
ayg I 'iff(xl]? yﬂ I") 6 67]3 L
) p. 133,

6.—e. 2400




—

LN

sty
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5° Din aceeagi formuli, pentru # =m =3 §i p = ¢ = 2 primim

ol L [AZ AR fe R gy — )— —— A3ASf(@g— By Yo — 2k) —
R h2k? 12

2 A AYM(w,— TR, y,— )+ I—];L Ay Ayf(wg— 2hy Yo — 2E)]+ R,
12 £
cu

BoSEw) | K fEem) ket 9MiEm)
- EJ— oEs 6513 20 a.qrga-qﬁ 902 JESH®

in vederea rezolvirii numerice a ecuatieli biarmonice este Necesar
si se dea o expresie aproximativi pentru

. *(zg¥0) 9 0'f(zyy) ﬁ‘f(ﬂ!n,.lio)_
= oy 1 o v

Tinind seama de rezultatele precedente se gisegte ca

B = A1 (00— 20, 90+ T;cz—[zAﬁAﬁf(mo—h, A
— L A2A (g — Ty y0—2k)—% AL A2 f(wg — 2hy Yo — k) +
6 i

+ L ALAM (g — 20, Yo — 28) |+ — (@ Yo — 2R)+ B
72

Ficind h =k si dezvoltind obtinem

B {(17641(%, Yo)—T68[f(@q + by yo) + (@0, Yo + 1) +
7

2 ht

+ H(@o — Py Yo) +F(%0 Yo—1)1+102[f (2o +2h5y0) + H@o— 2k, Yo) +1(Z0y Yo +
2R H(2oy Yo — 2B)I— 16[(wo + Dy o + 2h) + f(@o + By 9o — 2h) +
+f(@o — Py Yo + 2B\ F( 2o — By yo— 2R) + [(@o + 2k, Yy + h)+ f(@ +

¥ 2By go— W)k H(r— 2R, Yo + W)+ F(@ — 2hy gy — B)] + 256[f(w, +
+hy, Yo+ h) + (@ + 1y, Yyo—h)+ f(mo—hy Yo+ B)+ f(@o — yttg —
— )] + (g + 2B, Yo + 2R)+ f(2g + 2h, Yo — 20)+ | (29 — 2k, Yo +2h)+

+ f(ey— 2h yo— 2h) } + R,
unde

R:

h2 66 f(El! yl)) aﬁ f(m[h G]) i as i(i$ y(]) + aﬂ f(:vt], T.'))__
- T( QES 2 ot ) s | oot da%am®
g [ (& m) .

4050  9E%9n°
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6° In cazul a trei variabile, pentru » — m — s = 2 ge gisegte nrmi-
toarea expresie pentru laplacian

A T 1 2 — a* I (g5 Yg» 20) ot f (‘1;0: Yos Zp) o? I (xg; Y5 zu) ol
1( %oy Yoy 2o) e & o + P
1

= <5 LAf(0—h, 9oy 20) + A5 f(@0, Yo—hy 20) + AF (@, Yoy g —N)] + p =

— ‘;T, /(@ 4y Yoy 20) +1(@o—h, Yo» Z0) +1( 20y Yo +N, 20) (@0 Yo — by 2,) -

+ f(@os Yoy 20 + h)+f(%4,y0y25—h)—8 f( o, Yoy %0)] + oy
unde

= =

12 ok ant gt

7" Pentrun =m =s =p =q =1 =1, din formula (62) se obtine

ﬂ {8‘ (&, Yos Zgp) _J‘ 64[(30, s 50) __I__ 64 / (:Un: Yo» i)]

01 @ U ze)
3-’»‘0 8!;9; 620

L [f(@y + By Yo + By 2o+ 1) + Hg - Ty Yo — Ey 2 —)

Shkl
- f(@g —hy Yo+ F, Zo—) + @y — Ny yo—Fk, 24 + 1)— H@o+hy Yo+ T, 2—1) —
—H@y—hy 4o + Fy 2y + 1) — f@g—ny Yo — Tk, 2y —1)] + P

unde
o= _ KL O Eppr) ML O (pnz) _
6 0% 0y, 0z, 6 dzy 9 Oz,
- hEB 8% H(xy, Yo, O - B @7 F(Emz) o
6 9z, 0y, 00 36 QE' Oz,

_y RBEE QNI y0) g hIEB g7 f (2,7, C) -
36 9B Qy, O3 36 gxg dn® AL
. h3 133 69 f (gx 75 C)
216 83 @A

K YACTHOMY YUCIOBOMY AU®SFPEHIUPOBAHTIO
OYHKLUI JBYX 1 BOJEE NEPEMEHHLIX

(KPATKOE COJIEPIAHIIE)

B § 1, mocae oupenexenus B odmeit ©OPME LOHATHS 0 ®OPMYAS UHCAOBOTG
HaCTHOTO IUTLOPEHIUPOBAHUA ¢ YACTHOME CTONEABI0 TOYHOCTH (Mg, Mgy « o .y M),
IUPHEBOAATCA HOKOTOPLIE 00UIMe co00pamenus

B § 2 mokasmmaoTca, uTo ocraTon SOPMYIE THCIOBOIO WTRCTHOTO JHDHE-
pennuposanua (13) momeT OHTH LpexcTaBien B wopMe ( 15) npu yenosum, ure




e — i e
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EOOPAUHATA i (¢=1,2,...,s) TouRm JHeeePCHIHPOBATAL M, ue aBigeTCH

RopHEeM YPaBHEHHH

‘nytl
) : T p—
wl () =0, tme w;(l) :-111@ — ) (t=12...,8) (a)
=
; IlemueprrBaeTCd, UTO HEN3BECTHRIE THCIA ¥ g2 ... E°, BXOnfUlMe B BE-

pamenne (156) ocrarka, OAMHAKOBEI BO BCEX ‘-]?I.GT]-ILI‘X 11]_)011330,1155{13'{(]13 Gnoiggf;fz
oun enrypupynor. Jawres I0ZPOTHHS JOKASATCILOTEL LI GZ]YJ{{;HOJmeuHE,ﬁ‘[
nepeMenEEIMI, Tpuuen ododmaercs meroy M. @. CTG:DBHGGHEI, [ Chgams
C. E. Muresaxze [2], Jua wpex IepPeMOHHEIX 00miasd mopng.w Bntpic
YaeTHOrO Imesepennuposanms jaga B (33). OueHkn, Taname L1d 0‘1;’I “E:m‘f];a
BEJIMBEL M BTOM CIyuae, KOrja BMOCTO }IHT_ODHOJI}JHH{I. O,Imoul q':olmy.lﬂ L Rl.)aT-
(10) mpumensercs wopyysra Jarpamxa. Pesyrnrarhl coxpangmcﬂw 2ud BpATe
meix y3u0s. B M 10 yrasasnl IpPOUMYIISCTBA IlpHMGIBeH_Hﬂ BOPMY )
UACTHONO AMOCEPENIMPOBARIA PABICIEHHLIME PAZHOCTAMI. .

B § 3 paccuarpaBaercs UACTHELI cAyuail y3I0B C PABHOYI roTs
koopImHATaMH. B 2TOM NOpIIKe MONyUYeH P ‘1=0]r)11.1y.11 uuc(m‘)agzz HC;HOJJBI{O
MIGOOPOHIIPOBATIIS € 0GLIKEOBEHHEIME PasHocrsami. OTMeuatoTCs s,ineﬁT s
sopuya muma Mapkosa. MuTepnoianuonHELIC 111(.)1)115’.111,1} ?TK:TH pnmI F
pasmoeTaMIl TIf IBYX W TPOX IIepeMeHHbX, a Takke u p‘(}i)Y.I’I: o rimeligu i
HG@ B § 2, IOIBONILM JATH MHOTO TOPMYI, KOTODKIE MOIYT 01,11_.'1; :
Hpa[‘iTﬂ[{O JLIS1 lllJllﬁjllﬂ?l(BHHOI‘O BHIUACJIOHNA UYACTHRIX .'I.].IJOHBBO,JI;HLI a:ﬂbﬂoe S

Jist ocTATOUHOrO WieHA JANN 3HAUGHMA, COXOPIEATIHG MUHIIMA ]
WIeHOB. <

CONTRIBUTION A LA DERIVATION PARTIELLE NUMERIQUE
' DES FONCTIONS DE DEUX OU PLUSIEURS VARTABLES

(RESUME)

Dans le § 1, aprés avoir défini, sous forme générale, lal,rmtlog}tu%%
formule de dérivation partielle numérique de degré .pa’ltle_l (1 GX?CII"LIGS
(Mg, Mgy - . .y My), Pauteur fait 14-dessus quelques con_mdera‘tlon.s g(,‘r}elft o

Y Dans 1 'S 9. on fait ressortir que le reste de la formule de dérivatio

P . : la forme (15), & condition
partielle numérique (13) peut se mettre sous a forme 10); & P
que la coordonnée (1 =1,2, . ,8) du point de dérivation M, ne
soit pas racine de l’équation

ny +1 ) " :
P (1) =0, ottt ) = F—1# ) =212 . . . 8 (a)
ip =1
i el i (1 E2, . . ., £, qui inter-
n gouligne que les nombres inconnus ¢, &% y &
viemgznt d&ngs l’eipression (15) du reste sont 188 IY&BD‘ILIBS i}ggiigg}ggztiﬁ
i - partielle ils figurent. On donne . stra
dérivées partielles dans lesquelles ils i i SR
i Staillé y riables, généralisant une me .
tion détaillé pour le cas de trois variables, : -
i 6 ladzé [2]. Pour le cas de
. T. Steffensen [4] complétée par 8. B. Mikéla Al ,
géfi‘ables,laj fornEu%e générale de dérivation partielle numérique a ét6 donuée
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par (33). Les évaluations données pour le reste sont également valableg
gi, au lieu de la formule d’interpolation de Newton (10), on emploie la
formule de Lagrange. Les résultats données se mantiennent aussi dang
le cas des neeuds multiples. Au n° 10, on a mis en évidence leg avanta-
ges de l'utilisation des formules de dérivation partielle numérique aux
différences divisées.

Dans le § 3, on a considéré le cas particulier des neeuds a coordonnées
équidistantes. On a obtenu ainsi un certain nombre de formules de déri-
vations numeérique partielle & différences ordinaires. A retenir de celles-ci
plusienrs formules du type Markov. Les formules d’interpolation & diffe-
rences celfrales pour deux et trois variables, ainsi que les résultats obtenus
au § 2 ont permisde donner plusieurs formules trouvant application dans
le calcul approché des dérivées particlles.

Pour le reste, on a donné des évaluations contenant un nombre
minimum de termes.
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