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D. D. STANCU

unicare prezentald la Sesiunca Filialei Cluj a Academiei R-P.R., din 17 aprilic 1957

aceasta lucrare vom extind

nule de integrare numerici
variabile, in lucrarea [1].

prima parte a lucririi vom extinde Ja dou

grange-Hermite 1),

e la doud variabile o metodi pentru construirea
P€ care am expus-o in principiu, in cazul unei

a variabile formula de interpolare

§ 1. Asupra unei formule generale de interpolare

54 considerim o retea dreptunghiulard de noduri,
dintre dreptele paralele cu axa Oy

care se obfin prin inter-

X=Xy (v = 1,_}1), X =ay, (v, = I,—i), (1)

» X=ay(p=1,p) @)
ptele paralele cu axa Ox :

=0 (= Lm),y= Pu, (tg = 1, &), @)

y="b(g=T,0). “)

n intersectia acestor drepte se obtin (1 - =+ p) (m+ k + 6) noduri, Despre
e (1) si (3) vom Presupune ca sint toate distincte, adici numerele reale x,,,

> B, sint respectiv distincte. Dreptele celelalte pot si nu fie distincte. In
is vom presupune ci printre dreptele (2) existx 1. drepte confundate in
o :11_,—.5'), iar printre dreptele (4) vom presupune ci existi Sp drepte con-
tein y — ba (B = I_—r) Pe baza notatiilor precedente avem

focbty s v Sl e ()

Formulei de interpolare a luj Lagrange-Hermite,

din cazul unei variabile, i-am consacrat
Ucrarea [2]

~yk9

-

=t S e
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fn felul acesta se obtine o retea &, » cu (N4+1) (M + 1) nod, nu toa
o s ey () u(x) A4 (x) @,y hX)u,(x) 4 (x)
distincte, unde : Y g e A Iy (x) = ————"=7. & =—— .= (12)
N =+ == p— 15 = Ui ] 3 defi x hy (xy) u (xv) A (.X‘v) ]T(O!V) Uy (Ot.,) A (0{9)
2. Formula de interpolare relativi la reteaua &y, si o functie f{x,y) de initg et v (
& der;vabili partial de un numir suficient de ori pe un domeniu care confine no- R Z (r—ai [ (x—ai)¥ ( i ) Y)J i () a3)
durile acestei retele, se prezintd sub forma - ; =0 vy ! y! Ci, (X))a;, ¥
= Ly.ar (x, ) + Ry a (5 X, 9),
£6o 7y =Lavaa 5 9) -+ Rz = 0y _&OPMBY) £0) () B()
Uﬂde ‘—J'\‘—. —— mIJ- (J) = s mp, S ] (14)
e S A A G AR S o B Ao 2  f X g(J’u)l'U"u)B(J’M) 2B Ve (Bu) B (By)
LN,ﬂ](x,}’):L : 3 g b ,-..gb 1"-nb-1""b : y ij_ulil v“b' ty ‘*b 8 ] ('S.)
LT S TR o) 3 L) - i [ Gl A o (5—( )] J D). (15)
Sy r ’ 7 =0 1- t vy JJ ‘bf
2 ; i variabile de gradul (W, M) al lui Lagrange- :
este polinomul de interpolare de d_oua var‘lab1 _ . : : _
Hcr’mpite relativ la functia f (x, ») si nodurile retelei &, iar Ry, (/3 X, ) este Ci, (D=h(x)u(x)4:,(x), D, =g B,,(»). (16)

restul acestei formule de interpolare.
Si introducem urmdtoarele motafii:

n i s ;e ]
h(x) = E[x(x — x), u(x) = g(x — ), AX) =« E(x — a) (0. 0),
h(x) u (x) e A (x) ;
hy (X) = e > Uy (“-) Ty o Ot.,, Ay (X) (x = av)r"
" I3 r . l
g =1Ly )= Hlor —Bu), B() = @H (= B)™,
=1 = X
: v () LB
mo) = yg(}J);”L > Y (1) :y o By ()= G

Pentru polinomul de interpolare (8) am gdsit urmatoarca expresie

n I ;
Ly =3 3 00RO+ 3 3 0@ o) ()7 B+

% I
=+ ,,=Zt; .2 if,‘:) :A‘)lm&J N f (v, yu) + Z;; u,i—l 19 () 0 () f () +

L Z:l rZﬁoig i () 01 () 6-‘1;("7@ n
+ Z ;1 ;2: 19 (x) @, 4, (3) Lfe;(f_b_)

i3 Z:l Z: 2:‘ Fi, () 08 (2) ifa(i_m 7
= Z ;i_; :Z_;lfs’g) (%) @, (.v)%ﬁ i

S T S
-+ i :Z__;l’_lio :;1[,-,,.\,. () 0,y (J,)L#’

u Restul formulei de interpolare (7) se poate exprima cu ajutorul diferentelor
e partiale, astfel ;

[ix,0) = h(x)u(x) 4 (x) [x, Hrreerr Xy Cayeeey Oy @pessy Qpyenss ayernnlls § [ 4
S5 g(y) V(J’)B(J’) [J’, P1aeeis Vins ﬁlv--, ﬁk, bl:---: bl,...,br,...,b,-; f] —

PoVpseees Vinserss Breess Bty By by, by,
. Acest rest se poate pune sub o formi remarcabild in ipoteza ci f(x,y) admite
tele partiale de ordinele N1 in raport cu x si M--1 in raport cu p, pe cel
mic dreptunghi care contine nodurile retelei Rz

e vom folosi de citeva formule de suprapunere si de medie referitoare la
ntele divizate partiale de care ne-am ocupat in lucrdrile [3], [4]. Avem succesiv

; ~ = 3 KsoesXns Cpyensy Ody Qiyercs @pseensllsyerny ds 1)
) A () g()v () B ) [" B Oaviis 86 iy, Bl g ;fJ- (17)
T

X)) =h@)u)A (x) [x, Fisres Xy Wpgesey Oy @ppecy pyeens Asyonss Ay [+
T2V BO) s Vi Yy Baaooes Bty Byents bysusss by oy b 3 ] —
SEG U ADE0) VB 0) [12 3100 Yo B By Busos by b B

3

1 N1
“ea x,vt, 0'.1,..., txi, [,’1,”_’ a},!‘--, as,-.., ﬂs;.f‘]] :h(x)(jl\fi)]-‘;l(x) a aaﬁi&;_}’)'u

g(y) V(y)E(y) [Jf’:Y1=---,J’m:[31:---,@1\‘:2’1,---;bp---;br:---:brs' f] P

L@ u) T e0)v0) F )
3 (N+1)!

[)’, Pseees Vs ﬁ]_,a.-, fjk, bl,..., bl,...,br,..., br,;

—~

Fie £, (1) un polinom de gradul efectiv m; prin £, () vom infelege produsul dintre o
C'5i P, (1) astfel incit CP,, (1) si aibd coeficientul Iuj ¢™ egal cu 1.




354 D. D. STANCU CONSTRUIREA FORMULELOR DE CUBATURA 355

ula de cubaturda care se obtine este

ALY ] CR@u A ) VTE ) v
N+1 i w41
g (N+1)! 0%

s Zm S )+ 373 3 Bt () +

v=1 p=

L m

+20)v()B®L) [y, By s Pyl By Bsees B B B e D
: - Z 2 G, ,U-f(“‘“ yl-l.) F Z Z Dv,uf(ocv, Hu) 2

A@u@A® FIENT hWu@A @ 0 1E) G
3 (N+1)! GEN L o (N+1)! gt 5 ¢ sj‘~_115 A bi) . < % @™ f(ai,, By)
5 ' : =0 il aJJU-[ g ;0‘ 1§F » Vi M P 1: ! + (21)
4 EW0)BO) (a“"“f(x,-q) _h@u@AE MM, -f,))_ E
(M+1)! L (V4D eV gyt 5 6, L 0 5 5 % 0" (v, by)
‘. Ly, 3 % Z Vi ————————
=0 p=1 X v=1 =0 a yt

In felul acesta am obtinut pentru restul formulei de inter polare (7) urmatoar
expresie :

;Z‘ : a‘ll-f—l-'-lf‘(ai“ bh) + [f]

~ 'n Meafiplble = L Cmo s

hu @A 1 E) €0y ) 0O o) = axnopn
(N+1)! gl ENEL (M-+-1) 0 nM+1

Ry,m (f;x,) = : ;

.‘118) coeficientilor careia se pot scrie imediat pe baza formulelor
Sd presupunem ca p(x,y) — P1(xX)py(y). Considerind mai general cd drept-
L D poate fi si infinit, vom presupune ci existd « momentele »

h(x)u(x)A(x) g (y)v () B () BN“"M”f(E“ )
= (N+D! (M+1)! QENFL 3 ML

unde £ si n sint valori din cele mai mici intervale care ii con;m respectw nr. b -
b o o e e T S A _ PR
e, LT Ry PR B e B s e B B ‘ e =\ p1 (X) X" dix, d = \p, () y™ dy
Subliniem ca vaioule £ si 1 care intervin mai sus sint acelea31 in toti terme 2
restului. a .

Rezultatele precedente se pot extinde fird nici o greutate la trei si mai multe

variabile. =0, 52500 )

Co >0, dﬂ =)

§ 2. Formule de integrare numerici de grad fnalt de exactitate e
Vom incerca acum sa determinim pe Xy (v =1 n) si », ( = m) astfel incit

mbrul al doilea al formulei (21) sa dispara sumele duble a doua, a treia, a

4. Folosind formula de interpolare (7) vom construi o formuld generald d
2 @) g { cincea §i a sasea. In mod precis vom demonstra urmdatoarea :

cubaturd pentru calculul numeric al integralei duble
LTeorema. Conditia necesard §i suficientd ca fn formula (21), unde i=n,

= RSP (x, ) f (x, y) dx dy, A .
¥ 8@ avem, oricare ar fi oy ..., otn, By ..., B
il
E B T— — k' e T ; e Pt _. === F=
unde D este dreptunghiul definit de inegalitatile e =00 =1n; p=Tm), Cop=0(=1n; p= I, m),

ag.X‘-éb, nggd, - O(V:‘]’”;H:]’IH)‘ E”'faoﬂxzo(v:m;.jltﬁ; !-LIZO,S;')" 1) (22)

iar p(x,») e o functie datd, nenegativa si integrabild in D. Firr =0 (l = L,s; b= Ol ST
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este ca x, (v = 1,_n), Py (w = ]_,E) sd fie rdddcinile reale gi distincie respectiy a

polineamelor ortogonale

E @, (x) (DH+1 (x)
(Dn. (a-l) (Dn—i-l (al)
D14 (ay)

@, (ay)

Qn_ (x) == I (D” (02) (I)ﬂ+1 (al)
A (x)
(I)rz. (as) q)n+1 (a.v)
(D;a (ﬂs) (D;z (03)
O (0) 90 (ay)
L (») L ()
lFm (bl) \Fm+1 (bl)
]:P‘:’n (b]_) \P‘P:L+1 (bl)
Y ) P (8y)
Ba() =L | Tn®) Fuss e
B(y)

lFm (br) 1Fm.wl-l (b:)
‘P‘ r'n. (bl) lP‘J;H-l (br)
\F(S,-—I) (br) li’;‘(sr‘l) (br)

" m+1

unde {Q(x)} este sistemul de polinoame orto
ponderea py(x), iar {¥(3)} este sistemul de polincame oriogonale relative la i

valul (c,d) si ponderea p(y).

Demonstratia este imediati. Avind in vedere ex

DT (a) @0 (a))

.

(Dn.-f“p (V)
q)n-!-p (ay)
(-D.:t +e (al)

—l.
S:+ 3 )(“1)

(DrH-p (as)

O,y o (as)
(i);e+ o (as)
1.
1Fr:t+ G (_l’)
Vinto (by)
Winio (by)

¥ire (6,)
lFm-Jr G (b2)

1Fl’n—l-u‘ (b})
‘F;n 4o (br)

\I_‘(s,.—l)(br)

m+a

(22) se giseste ci este necesar si suficient ca

b

a

unde P(x) si Q(p) sint polinoame oarecare de grad n—1, respectiv m—1.

Spl () A () h (x) P (3) dx — 0,

d

o) 21200 00y dy

[

gonale relative la intervalul (ab

3 CONSTRUIREA FORMULELOR DI CUBATURA

ulele (23) si (24) ale . [u; Christoffel,

Alegind valorile x,,...,x, si ¥y B LS :
veakn 81 Vs, sd fie respectiy radicinile polinoame]
i (24), formula de cubaturd (21) se reduce la urmdtoarca g

SSP (6, 1) S (x, ) dx dy = i‘ 2 Avip f (61, 1) +
e

D v=1

e —1  m

: r}vlf(aix 2 Vi 1 Rl ot f b;
Z Z Glie 8 ) ke H\'.il,ul £ (v, i)
=0

vi=0 p=1 ax* V== Ot

(25)

SR s 31 Vit

—f_ Z‘ 2 Ji Vo a i ‘_f(ﬂ'i" bh)
fp=1 VIZ:‘U ;;2:'1 U-;J S 6_)(“1 6))“’1 + P Ifj 5

‘:v~ . s .'

,..entru coeficientii acestei formule de cubaturd am obtinut urmitoarele expresii

Avp = A, B, — 4 B, = 4, B,
Giww = Gy, B, — Cipn, By = Ci,, By,
ffv,j._.ul = Dj,.ul = Dj“!,q — i Dj”ux, (26)

Doyt s = Civ,. Dy I

nily>

presiile coeficientilor de I

b. b
A == \l)] (,\') M\’) A (.3\’) dy, AC o Spl (J;) (M : é-(_.\_)_ d
| Hy (xy) A () i hy (xy)) A (xy) i
’ g ('n-!-pT.%—J Gﬁt [
G e e e e i E L R
l % Cn—q A ee) (8)7 (%) Qp—y (xy) i S
d d
R S P () B 0) B(y) dy, B, =\ p. () (B2 OV B ()
| OB )OI 3
b ! Y - & (1) B ()
B dm = 81121.——1 LE}. |
L ST e e e e e
Bty B(p) R, (%) Ry (V) }

o

b
27
: ox 1
Cl."'); = Sp] (x) LE[,)VI (—‘\’) (]A‘, Dfn!‘«y == S]}z (Jl) L’(IZ',MI (J)) (f}}-

(]
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Mai sus am folosit si urmatoarele notatii: < baza unei proprietiti de suprapunere a diferentelor divizate partiale, de care
]

- mai folosit in aceastd lugrare, si unor formule de medie bine cunoscute
| scrie succesiv

o 1° ex e coeficientul Tui x* din polinomul ortogonal @, (x), iar d, e coeficie
lui y" din polinomul ortogonal ‘¥, ().

2° Gy e minorul elementului @, (x) din determinantul de la (23), iar .'
minorul elementului “¥,,;6(y) din determinantul de la (24).

”pmwmmm—mmMﬂ@=

30
b
b d 4 ~y
2 X) U (x
N Spl () Qn (x) dx, 8y, = sz () W () dy. '(y)”pl( LA, (x)[x’ 12 %0 X Koo Xits Xy By By Bgylls 5 /2, ) —
40

B(y) [y: Yis Vis Va, Yoseers Vmy Vi, bl""’bl""’ bh_._, br;f (x, y)]}dx} dy_:

T —the1

b (v —ap) e — @i )P

=" )[(PR
1

p1=0 1"11

(e
(Ebjjaa)auwwuuqi
i (X)) 9 e ’
(}") {[E 2 X1> X715 Xoy Xpseany Xy X, i 555vn O e ol gsees s ’f(aa,y) '

e o T T (1)
o= > 2 1:”) [(y ﬁ“) ( ] ) JF}; ), F, ) =2 () B, £
a=0 Fs 2 F}.l (y) b, (y) B(y) [J"z Y15 Vi Vos Vaseoos Yo Ym, bl!"" bl,..., by by :f(f‘;’, .}’)]] Al} dy —
7. Formula de cubaturd (25) are gradul de exactitate (27 + o — |, 2m + o
adica p[f] = 0 in cazul cind f(x, y) este un polinom de gradu] 2n +p—1 in raport cu
x si de gradul 2m o — 1 in raport cu y. ]
Pentru a gisi expresia restului formulei (25) vom lua i = n si k = m si von
considera cazul limita "

2n4 —~ =)
pa(},)‘ T E ) Ra()BW) o
LRt pll KeEHT. gt [V i e e e el

hE) = u@) = 0n(®), 2(0)=v()) = Ru (9).

2+ p =
brv---s bhﬁ.—#l‘)l } dy — Al BE. 62 +pf(£1 7]1) b
AL 2n+ )l gEte

Vom pleca de la formula (17), care in acest caz se scrie

Hmﬁwﬁm

R_-\r,M (i x0)=r (xp) + ra(x, 3) — rs (x, ),
2n + p)!

2n4p
I;y,yhyl,yz,yz’"“ym’ym’bl""=bln-"sb"s"-:br;'a__rg‘i(gii) d ]
BE n+p

unde

: =2 boied !
lr_‘[_ (x) y) == Qn ('x) A (x) [x’ xl! ‘xl! xZ’ x2" <o Xy Xy al)' LR als‘ v ey lsye s oy ab';f]’, ’
= b

d
. ~9 = : ~ ~ e
73(%, 1) = R (9) BO) [ Yis Y15 Vs Yas o+ s Yoy Y b3 o o, By iz lpy ey Bl 7 4 _SPI (x) Qr? (x) A (x) dx, B, = R[Jz (y) dy, (29)
A ~ e B X, X1s X5 Xgy Xoyeans Xy Xty Opaveey Qpgeney Qgyeney As X &
a@wzﬁmAmﬁmBm[llzz toes Oy .
_V, yl’ }’1: y2= yﬁr--:ym: J’m, hls---sb]_a---: bs,-")bs s a’ ) '?1 VJE (C, d)
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Cu acestea avem -
A By PAE M) |
@n+ )l gEnte

elf1=

S sz ) ﬁrzn ») :é(y) [y: V1> V1 Vas Yose wos Yins Yiny Bsens By, by, By

c

Al

-+ A4, [T,\" Pis Vi Yoo Vaseons Vi Vit Dpseees Byseey bryov, erSPl () / (x, Q,) dx —

1 () f(x, p) dx —

A, B,

80, mp)

Al 621t+pf(ac:’ y):’ v +

Gn + pjl-  QETR (2n+ p)!

h

a

i

unde &, €(a, b), n€lc, d), iar alituri de notatiile de la (29) am mai folosit

4 32"'“’1”@::;')]_
Wm+)  9ETTE

Rezultd ca restul formulei generale de cubatura (25) se poate pune sub fo

[f] o Al B, gite f(ci, "31) Az B, azr:p+pf(£1m) e
& Qn -+ p)‘ ag3n+p Qm o) avi&m+p
SR e e
(2n + o) (2m + o)! 6‘&,2"” 6712’"*“

urmatoarele

formula generald de cubaturd (25) se reduce Ja formula de tip Gauss

unde

d b
A=\ R0 B0y, 8, py ) .
. .
8. In cazul particular

o =10, 0=10

Sg P, Nfx, y)dxdy = Zl HZ: A [ (0, 1) + edl f1,
) M= =

1

’
AU,!J. = 3

V}\n Y (-DJ:'. (xu) '1! n (J’p.) Dy () ’-,'Jm—l ()'u)

a EF’H—Q

4 i\ b

= ( Sm () B2 () dx)) : ( S ) B () dx) ;

a
d

d
m=( {0 0 )i ({ne) Foia)

(A

" ‘Pe baza formulei (30), restul formulei (33) are urmitoarea expresie
()= BT Cn) A P, n
BT R =T

o Ay BTG )

(2")l (2]”).' 6 E“Z” a,f\l‘?rm ]

(34)

b a

4i=\n@ e i~ {n0 B 0) i

$i B, au expresiile de la (31) si (29).

9. Daci p(x,y) =1, a=c=—1, b=d=1, formula (33) se reduce la urmitoarea

41 1
n m
§ S S dxdy =3 3 Ay Sl 1) + sl (35)
;1 2 v=1 p=1 .
A — 4 )
N nm .P,-'; (Xu) PJhI (—rv) P,:., (,]'m) Pr’f!-*l (.]""'-)
Pg [f] = 4}!—5—1 : __J'___ a‘.-‘,n f(;zl: 7;'1)
20+ 1 [(n+ D + 2)... ZpE s
i 4m+1 m! Bg"'f(,g_l_ f})
Zm A L [m 1) (n +2)... 2m] an™"

4n+m+1 H! m!! 62”4_2”,._’"(‘2: 7]) .

4 -(Ee__—l— 1)@2m -+ 1) [(n+I)(n+2).‘.'2n]3[(m+1)(:7?4-2)...2111]3 aE™ 6’7}2"”

De aceastid formuld de cubaturi ne-am ocupat si in lucrarea [4].

F ) Cu P, (r) am notat polinomul lui Legendre: 1

25l

[(,2 - 1)?'](!') 4
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L}
§ 3. Cazuri particulare ale formulei generale de cubaturi

© 10. Folosind rezultatele din paragraful precedent se pot construi efectiv, g

usurinta, multe formule de cubaturi care sint simple si au gradul inalt de exactitate,

In cazul
) =0 =20+ 2% p0) =0 -1+ " @' fp >—1) @)
Ax) =1—-x",B)=1—)y a=c=—1,b=d=1

si m=m = |, se obtin valorile

Bfﬂ{ Bl_af
x1=_;’y1::;f—'
a+fB 14 o B4 4
Pentru
' I ’
=i =" IR —— =
2 e ? 2

se obtine formula de cubatura

+1 41

(]mX)(I—J)) ; d dy — - {
S S (h]+x)(l+J;).f(v,y) X dy 3600 ) 625 /(= LD +

e

-1 -1

+ TSI (= 1,1 + (1, — 1)1+9f(1,1)+800[f(—L—})H(— l-fl)]”-

1 1 1 1 1
— = ——>1 102 fifie = [
Hé[f([’ 4)”( 4 ”+0 f( 4 4]}
N la [fo(zn 7)1) + a4f(21= 7]) aaf(a "])J.
256 kL ot 256 dE*o4

11. Daci
) a':ﬁ',a:c:%l,b:d:—}—l,

coordonatele nodurilor formulei de cubaturd (25) se afli rezolvind ecuatiile

@1+ 1) (o n+2) T3 () — (1 1) (0 + 2) J53 () = o, } (36)
@' +m+ 1)@ +m+2) I ()~ (m 4+ 1) m +2) IS — 0,

unde cu J"” (/) am notat polinomul Iui Jacobi

(p.p) 1 il 2
i By—=—— (12— 1) P — (12 — |)vt>.
B =D e 1)
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cazul n=m=1 se obtine formula de cubaturi

(31— ) f e s dy—tes-1 TEEDTEADT G D),
TQu+4)T (20 +4)

—DASLD AU, =D + (L1 + 4 [+ 1)/ 0,—1) +£(0,1) +

+ DS L0 H7A0] + 16+ D (@ + 1)£0,0)} — (37)

s TR [F @+l (@+3)T @ +1204fE 1)
3 I' 2+ 6) oE*

+

e Plot PPE 2D 3) 0% f( &1, )
I' 2’ + 6) ot

+

% P@+2)TP@+3) (@ +2)T @ + 3)BfE 1)
3020+ 6)I" 24’ + 6) GEL D 71"]'

De aici, pentru o =o' =0, se obtine formula de integrare numerici a lui
eri-Simpson pentru doud variabile

'_f(x,y)dxdy:;—{f( — L= D= LD LS — 1) 4 £, 1) 4

A LO SO~ 1)+ £0,0)+£0, D] + 16£(0,0) } w5 e
K [64f(E, W MG, 1 #rE]
dELTaEE T L g 180 1}&67;4

3 Intr-un caz mai general ne-am ocupat de aceastd formuli in lucrarea [5].

Pentru o — o' = — 21 formula (37) devine

S (x, y) dx dy i

50 VU DR LD AT - DA,
L0 —m 16U/ DHELDH/A =D 40,04

T2/~ LO+SO - D410 +/0. D] +470,0}—  (9)

ks s [34f(5, 1) i 9'f(€,, ) i 1 #fE )|
192 o1 dqt 192 GEL g
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12. In cazul p(x,p) =1, A(x)=1 =X B(=1=9, n=m=00

1= m =3 se obtin urmitoarele formule de cubatura de grad de exactitate (5
respectiv (7,7)

d n=2 iar m=3, se obtine formula de gradul de exactitate (5, 7)
1

5 S f(x,y)drdy——{ [f( Ly — Db f = I 1)+ £ — 1

ol =l =) () e e
Bl () ) et
. + 641/ (— 1,0) +£(1,0)] + 320 [f(— ]Tls 0) H(vﬁs_' o” !
B o

1 3 4 S E ) LR
i - e
J5 7 23625 9 &6 JF1389150 078 "
gt 1 S )J.

3 32818668750 ESHp
13. 54 presupunem ci A(x) = 22, B(y) =

]

S S .f(x,.lf)dxdy—3—16;f(‘I,—I)H’F1,1)+f(1,—I)+f(1,1)+

=ikl

Esls(cn -+ Vs )+f(“ l/) (51
) o= ) (e 1))+
A5 Al

_ 4 [aﬁf Cin)) | S I al*f(cxa)J,
23625 kS af 23625 9% 7°

+1 41

i ¥ n=2p—1, m=2g—1.
i . ,acapay = L, d=c=—1, b=d=1, jar p=g=1 sau p=g=2, avem formulele
S g f(x, ) dxdy = o {8! [f(— | R D LV T S 7 urd de gradele de exactitate (3; 3), respectiv (7,7)
1 sl
it " b

S x,y) dx dy = — 1336 £(0,0) + 6] £2: (0,0) + /2 (0.0 s
+f(l,])]—|—576f[(—l,O)"}‘f(O,ﬁ]‘Ff(1;0)+f(os])]+ g X dy { f(0,0) [f( ) + [ ( )]+ff(0,0)}+

ool P P 5

A Voo 1 s b -cnl )

AV P V0 ) G ff(’“}/”%j’ﬂV”;jj‘aj( g

M(V;: )]“40] H Vgik V%H[g Vg: V§)+ | - 9120( /2 (00)+fya(oo)]+294;[;z( = V7)+.fmu(, V‘J +
(S ORI

=, (1) (€ )
( V o)+fy“/ H+4oof (0,0)} iuuszo[L_aﬁs !
I [09./’(5,'41) 9° (&, m) S alﬁf(i.co)]_

R {GTR)] e, ) el e "f;)J
1389150 &8 a 78 5556600 9E8 9«8 i 4445280 i

4 [541%5 771) O ) 1 BfE )]
., 301 e ot 120 6oyt J
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—, 7 in cazul il ) — 1 (o)==t B =yt n=pm— 3, se obtine urma-
)= BO)=), n=m=3, a=c=—1, b—d=18 ol s ot - |
(x I;; in] Cesfu ;bgn(: }ormx:ia d{?gubaiurﬁ de gradul de exactitate (9.9) urmatoar- 3 ormuld de cubaturd de gradul de exactitate (7, 9)

P X, = iy ¥ o iy
1 +1 V7. I V7

I 548499600 (O, = '-{~ WX drdp = — = 22872960 (0, 0 4986360 ( == __7.
S Sf_(x’y)dxd_p—m=25]6025600f(0,0)+ / : o5 )) dx ) T /(0,0) + f 0,1 "I
=11 +1

; S 1)

+f(_g,o)+f(o, g)+f(}%,0”+119574225[f(—7, 3 3
7 V3, (V7 VA VT E} 7.0, 0) +

+f(_ V_;_j’%_)_}_j(T,— - )—|-j[T, 3] -+ 175560000 [/

+ £, 0, 0)] + 2457840 [/ (0,0) 4 /1 (0, 0)] + 12250000/, (0, 0) +

+_f(0, ]g } -+ 7373520[,]"(— K;, 0)+f(V§, 0] £

ol 3 3201 )

: V7
+ 171500 [ 15, (0, 0) + /3, (0.0] + 2401 £, 0, 0) + f(]/—j T) + 1003200 /2 (0, 0) + 1596000 /5 (0.0) -+ 218700 120,
) o ) (V2 o) 4 2 0)] + ' g - :
5 ”203__ + a? 0’_..._, _i_.fi_‘hi’o +f2 2 . . - . 5
438272 00[13:( 3) 7/ WIS v 73 , y __E)ﬂ«;, 0, ﬁ) + 514500 jyu( Lhe +f;,( |
vz (1) V7 (1) V_7 o]+ s (V_—? 0)“ = 3 3 - 7 7
+ 335815 JRHO, — =]+ FRN0, 5| + /0 | — 3 w3 7 .
L [PfCm) | B G 1 G, n)]_ | - 7000071), (0,0) + 2234471 (0,0) + 7203 [.f{;ﬂ ( - V7, 0) +
202078800[ GE10 pe 808315200 ¢E1 gy R ; _
ind c S == ~ 5 L o)
d ey — 2t By = en—m— 3, plx, y)=e (4) [ /_ )] (6) } s
s Cl 5: lje;;ip; l;md iaqLo(o,)se ajunge la formula de cubaturd de gradul de exac- =i 7 O+ 980 /1 wp (0,0)1 + 1111320 ~ 79 +
e L MfGm 1 gy
S g P gy S L :247873536 10, 0) + 5667840 [f [0_, 202078800 &1, 186810534187200 ¢£8 g0
2 ' 296 -
=i = S iy Formulele de cubaturd de la aliniatele 13—16 sint de tip Gauss, in sensul

folosesc un numar minim de noduri. De pildd ultima formuli, care are gradul
ctitate (7.9), are 20 de termeni, in timp ce formula corespunzatoare a lui
de acelasi grad de exactitate, contine €0 de termeni.

7. 7 7 64864 [/, (0, 0) +

VAV Ao V) A o) et o
o 7

+ £ (0, 0)] + 2314368 [/ (0, 0) + 7% (0, 0)] -+ 1028160 [f@..(o, - Vf) +

o V2V (= Yo ) s o U 9o )4

7 ' af 1[7 : F

+ % (0, V%) +f§}.)( £ VZ 0) +f§,)(V3, o]] + 8156736 f12y: (0, 0) +V;,

: B
+ 419832 [18 0. 0) + 1% (0, )l + 21609 £45: (0, 0) + 129600 {f ( —3¢

7 7 /7 o A T j”
‘V§]+f(VE’ V2 s V213 131+
[ Em) | PG 1 B n)].
552960 [  E10 & & 70 552960 & £10 ¢ 710

Institutul de caleul al Academiei R.P.R., Filiala Cluy

Ol TIOCTPOEHUSA KYBATYPHBIX ©OPMYJI JJIA OYHKIIHMI
ABYX IIEPEMEHHBIX

KPATKOE COIEPAHUE

BI0p  pacnpocTpaHseT Ha chayuait ABYX NEPEMEHHBIX METOJ MOCTPOCHHS

PHEIX (hOPMYJI, M3IOMEHHLIH UM B pabore [1].

} | pactipocrpanena ma CllyJail ABYX mepemenHbIx HHTEPIIOIsIpHan (hopityma

PKa — DpmuTa; monyuena tdopmyma (7), B KOTOPOH HHTEPLIONAPHEIT
H Ly (x p) umeer BbIpKeHHe (11), a ocrarounsi wien thopmynnt
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[}
npusenes B (17); Amst 970r0 OCTATOUHOrO WiCHa NPUBEACHA TAKMKE q;opm'
(18), roe sHaYEHKA & U v OMHAKOBEI BO BCEX UJIEHAX.
~ B § 2 npumenennem WHTepHONApPHOH dopmynsr (7) /i YHCIEHHOIO onpa
nestennst gBoitnoro unrerpana (13), monyuena kyGarypuas dopmyna (21). BeiGo
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UNE METHODE DE CONSTRUCTION DES FORMULES DE CUBA
POUR LES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

RESUME

L'auteur étend au cas de deux variables une méthode de construction de
formules de quadrature qu’il a exposée dans son travail [1]. Dans le § I, la
mule d’interpolation de Lagrange-Hermite est étendue a deux variables; on a ob
la formule (7), ol le polynéme d’interpolation Lx,az (x, y) est donné en (11), ta
que le reste de la formule est donné en (17); pour ce reste la formule (18) es
encore donnée ou les valeurs £ et 7 sont les mémes dans tous les termes. 1

Dans le § 2, 4 Paide de la formule d’interpolation (7) pour le calcul numé
rique de ’intégrale double (19), I'auteur obtient la formule de cubature (21).
prenant les racines des polyndmes orthogonaux (23) et (24), pour valeurs x;, X,.
Xnet Vi, Vo, ..., ¥m, la formule de cubature (21) se réduit a la formule (
quels que soient les parameétres oy, ..., %i, By, ..., B ot i< n k< m. Pot
le calcul des coefficients de cette formule, les formules (26) sont données. Il
démontré que, en prenant i = n et k = m et en considérant le cas limite (28),
reste de la formule de cubature (25) peut étre exprimé par'ia formule (30).

Dans le § 3, I’auteur construit effectivement plusieul\s formules de cubatt
en partant de la formule générale (25). Il faut surtout mentionner les formules d
cubature des alinéas n° 13 a 16, qui présentent un degré d’exactitude maxim
elles contiennent quatre fois moins de termes que les formules d’un méme
d’exactitude, mais avec des nceuds pris au hasard.



