ASUPRA UNOR FORMULE GENERALE
DE INTEGRARE NUMERICA

DE

D. D. STANCU

In aceastd lucrare vom da o metoda pentru calculul coeficientilor
or de integrare numerics care in general folosesc noduri multiple.
Jorarea acesteia am ajuns folosindu-ne de formula de interpolare a
ange-Hermite, cdreia i-am consacrat recent lucrarea [1], precum gi
oust lucrdri ale lni L. Ciakalov [2], [3].

2. 84 consideram o functie f (2) despre care presupunem ¢ este
 intr-un interval (@, b) — finit sau infinit — §i care admite in acest
| derivatele ce vor interveni in formulele din aceastd lucrare. S
# (@) polinomul de gradul » cu ridicini reale

8

u(z) = LI (2 — a)7, (1)

i=1

= 1, 5) sint numere naturale, iar n = r; + 7, + ... + Ty

omul de interpolare de grad minim relativ la functia f (o) si
Dolinomului « () se stie ci existd si ci este unic ; acest polinom,
adul n — 1, este polinomul H,_, (z; f) al lui Lagrange-Hermite,
de conditiile

(@5 1) = 1% (@), (b= 0,1,..., 1, — 150 =1,2,...,8). (2)

L 5e stie, el este de forma

il (s = Zl kz_olt.k(w)ﬂm(mi)a (2)

mele [; , (), numite polinoamele fundamentale de interpola;re-;
3l mult » — 1. - :
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O expresie pentru acest polinom a fost datd de V. L. Gomneciaro o
[4]. In Iucrarea [1] am aritat o cale foarte simpli prin cave se poate obting
formula dati in [4]; de asemenea am stabilit gi alte expresii mai explicite

pentru polinomul H, (x;f)*).
3. Dacd se infroduc notatiile

5. 84 ne folosim de formula (6) pentru caleulul numerie al integralei
b
=@/ @a, (8)

e p (@) este o functie dati, integrabild in (a, b).

u (2) ; 1, v,

(7)) = —2— = (z—a)h (m—ag)? . .. (@—a; 1)1 (@—&ia) T 5, i i L
i (v — )i -0btine urmitoarea formuld cenerali de infeerare 1 ey
nadraturi) g integrare numerics

T

e ) (3)

expresiile date de Gonciarov pentru polinoamele fundamentale da
interpolare sint 1

g o=l

\ @)1 @) e =¥ ¥ dy i ()40 17 (9)

i=1 I

7, —k—1 < ¥
i (@) = Sz — @) "E [ {i—_’w): ( yus )‘“] ST, rei coeficienti si rest sint dati de formulele
TR~ 1 IRETIR T D
unde am folosit notatia A — g p (@)1, (2) da, (10)
[v (n)J(m = [M] ] i
ty ae |-, plf]l = & p(x) R (x; f) da. (11)

ot

in luerarea [1] am dat urmitoarea expresie explicitd pentru aceste O o v oicion ottt
. - In vederea obtinerii unor noi evaluiri pentru coeficientii f i
; 1entii formulei

polinoame ale de int
3 e e 5 s sl
L e — ) (e ) oy @ : S e (9) 84 introducem functiile ajutéitoare
i, % (.’L‘) = E Aty o @y % eeenn O (.’L’ m-i) SRR b
k! -~ wi (%)) ¢, (@) — —2 p () L@ ) o !
unde ui () ), a—t b (t=1,2,..., ), (12)

tS €o }fa,ria.bilé, independents de .
Sa calculam derivata de ordinul », — k — 1, i 3 iel
; folosind formula Iui Leibniz e obtine T e

r.—k—1
& : G G [ , ‘
(.’L‘) = ( ) ( 1 M) (r;=k—i=1) ‘
rZO 2 i (1) 1 p (t) r —{ i dt i 2 (15)

Avind in vedere ci

N — 1 y) " 7
\ p(t)%_—;‘—‘)m}‘ :2( )

v=0\Y¥

(rﬁul—lJ / [ru 'HL—I]
; i BRI !
ALy iy penn, = Y 2 o

suma aceasta se extinde 1a toate sistemele de intregi nenegativi care verific
relatia o + ... + o1 + g + ... + o, =7, lar liniuta indica absen
factorilor cu tofi indicii <.

4. Formula de interpolare prin polinomul lui Lagrange-Hermite e
dupii cum e bine cunoscuté, urmétoarea

f(@) = Hua(x; /) + R (2; )

unde R (x;f), numit termenul complimentar sau restul acestei formule,
are expresia '

R(@;5f) = u(®) [8 &1y 0y Bry Bgy oo or Tpy oo 0y Ty« « oy w5 f177)

b v)
g p (1) (;1?{)( [ (2) — w (8)]2~ dt

L8

aca » = o e radacing de ordinul r a lui u (), unde » > P, avem

12 u(@ —u@y i "
) ) — ) dt] = _S P (t)( 1 ,)m S !pr(f)u(l)d[’

xr—t
i (l — a)TJ+1

Ty T3 1'.‘

*) In lucrarea [1] am mai atras alenlia ci expresiile dale pentru I; ) () de citre G. Z r—a
plen [5]sint inexacte dacé r; > 2 iar s > 2. Formulele date de acest autor in partea a dou
Jucririi sale, relalive la descompunerea unei funclii ralionale, sint in consecinlil de asemené

inexacte. :
**) Paranteza dreaplii [...] reprezinla diferenta divizali relativi la functia / (x) i punt

Lele puse in evidenli.

| 3 w(x) — u(l tr—k—j—1, )
Py (t) ‘:‘ﬂ)— dtJ” s = (7 7" ok 1) | Sfp(ﬂ:)u(.‘t‘) d.‘l.‘-.
\ B ] ‘a(a'ux,-)’s_"""

S——
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Pentru coeficientii dezvoltarii (17), i

: % ; in cazul particular de I ¢
obtin — daca avem in ved o 8 e la (19)
expresii edere formulele (12) gi (18) — nrmitoarele

_ Tinind seama de aceste formule putem scrie

7,2kt i (o
o, ~k—1) ¢ 1 T\ R p(x) u(x) dx
_ W T LD
Pl (2;) = (ni—k—1) pA T (u;(rv)L_r,,(-'v’Ii)"'""_"

o e D P p@u(@ " e (1] e (147
— (Ti‘_ e ) 'Sa '—.T.;)riﬁl: Z j! 1y (x) = ;

(@ ~

Bx = ﬁ—I— (r,—k—1)
b=y ().

(3

(20)

Compari ] i i
'cientiip fo?r% ]fltz;imulele‘ (15) si (20) se gisesc urmitoarele relatii intre
¢ generale de integrare numericd (9) si coeficientii

Din formulele (4), (10) si (14) rezultd pentru coeficientii formulei (9) = zvoltarii in fractii simple de la (17), in ¢ arti
: i se par interesante si utile — 3 (17), in cazul particular (19),

urmitoarele expresii — care Il L
Aip = — Bix. -
k! (21)

1 (ri—k—1)
i (),

e N R
b R = k=01 "

Acest rezultat interesant se dat *) lui

; atoreste™) lui L. ("iakalov [2], [
sg;; if;cum vom prezenta o extensiune a rezultatelor principal [12)1J;z S
s 3 cazul a doud variabile, R
disnaé I(;Oélgxg;;m;loom f;‘?gﬁii (f (@, y) definiti si cu derivate partiale, pini
. a nevy i jos, intr i idi1 i
P ole mai jos, intr-un interval bidimensional

(k= 0,1,..., r,—131=1, 2,..., 8)s

ul de interpolare al lui Lagrange-Hermite (2),

7. Folosind polinom 1ge-.
ectiv descompunerea in fractii simple a unep

se poate obtine in mod ef

functii rationale

h (x) a =x =, c =y =ad. (22)
-

u(z)’

_R (.’L‘) — 3

- Fie zy, @,,. .., # puncte distincte din inter -
. . A 1% valul (¢, b) $i | ,

« () e polinomul de la (1), iar A (x) e un polinom & ctgidfmm.’(tie Ehn (¢, ). (ry D) L Y15 Yare + oy Ys

De altfel, dupd cum s-a putut vedea si in lucrarea [1 1 onsiderdm polinoamele

bleme : a determina polino s g
functia rationald u(z) = IIl(ﬂ? —a@), v(y) =L — (23)
1= e e

ﬁl ‘ca,zul general cind

grad mai mic decit 7.
existd o echivalentd intre aceste doud pro

H, 1 (x;f) care verificd conditiile (2') §i a descompune

(16) in fractii simple. ! ; e B
Se stie cd R (x) se poate reprezenta in mod unic sub forma ~ Vom defini acum o retea dreptunghiulard d ;
e i 5 ! e noduri ¢ .
TR 5t B infersectia urmitoarelor drepte paralele cu axele de céotgziaéfe P
x ] ik > Sy o
R (.’,U) = e (x) J;:;;g (x — mi)“'l TE—p (‘1' == 1, S), Y =y (k =1, ‘)‘).
le de multiplicitate ale acestor drepte se presupune ci sint date

iv de ordinele d iplici adédcin

) e multiplicitate ale raddcinilor polinoamelor
Formula de interpolare a lui | un

e - 1 La‘ & ! } " i i i

¥, y) 51 reteaua de noduri definita m‘fir zgieeggrnnto relanivs Ja e

fla,y) = L (2,95 1) + R (w,u;]), (24)

T
y}_

Scrﬁnd polinomul de interpolare al lui Lagrange-Hermite relativ 1a

functia h (x) §i la ridicinile polinomului de la (1) se obtine
Hoos (@5 1) =k (2),

cici b (x) are, prin ipotezi, gradul mai mic decit n — gradul pol 110

mului % (@).

Din aceastd cauzd se gasesc pentru coeficientii dezvoltirii (17) ur

L(;’,g, tq,f) =L{3-1,..-, T o ek, o FEGEL L s Ty f

toarele expresii L
A S | G
B N Fﬂi—— s e _{_L_,(—h (m)-)(u Hip eo cp s Uny oy Us b b
: | ' Ui Uttty siniey) Uity by
i=0 jlag—k—ji—1! Ui (2) o=z, (ri — k= 1) 1\ (@) foz, e ,
Kot o
E ; a2 Tk (@) B, (1 g (2 )
‘u | E E E El ; ) My, Y : ; g
8. Sa alegem acum i=1k=0 v=1 p=0 : 94 ay* }”‘-“"’s , -
: v=1,
(@ —ull) g, In cazul l
. azulr, = — (
1 =TIy = ... =ry = 1lormula (21) a fosL oblinutd de E. B. GChristof!lel

Bt :
e de asemenea a folosit funclia (x) de la (19)

‘hW):SPU)

(]
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b=

1:. i (y) fiind dat de formula (4), iar hy.u(y) de urmatoarea

0 HEKOTOPBIX OBUIMX ®OPMVJIAX YUCJIEHHOTO

sy—u—1 ( k
Mt (y — ) 1 @ , o UHTETPUPOBAHUA
b, (y) - ok 2 ‘i———l l . Ui(y) Vy (y)) (26_:
koGt =0 ¥ Yy :
o HKPATROE COJIEPAATIE
v (y) ;
B, ) = w— )  Jenoaps3ys HHTEPHOJATNONHY0 Gopmyily Jlarpasma-O)pMuTa 1 BCOO-

aresbubie QyHrnnm (12), aBrop MpuBOAUT I BHITIICACHIA KO uI-
o o0meii wamparypHoii Qopmyin (9) dopayst (15).

PasmoskuB Ha OCHOBAIIL TOH jke THTePILOIATNO HHOI (opay st
proM b () MeHnbIieil cTenenu, 1eMm n, Tie i = #1-+ ... -7, BECbMAa JErKo
ryants Bepazkenud (18) mma  woadummentos B,; pasmoeHIss Ha
grote apodm (17). [as gacTHOTO CILyTafd (19) momyuens s Koapu-
wroB aToro pasiaonenusn omenwn (20). Ipm conocraBienui hopMy.IbL
n (20) maiijieHsl THTEPECHEE COOTHOUIEHH (21) JI. Yaramosa [2], [3].
B §§ 9—10 mpuseseno oGobmenme mpexbIAy X peayibTaToB Ha
gayuail JIBYX IepeMenHbIX.

b

Restul formulei (24) se poate pune ([7], [8]) sub forma '
Rz, y;f) =u (%) [@y Byyo -y P1y Pop- - =s Dgye v vy Lgge v vy wy; | (2, ¥)] -

v () [y Yis- - - Y1y Y2+ = oo Yaye o oy Yryo v vy Ysi I (, Yl = 1

) g ‘J:z._,..., -1“.3,....-‘55,.--,353_ ]((m y):l. (27

._-’M(m)v(y)[y, Upsooos Yo Yags voes Ugsovos yr:--uyr, - 4

10. Dacit mne folosim de formula (24) pentru calculul numeric 1
integralei duble _

J = RS p (@, 9) | (2, ) de dy, (28)
oD 3

SUR CERTAINES FORMULES GENERALES

ti ndere este de forma p (@, y) = P () q (y), se obtine formmla [
o infegrare nime : : D INTEGRATION NUMERIQUE

de integrare numericd (de cubatura)
5 -ri——-l » s,—1

TS T Y A [Th e e 4O

RESUME
R

i=1%=0 v=1p=0 ;
el A laide de la formule d’interpolation de Lagrange-Hermite et des

ginee i e i B ons auxiliaires (12), Pauteur a donné, pour le calcul des coefficients
: gl i s  formule générale de quadrature (9), les formules (15).
- gl Ay 8 ;g ) Iy () @1 Suivant cette méme formule d’interpolation il développe le poly-
i gu?’ (@) lix (2) 42, B oy ¢ : ) ome i (x) de degré plus petit que n — ot n =17 -|—, ... -7, — et obtient
- ’ facilement les expressions (18) pour les coefficients B, du développe-
iar

1t en fractions simples (17). Pour le cas particulier (19), les évaluations
gont obtenues pour les coefficients de ce développement. La com-
on des formules (15) et (20) a permis de trouver les relations §i inté-
tes (21), données par Tchakaloff dans [2] et [3].

Dans les n™ 9 eb 10, Pauteur donne une extension des résultats précé-

= S&J p (@, y) R (@, y; ) dv dy.

11. Introducind funetiile

(i 4
y ) —vx) g, |
(®) = "P (t) e — B0 g, ¢, () = - S g (%) 20 i dry ents au cas de deux variables.
%l =0 @ ) - ¥ 0@ Y, y— = i
e : S e -
i m e ientii formulei de cubaturi (238) ur mitoarele exp
se obtin pentru coeficient 1 eyl | LA
= _i_#l_?—é (_P(.Td—ﬁ‘_ll (m‘i)’ bv. I = .T—-—__T).] Hbv‘) (yv),
| il S o i D. D. SraNcu, Asupra fermulei de inlerpolare a [ui Hermile si @ unor aplicalii ale acesleid.

Studii si cercetiri de matematici si fizied, Cluj, 2 (1957) (sub tipar).

L. N. ClagAT.ov (Tchakaloff), Uber eine allgemeine Quadraturformel. G. R, Acad. Bulgare
des Sciences, 1, 2—3, 9—12 (1948).

R — Ob odnoi ebscei kvadralurnoi formule. DAN SSSR, 68, 233 —236 (1949).

V. L. GONCTAROY, Teoria inferpolirovania i priblifenia funk{ii. Moscova (1954).

(k =0, 1:"'7"'&_15 i =1, 2o oy8ip =051y 3!-’-‘1;‘

vo=1, 2,... ¥)

Cluj, 15 august 1957.
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