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ASUPRA CALCULULUI COEFICIENTILOR UNEI FORMULE
GENERALE DE CUADRATURA

de
D. D.)STANCU

fn anumite aplicatii practice adesea este mnecesat sa se cunoasca [or-
mule de integrare numerica care folosesc noduri date dinainte, care sint
indicate de problemele ce se trateazd, precum si alte noduri pe care le pu-
tem alege noi conform scopului pe care {1 urmarim ; astfel, e foarte impor-
tant cazul cind aceste ultime noduri se aleg in asa fel incit formula de integra-
re numericd respectivi si aiba gradul maxim de exactitate. Ideea construitii
unor astfel de formule de integrare numericd (de cuadratura) se dato-
reste lui E. B.Christoffel [1]. A. A Markov [2]a studiat si per-
fectionat formula de cuadraturd a lui Christoffel, care de fapt constituie
o interesantd generalizare a formulei de cuadraturid a lui Gauss.

in citeva lucriri recente [3], [4], [5] noi am generalizat rezultatele lui

E. B. Christoffelsi A. A, Markov, construind formule de cua-
draturd noi care credem ci vor fi utile pentru integrarea nuimericd a ecua-
tiilor diferentiale, cu derivate patfiale sau a ecuatiilor integrale. Formulele
construite de noi au nodurile date dinainte (cele fixe) multiple, iar celelalte
au fost alese astfel incit formulele si ajbd gradele de exactitate ma-
xime,

in lucrarea [6] prof. T. Popoviciu a studiat o generalizare
foarte importantd a formulei de caudraturd a lui Gauss, considerind cazul
nodurilor multiple. In lucrarea [5] am generalizat formula amintitd — in
acelasi sens in care E. B. Christoffel si A. A. Markov au gene-
ralizat formula de cuadraturd a lui Gauss.

fn lucrarea de fatd vom face pe scurt o privire de sintezd asupra

problemelor amintite mai sus.

1. Si considerdm integrala
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)
1'1l11gie g‘)(x)_esf’:e.n functie data, nenegativ
finit sau infinit, jar f(x)
siderat,

DA presuptinem ci sint date nodurile a,, a,

de ordinele «,, « !
e = %y, Oy, ..., o, plasate otriunde pe
polinomul plasate oriunde pe

P aene 4 §1 mtegrabila pe intervalul (a, b) —
0 lunctie oarecare integrabili pe intervalul con-

-+« g, multiple respectiyv
axa reald — fnsa astfel incit

w(x) = A4 H (¥ — a,)™(4d == 0
il v) (4 £ 0) (2)
sa fie pozitiv pe intervalul D)
Y1 ¥g, oo, Xy fiind  noduri oatecar ' i
arecare, de ordinele de iplici
2 : il I : - mult citatle
v oo Yy o8a formam  polinomul e

n

dx) =TT (» — =)™

i=1 ()

Ao, B ’ .
om considera acum o formuli de cuadraturi de forma

b
m o re—1 s Ty=—lI
P(x)f(x)dx = r Ay A0y S (1 5
§ Ax)dz ggaumuﬂgmwﬁwwx )

;’f,'_/( pj' B\,
formule,
.P_entru calcalul coeficientilor acestei formule
stabilite cu usurints formule relativ dacn
obtinute de noi in lucrarile [7] {HJ'
In acest scop erm

fiind coeficientii for i
o coeficientii formulei de cuadraturd, jar R(f) restul acestei

de cuadraturd pot fi

simple, daci se folosesc rezultatele

sa introducem functiile auxiliare

b

b
= wix) — u
M”—mﬂmwi%@%%m;lﬁﬂwﬂ;@m

(7)

¥ — ¢
v, (%) ¥ — 1
a

(F=2,, . S =T 8 )
unde
u(x) = w(x)x), i v) = e v(x) = A
(x — z)" (# —a)™ l

Tini A
A fo'rin:ﬁg ?jdllla de calculele pe care le-am ficut in lucrarea |[
Sl ) are gradul de exactitate cel putin n = 5 7[;
li*_"l‘l“}’z STERe e K, My -= oy + aty + ., @
mulei de cuadratura (4) se gisesc expresiile

8], in cazul
#n, — 1, unde
- | a5, pentru coeficientii for-

At’,k et e 0y

(ri—fc—f)(
i !(J'f- —k —1)!

;) (7)

B,, = :
plfo, —p — 1)1

GO, (8)
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Coeficientii formulei de cuadraturd (4) mai pot fi aflafi daca in inte-
grala (1) se inlocuiegte functia f(x) prin polinomul de interpolare al lui
Lagrange — Hermite relativ la aceastd functie si nodurile x; si a, care inter-
vin in formuli, Pentru aceasta credem ci este utild expresia datd pentru
acest polinom in lucrarea [7]. ‘ B

Restul R(f) al formulei (4) poate fi exprimat cu ajutorul unei diferente
divizate astfel

p(x) (x) @ (x) | %2, 2 e R

- As Xy Xy . .V,”’ :\'; f dx.
oy oy logl 1t s |

2. Ne punem acum problema alegerii nodurilor x; astfel incit formula
de cuadratura (4) si aibd gradul de exactitate maxim. Dupa cum am ari-
tat in lucrarea [B], pentru aceasta e mecesar si suficient ca polinomul /(x)
si fie ortogonal in (a,d) cu orice polinom de gradul p —1, unde p este
numarul numerelor impare din sirul », #g, - -+, ¥m-

Tot in lucrare [5] am demonstrat ci dacd #; sint numere impare date,
atunci sistemul urmator

b
Sp(x) w(®)l(x)x'dx =0 (i =0,1,...,m — 1),

care exprimi proprietatea de ortogonalitate de mai sus, are totdeauna
cel pufin o solufie veald in (i =1,2,...,m).

Tn cazul acesta, presupunind cd f(x) admite pe (a,b) derivata de or-
dinul # + m — 1, restul formulei “de cuadratura (4) poate fi exprimat.
astfel

b
nt m—
K= LJ)(—E)SL m(;\‘)/(;‘.')/t(x)d;\‘,

m+m—1)1J) 4
(]
unde :
W) = (& — %) (% — %) ... (¥ — %), g< E=0
3. In cazul , = 7, = ... = 7, = 1 polinomul wu(x) de gradul m, care
are ca radicini pe x,, X, . . ., Xy S€ poate gési cu ajutorul unei binecunoscute

formule a lui Christoffel.
Formula de cuadraturd corespunzitoare acestui caz are forma

b m s -1
§prds =% Aifte) + X B Bial (@) +el) (9
i=1 j=1 k=

a

S4 ne ocupim acum de calculul coeficientilor acestei formule. Daca in ea
inlocuim
hi(#) o (x
flx) = i(#) (%)

ook




" S SO A AR 2 - e -

i
il
]
il

190 D. D. Stancu
unde
hi(%) = (% —2)(% — x5) ... (8 — 7y W& —ig1) oo (2 — )

pentru coeficientii 4; se obtin formulele 5

C L () :

A = () 090 () ot ioras
T 4 = { #ls) o)1)

) () o (#;) § (% — x) W(x) o (x) (10)

Ceilalfi coeficienti B;; se calculeazi cu ajutorul formulelor amintite

la nx. 1.
Coeficientii A; se mai pot exprima prin formulele

A = S;b(x) Wik ( :"(”) J2d:f,

L (’Vl') ,{(x,‘)

de unde rezulti ci ei si okt e

int pozitivi. Ceilalti coeficienti :
L i ; : b1 coeticienti B; ; pot i R
dupd cum se poate constata pe unele exemple Sfmpllék Ros 5l Deeatin

AN
Sd notdm cu {/,(x)} sir .
; m(%) } sirtl de polin 7 ; ; .
valal (a, b) si fUI‘lCL‘iaT LR e q(le o z(ail)lg(f;)rto normat relativ la inter-

Daca se aplicd acestui sir formula luj Christoffel — Darboux, se giseste

A A A N
Byt 5) = (oot = by ()

t— x e (12)
unde
mi—]1 A A
](.'n—l(t: x) = E I’M(ﬁ)fl;(;t),
=0
iar

b

D= (iﬁ(x)kﬁ,(x)dx) ¢ (Sgb(;\’)ki;__I(x)dx).

a a

Inmultind cu w(f) 5(t £ R v
b ;Ese obtiucg( ) p(t) ambii membri ai formulej (12) si integrind de

b
m—1 A b
(2)0 0K, ax = % k,-(x)S;b(f) okt = 1.
a =0
Rezulta ca avem
b A A , A A
Sfb(” OJ(tf) hm““’m—l”’j 'y hm(x)km—l(‘;) i — i_ )
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Radicinile polinomului by, (x) fiind x;,%,,. . ., ¥m, prin inlocuirea de mai
sus a lui x cu x; se obfine

b A
P (1) m(!)km(!)d[ 1
a ¢ 7\m]‘m---l (;r,.)

Tinind seama de acest rezultat, formulele (10) ne conduc la urmatoarele

7

evaluiri pentru coeficientii A,

1
AY A
v 7‘m k’:n(’rt')hm—l(xf)

Aceste formule explicite credem ci sint utile pentru calculul practic
al coeficientilor 4; din formula de cuadraturd (9).-
fn cazul n, = 0 formula (9) se reduce la formula clasica a lui Gauss

A=

b m
Sp(x)f(;\:)dx = Elf{r‘f(xi) + #({),

unde, pe baza formulelor date de noi mai sus, averm

2n-+1 TS
A; = __’_2__7 H(f) = 25i [nl] (2”)(?)
”Pm(xj}Pm_]("',‘) an+1 [(2n)!]?

P,(x) fiind polinomul lui Legendre de gradul =

Pal) = — [(Iz = 1)“]@ :

2n . pl

&

Catedra de analizd
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SUR LE CALCUL DES COEFFICIENTS D'UNE FORMULE GENERALE
DE QUADRATURE

(Résumé)

On considere une formule générale de quadrature quicontient des noeuds fixes et 1’

) : on in-
dique des formules pouvant servir au calcul de ses coefficients,

DELIMITAREA ERORII PROCEDEULUI DE ORDINUL
AL CINCILEA A LUI KUTTA DE INTEGRARE NUMERICA
A ECUATIILOR DIFERENTIALE

de

F. COTIU si A. COTIU

In aceastd lucrare vom da o delimitare a erorii, pentru primul pas al
retelei de integrare, a procedeului de ordinul al cincilea de exactitate [4]
a lui Kutta. Pentru aceasta, folosim un procedeu de lucru datorit lui
Bierbach [3]. Vom face de asemenea o comparafie intre delimitarea
erorii procedeului lui Kutta si aceea a procedeului lui Nystrom,
de acelasi ordin de exactitate, stabiliti cu alti ocazie [5], din care va re-
zulta cd procedeul lui Nystrom este preferabil, in aplicatii, proce-
deului lui Kutta.

1. Si counsiderim ecuatia diferentiala de ordinul intii

y' =2 = f(x,9), )
ax
cu conditia inifiald ¥(x,) = ¥,.

Asupra functiei f(»,y) care figureaza in membrul al doilea al ecuatiei
diferentiale (1), se fac ipoteze care sa asigure existenta si unicitatea solu-
tiei y(x), a ecuatiei diferenfiale pe intervalul inchis si finit [x,, x].

2. In 1901, Kutta [11], folosind metoda lui Runge [I12] a sta-
bilit pe linga procedee de ordin mai mic, §i un procedeu de ordinul al cincilea
de exactitate de integrare numerici a ecuatiei diferentiale (1), care folo-
seste valorile functfiei f(%,y) pe sase noduri ale refelei de integrare.

3. Procedeul lui Kutta, de ordinul al cincilea de exactitate de
integrare numericd a ecuafiei diferentiale (1), are forma

yi(%) = ¥p+
cu notatiile
ky = f(%, Yo),
1 1
ky = [l % + = (% — %), o+ = Ry(x — )|,

X

=50 (17h, + 100k, + 2k, — B0k + k), (2)
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