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EXPRESIA RESTULUI IN UNELE FORMULE DE
~ DERIVARE PARTIALA NUMERICA

DE

.<: i

D.D.STANCU
(Cluj)

vezentatd la Colocviul de analizd nwmericd, ovganizat de Institutul de caloul al Acade-
P.R. si de Soc. stiintelor matematice si fizice din R.P.R., intre 8—13 dec. 1960, Cluj.

. 5S4 considerdm o functie de doui variabile, Jf(%,y), care are pe
iul Dja<< x=<0b;c=<y=<d] derivatele parfiale de toate ordi-
e intervin in aceastd lucrare, cel pufin pe punctele pe care ele vor
i in mod efectiv.
X1 Xg -+, ¥myy, M+ 1 puncte distincte din [«, B] C [a, &],
v+, Yt ® -+ 1 puncte distincte din [y, 8] C [¢, 4].
notim cu P, .(f; %, ») polinomul de gradul m in raportcu x si
ul »# in raport cu y care coincide cu funcfia f(x, y) pe nodurile

y(E=1m+1; k=1,n41). Se stie ci formula de inter-
> (cu rest), corespunzitoare, are urmitoarea formi

: f(%,9) = Py o(f; %,9) + Ru,u (f; %.9), (1)
l avind expresia

Rm.n{f; x, y) == u(x) [%, xl: Xy +ony xm+1;.f(t’ y)] +

+ v(y) [y; yl! y!: ) :yn+1;f(xs T)] S

x,'xl, xg, ey x,,.;,l

e e o 2
y:ylryz!“'»yn+1'f(t'.)] ()

— ) o) |

il

u(x) =TI (v = %), ) =TI (v — )., @

o= TN
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Tp : £ 3. O problemd principald care se ridic relativd la formula de derivare
il o) iali numericd (7)  este problema unei evaludri avantajoase — din
1
’ S, v I R 5 . . . . (Bl T S =
[otg, Ggy =+ 2 Ovibis o(f)| = 2o () ot de vedere practic — a restulul Rm‘, S(Firx 9
T fn paragraful al doilea din lucrarea [1] am incercat sd evaluez in acest

restul unor formule de tipul (7). Tormulele care au fost date necesita
o precizare a domeniilor lor de valabilitate, cici acolo am avut unele
4ri, deoarece m-am bazat pe unele rezultate eronate din cazul func-
r de o variabild.

83 ne propunem a evalua mai intii R (f; x, y). Daci tinem seama Ci

m,n

vl ptl (D(G:h Bk)

Gy, Ogye »v o Fvg1 =3 S f ,
[Bl! By -+ Buia ’ Q)(t‘T)] ,-_5::'1 2 o'y(m) @ a(ﬁk)
p+l

(040 =11 (v = ). 0ay) =TT ) )

i=1 k=1

R N il o =y
- ey

e R

e e

e e g

Qe ordimele v i (v, p) ale funcliilg
1 diferenfelor divizate, .de la (2), rel
se referi la variabila ¢ din f(z,

sint diferenfele divizate, respectiv
o(t) si D, 7). Mentiondm cd in cazu
tive la o singurd variabild, valorile %, %

] )( )[xlxlt-"-:xmu (()-l
a(x)v(y =
e

iar valorile y, ¥, la variabila = din f(x, 7). : et A i s s Ol [, 2y e Fapens 18 )T
4 VDupz”a. cfilmyge stie, polinomul de interpolare P,. .(f; x,y) poate fi (3’)[3 M1 Vnta () [ I 1 S )]]
de exemplu, fie sub forma lui Lagrange m notafia
myl il w(x) v(y) ) w(%) [%, %3, %gy oo, Zmprs [ T)] = Oz, T) (10)
Lm,n(f; x.l _'}’) = Z E -_ i ’ - N y’( ) f(xh yk & ' A a o «
o (R o (O - x;)u' (%) (y—yuv (¥ L avem in vedere formulele (2) si (8), gisim ci
i 1ui Newton PD(x, ; arf(x,
e T RO (£ 7,9) = L2EI) 4 o) [y,yl. e A py)] -
% S ) [ 9 | | o &
Nm,n ; X )= Uil X )V ) ) 3 3
(f y i=0 k=0 . 3’1,yz,... ,Jlk+‘l _y(j)) Iiy'-t"'l’ ':‘J'i:l; L:];’(‘::'_T)] . (ll)

unde
8% presupunem ci lui y i-am dat o valoare fixd ye D. In cele ce ur-
pazi ne vom folosi de functia auxiliard

2. Iﬂ vederesi Stabi]ifi ] tp(x) L (P(x : 3‘}) o '.tt(x) { [.l', Ay el ,f(t, jj)} )

adica ale unor formule care permit sd se ; proni
valorile, pe anumite puncte, ale unor derivate parfiale ale functiel ill

printr-o combinatie lineara a valorilor functiei pe nodurile M;, 5 (%
vom putea pleca de la formula de interpolare (1).

Astfel, dacd 0=p=m, 0=gq=" si derivdm formula (1.)
ori in raport cu x si de g ori tn raport cu y, obfinem -

FHHY) _ pira(f; x,y) + RED (S % 9)

sty 1, 1

()[xx A )]} (%)
— = Cflt, 1) | p— anl(x) =
y Vo Vs vv v Y 0?

= ®(x, 9) — 2(¥) (Y31 -0 Pnias O(x, 7)] — an(x), (12)

o este o constantd. Deoarece o(%) = 0 (i =1, m +-1), prin aplicarea
ivi a teoremei lui Rolle se constatd cd derivata parfiald de ordinul

6;{1’6 7 F
unde : ' gt | g
gt ' I i rD(x, y) HI or®(#, )
9P, o(f; %) (5 Qe (U M o) (x) = il G0 vy { s ;_"l — o (x 13
Pffff’(f’ x, ¥) :_3;57— L X, ) 5 f (%) PP () | 2, 0 Va1 A (v) (13)
1 l lu, ci polinomul de interpolare conft putin m — p '+ 1 ridicini reale, distincte si cuprinse in cel mai
Presupunind acum, de exemp p terval deschis, I, care confine punctele xy, xz,‘) v vy Hane-Dach =1

o

in afara lui I, atunci se poate determina o astfel incit o@)(f) = 0,
tunci w?)(f) 0 ; « fiind determinat in acest fel, o) (x) va avea
2 — p rddacini reale si distincte, ceea ce ne permite sd tragem con-

derat are expresia (B), se gasegte ca
e e '
A 21 y skl (t, 1.) B

" (2
(py q) f AR A "'M x {g) . )
P G(f W= ;:JP 5",] ", ('\')UI" (¥ Vi» Vs o+ o0 Yot

n,n s
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cluzia cd in acest caz derivata de ordinul m 41 — $ a lui 9P (x) se vy
anula intr-un punct £ care se afli in cel mai mic interval deschis [, cap

confine punctele ¢, #;, %5, ..., X¥mi1®
[(P(m(x)].(.:::lhm 4 (P(m-flj(a) =

.(' X m- 7
REO(f, 5, y) =20 G 5)
¥ (?ﬂ-l-l) | {32_,?H+

== (%, 7)) u)(x)  gmHIf(E, )
+ v(y) [y, 3')1. ooy Yogrs e (mt1) W—]

- Aplicind formula de medie a diferentelor divizate si punind y in

+

Tinind seama cid

"0(55) [ D, A il . : &
Q1) (%) = gl ) (I:J(Ji'y) — o(¥) [y, N1y« coy Mndne W — aul T8 , obfinem in definitiv
% = { dei B ) - O MG | uy)  ertY(m )
& (%, ) a formulei de interpolag il (1)1 gEmit (1) ot gyt
(1), care poate fi scrisd sub forma __ uPe(y) 9 iniRE, ) (16)
w1 e =3 S 7

’ —D(x
Ractide: (D) (1)1 9" oy

EeJi sl me J, — acesta din urmi fiind cel mai mic interval care

f(%,9) = Py u(f; %.9) +@(x,y) + 2(3) [ 5 -

este -
: 7 A wilf(x, 1) 0" (%, 1) ne 1311110te1e s B o e
" tif(x, y) . 9" 10(x, y) + o(y) ly’ Yoo v ot Vot ] ('_H e ;::(+; ) upa cum s-a putut vedea, formula aceasta ¢ valabild in cazul cind x nu
gt fam+l e ox barline intervalului deschis I,, iar y e un numdr real oarecare din [, d].
In mod analog se stabileste formule

prin efectuarea diferenfei acestor doud derivate obfinem

S 4 o+ 1)1

axm+1

ux) o, y) 4 _Y)  efE m)
(m+1) | aEerl ayq (‘H;-fwl) f 87)’”{
L unly) g, o o
(“1+]) ' (H:-‘i"]) | aam—t—[a_’]rH»l ’
e ¢ [, 5ime [, Aceasta formuld e valabili in cazul cind x e oarecare
[a, b], iar y nu aparfine celui mai mic interval deschis, 7,, care confine
durile y,, vy, - - -, Yot1-
Pentru a da o evaluare analoagi cu cele precedente pentru restul

ei de derivare partiali numerici (7), sd plecdm de la formula pe care
bilit-o mai sus

W = s fi %)=
d Hf(f_’ly) = (Pthri](x) = 'u(_y) [y,yl, ve sy Vnga s
axﬂl it

Punind aici ¥ = £ si finind seama de (14), putem deduce de aig
valoarea lui «:

1 Ry v(y) [— s T M]
o = (m+1) | aE,,,__l.l (m—l—l) | Ui w aaﬂw

Daci inlocuim aceastd valoare a lui o in ¢#(f) = 0, primim

oh0(5) - [ 00 r)] 2
i e A e 'y(y) Wy Vg Silpiigai=—————— aﬁf(xj ¥ ’
ot o i PEED _ P Of; 5, 3) 4 RO 5, 9). (18)
[y - ( = m-1 ; o .
! u‘P)(t) 0 +1}:(f:1y) i uﬂ(t)v(y)[ P S TR R L%!l] =0. Derivind-o de ¢ (0 < ¢ < #) ori, in raport cu y, se obfine o formuli
(m+1)! 9E"T (m—+1)! . 0k #lorma (7), unde pe baza formulei (18) putem scrie

Ficind in (11) y = v si tinind seama de aceastid egalitate, restul (11 .(:',?}( e {400 Rff ?)( Fi', wiiees w(x) grtotif(E, y)
" G b S

(1)l GE T gy
! . O%f(x, y)] ) =

d
+___( U [: RS A e
PP (©(9) (2, 71 i

devine

: . uP(x)  gmHIf(E, ) — [= : QM] '
Ri:_z)(fl x'y)z(m-{-l)! 6Eﬂr+1 +ﬂ(y) [y’yl"'"' ’y"+1' ax? \

il (#) ¢ mA1

(m +1)1!
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atunci pentru % va cotespunde . o 1o )
; ¢ ‘Fiacind in aceasta y = v si fini
1 = $i finind seama de (21), d
, deducem ca

18), sé introducet_. ks — 1 3P+n+1f(§, ) o u'?)(x) c’)”‘*”*‘-’f(f )

§4.i dim lui x o valoare fixi xel;;

luare convenabild pentru restul (

i Pentru a gisi o eva
T rmitoarea funcfie auxiliara =
\|w| QEtie t L - (n41) ! dxrt gyrtl (m—+1) ! (ﬂ+1) I QEMH e
i V() = b(x9) = () 9 00 o Fnea Byl B i censty | ' il
i y i il aceastd valoare a lui B in L!J(w('r) =0, adici in

& “m(g)'”{y) am'ﬂf(za ) b : qﬁ‘”(-,,-) — ol ' (x)

I R e i (¥ i = g(r) — ——2L pgy

1) ! {y e ] e W , e e =

— 1, n 1), rezultd ci derivata $y) va
distincte si cuprinse in intervalul deschis

unde B e o constantd.

Deoarece Y(v,) =0 (&
avea #n+1 — ¢ radicini reale,
cel mai mic I, care contine punctele ¥y, Yo, <« - » Yt

Daci = este un punct din afara intervalului I,, atunci vom putea d

mina pe @ astfel incit (<) =0 ; B fiind determinat in acest mod, rezgl
i §9(y) va avea n + 2 i distincte. In acest caz

— g riddcini reale gt
vata de ordinul z# + 1 — ¢ a lui YP(y) se va anula intr-un punct 7 si
tn cel mai mic interval deschis [, care

_ ‘PM(T) = gfrf?(‘r) = —u‘f’)(x) () - ﬂm(y) af’+"+1f(x-,
(m—l—l)' ( ) (ﬂ—|—1)1 a:&p a7" \-l.n)

ufﬂ(x)vm('r) am+u+2f(€, 7])
(m+1) 1 (n41) ! g™ ¥ gyt

1"1116111 seama ca atunci L — v AV F —== E 81 Cl1l (] I 1
Cll]d A X .. 01051111

- 2 #1 avem g 5

(2“) §I (23) I'(:Stul (] 9) sSe sCrie :

RUI, q) (f, ;‘ y) = M(p)(h:) o HH—lf( E_,, J’)

=0 (26)

contine punctele ¥, ¥y, Yo, « -

_E_

(q) m41—0) __ (1) e Tl
N’ (3’)]3#_—:1 = Ll" (“fl) =0. o (m—]—l) | aznu—l a’}’q
Daci introducem mnotajiile () '
(%, + go(y) — b C BN
g(y) = 2(9) | Y0 Yo oo oo Yutrs ——fézpy)} : (m+1) ! () (27)
Lo | :2 ie:ic%dcﬁzmb;u_cu membru. egalititile (26) si (27) si se inlocuiesc
hy) = v(¥) [ysya:yz: coe Yk —TS‘?T] 3 » obfinem tocmai formula pe care voiam s-o stabilim
]

% il % R SR e (L5 |
(_I)(’H-.l)(_'y) - gi'H’l)(y) 'M-[P)(-x) }T(rn+l)(y) Y g(ﬂ _i_ l) | . e‘ e 3 ' (fn‘l“l) ! aE"H'l 6yrj ! |
| v (y) ap n+1f(x; 'V]) = Z{,tm (x) U(!])(y) am+n;2f(a 7])

 (m1)! _
1 ori, in raport cu y, formula de la (18 Rlz+1)!  gxt gyt (m41) ! (n41) ! gE" gn"*t

si caleulam derivata de ordinul » +1 a functiei (20), obtinem

(28)

S3 derivim acum de 7 +
ap+n+1f(x, _')’) am-l s .

e =" Ry (fi®9) =

6xp ayn+ ayn-!-

W) m+n42 ) )

wu (x) a f( 5, _'V) _I_ g("%”(y) o u (x) h.m-} l)(y)‘
(m_|_1) | 6im+1 ayﬂ-‘rl (m+1) 1

— £ si scizind membru cu membru forn

£ si n aparfin respectiv inte i
: 1 rvalelor [, si dica i mici
P : 1 51 J, adicd celor mai mici
. cjl:lse %11’6 _confin punctele x;, ¥, x,, . % re.spe(lzl‘cll'LVE
yvov 5 Yapp Dupd cum s-a putut o demonstie :
b . Duj vedea din i i
le?;lm tofi trei termenii de mai sus S
e ce preced s- :
e partig i erﬂl 31 2,rip1}tu7'§ de asemenea constata cd restul formulei
i Do our “Cat( ) poate Af1 pus sub forma remarcabila de
- o $i y sint respectiv in afara intervalelor I, si I,, adici
lal mici intervale deschise care contin punctel i
b e AL B
a reprezinti extind
; erea la doud variabi i
: iabile a unc g
tea dui. J. F.: Steffensen [2]. i

Punind aici ¥ = r, & uld
(24) si (25), obtinem
gptn+l E' 3 wP (% gminse ’,
L f( y) _ ¥ Llyt +1) (y} — ( ] i f(a y) + B(ﬂ_}_l)!
axp 6y|:+1 (ﬂ@"l‘l)[ 3&9»-&—1 ayﬂ+1 i

Gl si cercetdri de malematicd
4
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- i e i . sivare parfiald numeri¢i poate fi pus sub forma unei sume de trei ter-

O.bsﬂ?’?)d,t’!:i. Se Apgati cc}nstiat; Ecl’r} .fo‘:irrl:llliil rfes:) g;iepzat:;bsz 122,0%5 se poate folosi functia ajutﬁtoa%e
32221231 ;?1‘12;1 gzlrl;ntz; 1)€ ol ?c nu coincide cu niciuna din cele 7 —coji)l + 13
radicini reale si distincte ale funciei @Y (%) de la 13), iar %}en?ur?g‘piei 4_,1(;1{1&;
ot nici una din cele # — ¢ + 1 rddacini reale §i UdlStlﬂC .:‘ua ituatic are 163_’{
Ga Ta (26). Ne putem convinge fird greutate ci accat® SH L . S
1°, daci xe€ Iy si ye I, céci chiar in aceste ipoteze am StabIit lor

mula (28),

fio(t <) :% [f(/., T) —f(-— i 1.‘) +f(if, b -'.) _,r(__ Ee T)]

fntr-o lucrare viitoare, care este in curs de elaborare, vom prezenta
studin aminungit al formulelor de derivare parfiali numericd care
c si noduri multiple. De asemenea vom prezenta o evaluare a restului
or formule si in cazurile cind nu se fac ipoteze de felul acelora din

S — ]

e B .

jau valerile 0 sau 1, iar % _coincide
—1 si y coincide cu unul din puncte

9° daci numerele p sy

i a de fati.
anul din punctele x;, cind p

, cind ¢ =1. § ) -
% fntr-adevar, sd presupunem de exemplu ca p= 151 g=1. R;dam
lyilol) sittuduse Iotee Dt e ik 51131}1 Ao de- o BBIPAJKEHUE OCTATKA B HEKOTOPBIX ®OPMYJIAX
cadacinile lui ¢’ (y) aflindu-se intre punctele vecine din §irtt ¥u, Vo - - -» Yast B

sau y coincide cu un yy, € inlaturat inco

i cind x coincide cu un & ] : = c
fanct o " iadicind a lui ¢'(x) si ca y sa cadd peste

nientul ca x si cadd peste o ra
o radicind a lui ¢'(y).

3°. Se mai poate cons :
forma simpld a unei sume de trei term

a) p si ¢ sint numere impare, ;

b)m.—_zm'+1,n=2n’—}—1 si in loc de xl,xg,...,c !
0,40y, +bs s + by, iar in loc de vy, Y2, - Xant1 avem 0, 4 ¢y, = Cg, - vs

nl 2042 o .
gy L—M e continud cind x € Iy §1 Y€ T

C) de_rlvata —a;z'm_,_l ay?n"fl

84 presupunem, pentra simplificare, cd ¥ =¥ = 0. _ r
Pentru demonstratia afirmatiei noastre se foloseste funcfia auxilidi

h(t, 7) = %‘ [f(t, 7) — fl— b ) — f6 — %) +fl—t — 7]

KPATKOE COHIEPKAMHHE

tata ci restul formulei (7) mai poate fi pus sili§
eni dacd facem urmitoarele ipoteze: Just octaTka (pOPMYJibl UHC/IEHHOr0 YacTHOro AH(epeHuHpoBaHis (7)
; ouerka (28), BepHas B TOM cJyyae, KOIja X H Y HAXOUATCS BHE
Xy +1 aven RUGIMEHBLINX OTKDBITBIX HHTEPBAJIOB Iy u Iy, comepxallux TOUKH ¥y, Xy, - . .,
, COOTBETCTBCHHO Y1, V3, - -, ¥u41- DTOT PE3YJIBTAT NPEACTABJsIET COGON
pocTpaHeHHe Ha JiBe MCPEMEHHBIX OJIHOTO XOPOLIO H3BECTHOTO Pe3y.bTaTa
beuncena [2].
¢TaThe¢ JIAIOTCS M HEKOTOpble YACTHBIE CJYyYaM, B KOTOPbIX (Popmy.ia
epHa TaKe ecn x€ Iy, u ye I, Pey bTaThl npeicTapienbe B HACTO-
i Ta['l‘lb]e YTOUHSIOT 0GJIACTH [JOCTOBEPHOCTH HEKOTOPBIX OIEHOK, JLaHHBIX

si se fine seama de faptul ca
R®O(£:0,0) = R&4 (R 0,0).

om’, 2n’ 2m’ 2n’

APRESSION DU RESTE DANS QUELQUES FORMULES DI
: DERIVATION PARTIELLE NUMERIQUE

i i i i3 4 X g X Ve 3 Uh o
. 4°. fncazul cind p si ¢ sint pari §1 1 loc de %y, %gi - s mit RESUME

0,0, &+ by &= by - v £ s jar in loc de yi, Yo - Vi1 avem 0,
L N X foloseste functia auxiliara

) = = U )+ = A A f D) R A 91,

ur le reste de la formule de dérivation partielle numérique (7) on
I'évaluation (28), valable au cas ol x et ¥ sont en dehors des plus

ntervalles ouverts I, et I, qui contiennent les points x;, %, ..., %pyy,
: 5 ot b e M B : ' 1vement e . Ce résultat ésente 1 5 a
la (28) iarisi rimine in vigoare : Y1 Ve » Ynt1 at représente l'extenmsion a

si se constata ci form ( ). ? . o 3 3 . ariables d’'un résultat bien connu de J. Steffensen [2].
5°. Daci de exemplu p e impar §i ¢ par sl in loc de %y, ¥g, - 48 l indique aussi quelques cas particuliers olt la formule (28) est

' également si xe ) et v e I, Les résultats de ce travail précisent

e 0, e By o= b - ooy 4= by, far 1w loc de 4y, Yo ..1. ,fjo’;;;llul ! et e I, . : ;
3 nes de valabilité de certaines évaluations données dans le tra-

0! il ’ C2i o By b GH! 1 T

1) Aga dupd cum a atras atentia, in cazul unei singure variabile, M. L. B
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