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176 D. V. IONESCU 9

Se stie ci in aceste conditii ecuatia integrald (1) are o solutie unicd @(w),
continud in intervalul [a, b] si care poate fi obtinutd prin metoda apro-
ximatiilor succesive, punind :

9 (2) = f (),
o (@) = f(@) —\ K (1) 62 (1) &, (3)

unde p = 1, 2,..., Integrala ¢(z) este suma seriei
o (@) + [P (@) — ¢ (@)] +...+[¢” (@) — " (@] +... (&)
care este absolut §i uniform convergentd in intervalul [a, b]; avem
¢ (x) = lim o™ (@). (5)

T=>+ ©
Putem scrie

¢ (@) — o (x) = [p?+V (x) — P (2)] +[o""* (@) — et (@)] + - .

de unde rezulta ca
o (@) | L FyeFot= KE,S ot (b — a)pt?!
(Bt L)

unde F, si K, sint margini superioare ale lui | f() | si | K(@,t) | ininter-
valul [a, b] §i in triunghiul T.

Din inegalitatea precedenté rezultd ¢ ¢ fiind un numir pozitiv dat,
se poate alege numirul natural v, astfel ca sd avem

| @(w) — o™ () | < & (6)

pentru orice x din intervalul [a, b]. Numirul v astfel ales, ramine fix
in toatd aceastd lucrare.

2. Pentru integrarea numericd a ecuatiei integrale (1), vom face
urméitoarele ipoteze suplimentare asupra functiei f () $iasupra simbure_lu}
K (x,1). Aceste ipoteze sint legate de procedeul de integrare numerica
pe care-l vom aplica. Vom presupune 3

1°. functia f(x) are derivatele f’ (2),f"'(%) continue in intervalul [a, b]

0 0K &*K ’ 2K

90, simburele K (w,t) are derivatele partiale om . ot -omt o

| ¢ (2) —

continue in triunghiul 7.

Din aceste ipoteze se deduce ca functiile ¢® («)undep = (D Bediss
au derivate de ordinul intii i al doilea continue in intervalul [a,b].

Aceasta este evident pentru functia ¢ (@) si presupunind ci ¢?~ (@)
are derivatele ¢®~V'(z), ¢@»~V”(x) continue in intervalul [a, b], ceea
ce are loc pentru p — 1, din formulele (3) se deduce cd ¢ (x) are
derivate ¢® (x), ¢®" (#) continue in intervalul [a,b] $1 avem

K (»,1)

o®" (w) = f'(#) — K (2, ) 9%V () — VT o2 (1) di,  (7)
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o (@) — f'* (). — [Z&Kn(m,t) 2 0K (w, t)]

¢~ (0)—K (0, x) o "~V (@) —

=X

o at

i K 92K (w,1)

(r—1)
\. T (0} (%) dt.

Functiile |¢® (@) | , | o™ () |, | ¢®” (@) | au margini superioare in
intervalul [a, b], care pot fi calculate fard si se fi calculat functiile ¢®(x),
o (@), 9" (). '

Aceasta este evident pentru ¢© (2), ¢@ (), ¢ () cici dacd notam
cu F,, F,, F, marginile superioare ale lui | f(x)[, | f'(#)], | f" (#) | pe inter-
valul [a, b], avem

| 9@ (x) | < Fy, | ¢ (2) | < Iy, | 9@ (@) | < Fy (8)
Dacé notdm cu K,, K, Ko, Ka, Ko, marginile superioare ale lui
GUEE I oK 02K 02K
IK(x7t)7 _; (w7 t) 9 Tt (x7 t) ) Py (w7 t) ’ a2 (w7t) ”

in triunghiul 7, atunci din formulele (3) si (7), deducem ca

wwm<%+mﬁwwmm,

a

l(P(p)' (ﬁ)}<F1 _‘_K0|CP(I)—1) (.’I)) | + Klvlcp(p—l)(t) | dt, (9)

« Q@

| o (@) | < Fy 4 (2Kyp + Kqr) | 9770 () | + Kol o7 (2) ] +

I o Sl oD (1) | dt.

a

Formulele (8) si (9) dau marginile superioare ale functiilor | ¢ (x) 5
o? (2)],] " (2) | in intervalul [a, b]. Mai departe, vom nota cu D,,
®,, ®, marginile superioare ale lui | ¢® (x)|, | ¢ (@) [, | ¢ (@) |in inter-
valul [a, b] pentru toate valorile indicelui p, p =0, 1,..., v.

Din consideratiile precedente, rezultd cd functiile

Y (1) = K (2, 1) o (t) (10)

unde x este un numir din intervalul [a, b], au derivate @ (¢), {@"(¢)
continue pentru ¢ Lt << v <b §i avem

’ oK
¢’ (t) = = @ (1) + K (,1) o' (1),
! 7 2 K 0
\ i‘ L@ (#).= Catz @™ (1) + 2—% e (t) + K (=, 1) @ (2).

12 — c. 5259
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Marginea superioard a lui|¢®”(¢) | in intervalul [a, ] < [a, b]
poate fi calculatd folosind marginile supenoare ale lui | @ ( t)[ | @ (%) |
| " (t)| in intervalul [a, b] vom avea

l ,‘p(p)” t) l =5 KOZ (DO + 2K01 q:)1 _I_ KO q)2'
Notind
N =Ky, O + 2K, O, + K, D,
vom avea deci ;
R e (1)

pentru toate valorile indicelui p adicd pentru p =0, 1,..., v.
: 3. S4 determinidm acum o retea I' pe 1ntervalu1 [a, b], formatd din
nodurile a, @y, ...z, 4, b §i un algoritm pentru calculul numerelor i

pentru p = 0,1,..., v astfel ca pe nodurile retelei I', si avem
lo™ (@) — 9| <& (B =a, .2, =D).
Deoarece ¢ (x) = f(x), vom lua
| o = f (a,). (12)

Fie g un numir pozitiv, pe care-l vom preciza mai departe §i » un
numir natural atasat lui e, intr-un mod pe care-l vom explica mai
departe. Tmpartlm intervalul [a, b] in n parti egale prin punctele «;,
Tgyeees B,y §1 astfel s-a format reteana I' din nodurile @y, @, ,..., #,_1, €, Vom
calcula pe o™ (x) pe nodurile retelel I', aplicind la mtegra,la, din formula

X .

o (3,) = f(a;) — ﬂ K (2, 1) 9O (1) &,

]

formula de calcul dedussi din formula de cuadraturd a trapezului care
folosegte nodurile wo, Dyyeeny B;. VO AVED

o (z;) = f [K(w“ 20) o9 (20) + K (i, @) ¢ (@) +  (13)

i—1
+ 2% K (a1, 2,) o° () ] _ R,
=

unde, tinind seama de formulele (10) si (11) avem
3
lle< Nu. (14)
12 n?
S4 alegem numirul » egal cu cel mai mic numér natural care inde-
plineste conditia
N (b e a’)3

e (15)

(57
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Atunci, dacd tinem seama cd ¢ (z;) = ¢ = f (@;) si notdm

b
SRS (e, K (xz;, ;) ¢ + K (x;, x;) ¢ +
p= @) =28 K (@, o) o + K (i, ) o
1—1
sl 2 K (x;, x;) ‘P}O)]?
7=
formula (13) se scrie :
oM () = o — BP, : (17)

gi avem | BV | < ¢.
S4 trecem la calculul lui ¢® (a;). Vom avea

o (2) =f(z) —\ 'K (0, ) o (t) ar.

« @

Procedind ca mai sus, i aplicind formula de calcul dedusd din formula
de cuadraturi a trapezului, vom avea

: bl =" T glis] S L (18)
unde , :
[0 T f (g “[K (@, @) o (25) + K (2, @) oV (a) +
12V K (2, 7) o (w»], ae)
iar 75
|7 ] < e : (20)
S4 notam
x b—a

o® = f(a, [K (@iy o) @ + K.(-”w ;) 9 +

i—1 21
+22K(wi,w,-><p;-”]- (B

i=1

Din formulele (19) §i (20) deducem cé
[o] = o + o, (22)

unde

b=
o = = K (@, ) [ (o) — o1 + Kooy @) [ () — o] +

+ 23 K (2,0) [o" (@) — oY ]}.

Tinind seama de formulele (17), in care | R | < &, deducem cd

‘ (2)l<2"'bﬂ‘K 051 < Qs
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unde s-a notat :
' Q = (b—a) K,. . (23)

Din formulele (18) si (22) deducem ca
o2 (2;) = o + B, (24)

unde
R(2) et (D) 2(2)
i P§ ,'(i ’

§i tinind seama de inegalitdtile precedente, avem
|R® | < (14 @) & (25)

4. 83 trecem la cazul general. Si presupunem ca pentru indicele

. p — 1, avem

o@D (a;) = o~V + BV, (26)
unde
o = f () = o= Hlay 2~ + K (s 9 o™+
+2, K (5, 0) cp;-"-“‘>], (27)
iar & )
[ Re=B el 00 . Pl 2 (28)

ceea ce este exact pentru p =3, deoarece in acest caz formulele (26),
(27), (28) coincid cu formulele (24), (21), (25). i

9% demonstrsim ci formulele (26), (27), (28) sint valabile in general.

fntr-adevir, din formula (3) deducem ci pe nodurile refelei I', avem
o () =1 (a) =\ " K (@1, ) 97 () @

La integrala din membrul al doilea 4 aplicim formula de calcul
deduss din formula de cuadraturd a trapezului pe nodurile @y, ®yy...;
Vom avea

@ (@) = [ — 1, (29)

unde

e

21
i—1

+2Y K (#,x) gleet (907‘)]7
=

[K (@35 @) @~ (%) + K (x; %) o=t

iar
I | < ey (30)
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Si introducem

e -
W) — — [K(m,-, 20) o= + K (a4, @) g0 +
=1
12 K (a0, o) cp;-”-”]' (31)
i=1
Avem
de Lo = B e, (32)
unae
o o b_a'K( : (-1) s =1l —
P (K (@1 30) [977 (0) — 90”14 K (@, 0) [977 (@) —
i—1
— o1+ 2 3, K (@, @) [970(m) — o1 |,
avem g
Sy = '
| |< 20 2%“1(0 | Rv-Y | < Q| Ro-D|, (33)

Din formulele (29) si (32) deducem c&
¢ (4;) = ¢ + B (34)
unde ¢” este dat de formula (31), iar
R®» — P‘(_m — @)
Tinind seama de inegalitdtile (30), (33), (28) deducem ca
PR <& (- o SRR = gy (35)

st deoarece formulele (31), (34), (35) coincid cu formulele (27), (26), (28)
cind se schimbéd p in p—1, aceste formule sint generale.

5. In rezumat, am elaborat un algoritm pentru calculul numerelor
QP re}atlve la nodurile retelei I' cu ajutorul formulelor (12) gi (31). Pe
nodurile retelei I' avem formulele (34) unde restul R verifici inegali-

~ tatea (35) Pentru p = v, avem

oV (%) = o + B, (36)
unde
I B2 <A+ @t o .+ Q7" 5y (37)
Dacd alegem pe ¢, astfel ca
A+Q+ ...+ YHeg<ce (38)

in formula (36), vom avea

|RY) < ¢ (39)
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Revenind la integrala ¢ () a ecuatiei integrale (1) putem scrie
urmitoarea identitate, pe nodurile retelei I'

¢ () — o = [ (2;) — ¢ (@)] + [o™ (@) — 9],
si inegalitdtile (6), (36) aratd cd vom avea
| @ (@) — ¢ [ << 2e. (40)

Prin urmare la numsrul pozitiv dat ¢, s-a putut determina o retea
I pe intervalul [a, b], prin inegalititile (15) si (38) §i algoritmul de calcul
pentru numerele ¢{?, unde p =0, 1,..., v, astfel ca ¢ si reprezinte
aproximativ valorile integralei ¢ (), pe nodurile retelei I' gi s& avem
inegalitatea (40).

" Primitd la redactie la 11 ianuarie 1960

YUCJEHHOE MHTEIPUPOBAHUE MHTEIPAJIbHOTO
VPABHEHUA TUIIA BOJILTEPPA

PE3IOME

B macrosmpeit paGoTe paccMarpuBaeTcs CJejyoIIas 3ajada, OTHO-
CAMASACA K YNCIeHHOMY UHTErPHPOBAHEI0 HEONHOPOJAHONO HHTETPATLHOTO
ypapuenna Boabreppa (1): ompepemants pemerky I' ysnoB B apudmern-
geckoli mporpeccun Ha WHTepBaie [a, b], COOTBETCTBYMIIYIO BaJAHHOMY
MOJOMRITEIBHOMY €, X anropu@M AJA BHYHCIEHUA ducerx ¢ ,rue p = 0,
1, ..., v, Tak, 4T00H B ysnax pemersn [' umerr HepaBeHCTBO | ¢ (2;) —
= ol <=

IIpepmonaraercs, 4ro @ymknus f(«) umeer npoumssopusie f* (), f* («),
HempepHBHEe Ha mETEpBane [a, b] m uro aAxpo K (x,t) mMeer dacTHbIE

0K 0K 02K &K
MPOWBBOTHEIE — ,— ==

G Gl SO
JMAIIeMCa HepaBeHcTBAME (2).

Pemrerra I' moayuaerca myTeM pasjeleHma uHTepBana [a, b] HA 7
paBHBIX "acTeii, mpmueM % OHmPe[eAeTCA HepaBeHCTBOM (15), a 9mcao e
ynoBmersopser HepaBeHcTBy (38). Umema ¢fP) qamer dopmyaamu (12) m (31).

B pmpyroit paGore 3aiiMeMcsl 9TOM e Bajadeil B CBASH C JPYyruMu
QYHRI[ZOHATLHHIMI yPaBHEHIAMI.

, HempepsiBHEIE B Tpeyroxauke T, ompese-

N,

W

4] INTEGRAREA NUMERICA A ECUATIEI DE TIP VOLTERRA 183

INTEGRATION NUMERIQUE DE L'EQUATION INTEGRALE DU
TYPE VOLTERRA

RESUME

Dans ce travail on considére le probléme suivant relatif a Iinté-
gration numérique de 1'équation intégrale de Volterra (1), non homogene :
déterminer un réseau I' de nceuds en progression arithmétique sur I’inter-
valle [a, b], correspondant & un nombre positif donné ¢, et un algorithme
pour le calcul des nombres ¢, oit p =0, 1,..., vtel que ’on ait sur
les neuds du réseau T, Pinégalité | ¢ (1;) — ¢ | < 2e.

On suppose que la fonction f(«) ait des dérivées f'(x), ' () con-
tinues sur lintervalle [a, b] et que le noyau K(w, ) ait des dérivées

. dK 0K 92K 0K
partielles —,—, )
Gl e BN GI
inégalités (2). ;

Le réseau I s’obtient en partageant lintervalle [a, b] en n parties
égales, le nombre n étant déterminé par I’inégalité (15), le nombre &,
satisfaisant & 1’inégalité (38).

Les nombres ¢ sont donnés par les formules (12) et (31).

Dans un autre travail, nous nous occuperons du méme probléme
relatif & d’autres équations fonctionnelles.

continues dans le triangle 7' défini par les




