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MATEMATICA

O TEOREMA ASUPRA INLANTUIRILOR TRIDIMENSIONALE
DE CURBE INCHISE

DI

G. CALUGAREANU
MEMBRU CORLESPONDENT AL ACADEMIET R.P.R,

Comunicare prezenlaic in sedinfa din 4 marlie 1961

Numim inldntuire tridimensionalé de ordinul m, un sistem (€, ...,0,)
de m curbe inchise, fird puncte multiple, orientate, 2 cite 2 disjuncte,
din gpatinl euclidian tridjmensinn&l. Ne referim in cele ce urmeazi la
inlinfuiri de ordinul 2, (0}, C,), unde fiecare din cele doud curbe are in
fiecare punct o tangenta care variazi continuu de-a lungul curbei. Numim
langentd de sprijin orice tangenta la una din cele doui curbe, care intilneste
cealaltd curbd. Astfel de tangente nu existd in mod necesar daci €, si O,
nu sint mlamtmte, daci deu, printr-o deformare continud a ﬂCL‘htOI’L
in tlmpul cdreia curbele rimin disjuncte, firdi puncte multiple, putem
aduce O, in interiorul unei sfere, €, riminind in afara acesteia. Insa atunei
cind O, si O, sint inldntuite, e‘untonh tangentelor de sprijin pare sa fie
obhgmtone bmbﬂlm mai jos o teoremi care aratd ci atunci cind coefici-
entul de inlintuire G (0, C,), dat de integrala dubld a lui Gauss, nu este
nul, G(C,, Cy) —T/— 0, tangentele de sprijin existd, gi numirul lor este cel
pu’rln 4G (04, Cy). Qe stie ingd ca daecd G (O, 0,) = 0, curbele C; si O, pot
fi totusi mla,nhute deci in acest caz teorema de mai jos nu s’rablleqt(,
emstenm tangentelor de sprijin, degi aceasta pare sid subsiste cu singura
condrne ca () gi O, sid fie mlantulto

Notind cu s, 1‘espect1v Sg, lungimea arcului misurat pe €, respectiv
O, apoi x, = x,(8;), ¥, =¥:(8;), 2 = #(s;) fiind ecuatiile curbei O,

! 1 : e =
iar o, = % , B, = E’ﬂ: V= —(—‘r-, tangentele de sprijin vor fi date

ds, ds, ds,
de sistemul

P =x,—x;—uoa,=0, Fo=y,—y; —up=0, Fy=2,—2,—uy,=0, (1)
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in c?r('a necunoscutele sint s;, s,, u. Pentru a calcula numirul solutiilor
acestui sistem vom aplica formulele clasice deduse de ajutorul caracte-
risticii lui Kronecker [1], si anume

p O OFy OF
98, 08y ou
oF,
411:N:S§ LN _fi oF, ]
TR ST e S, I
p OFy, oF,  oF,
Y 08y o

0, ds,du, duds,, dsds,

unde integrala de suprafaté se ia pe frontiera prismei indefinite 0 < s, < I, »
0 § $3 <X Ly, — oo <u < + oo motind eu I, lungimea curbei 01. \Nlll
mirul N dat de aceastd formuld este suma algebricd a indicilor t;;:,ngen-
telor de sprijin, dacid numim indice al unei astfel de tangente, corespunzi-

toare unei solufii (s, s,, ) a sistemului (1), num#rul sign D Ty iy, ol

D r D (sy, 83, 1)
corespunzitor. Se obtine de altfel Dty By Hs)
D (8;, 85, )|
ol YT Al SN .
f—zsije c_lub}llua §1 o1, i, v reprezintd directia binormalei in punctul s,
iar § indica o sumatie a trei termeni analogi cu cel seris. Si considerim
suprafata generatid de tangentele curbei C,

X=uwo +uwy, Y=y9y+ upy, Z =12 -+ uy, (3)
DY, Z)

gt ) ) 81, U
= —upy oy, §i —u p; B;’, —up, v;". Intr-un punct unde C, ta,i(g Ié,cegstﬁ,
Y, 7)
: i Ds;, u)
traverseazi suprafata intrind prin fata pozitivi, sau invers, ceea ce ne di
0 interpretare a indicelui definit mai sus. In acelagi timp se vede ci N
este un invariant de izotopie al inlintuirii, deoarece, curbele 0, si O, nepu-
tindu-se traversa in timpul unei deforméri izotope a inldntuirii, punctele de
}uterseepu_a ale curbei C, cu suprafata (3) nu pot si apari sau si disgpara decit
in perechi, avind indici de semn contrar. Formula (2) se scrie dezvoltat

= up, Se, oy, unde p,;

unde parametrii sint s; gi w. Directia normalei este datd de

suprafatd, semnul expresiei Sa, = —up, Say oy arati dacd O,

Ly — @, Ty — @

oty dspdu 4 up, | o duds; -
" ;
4N = - — =

[,',,2 — Dy fae 27%
T2 — 20 (ryp t,) + ulh (4)
| Ty — @y Ly — @y oty
+ oy +up, oy + ulp | oy | |ds; dsy
0tq 0l O(-;

S -+ -
[7f, —2u(rp ty) + w?Th

-

g O TEOREMA ASUPRA INLANTUIRILOR 831

unde s-a seris numai prima coloand din fiecare determinant. Efectuind
integrarea pe fetele prismei indicate gidsim cd, datoritd periodicitatii
functiilor ,(s,), o;(s;), ..., fetele laterale dau o contributie nuld, iar
bazele prismei, care se obtin pentru u = -+ oo, dau de asemenea 0 contri-
butie nuli. Agadar N = 0, deci numirul tangentelor de gprijin duse
la (), cu indice pozitiv, este egal cu numdrul celor cu indice negativ.

Tangentele curbei C; fiind orientate coerent cu insdgi curba €, 8a
numim tangentd de sprijin anterior o tangentd la €, pe care punctul de
sprijin, aflat pe C,, este situat dupd punctul de tangentd, deci u > 0;
in mod analog, tangenta se va numi de sprijin posterior dacd « << 0. Deoa-
rece indicele schimbd semnul o dat# cu u, se vede ci numérul tangentelor
de gprijin anterior N, este egal cu acel al tangentelor de sprijin posterior
N,. Si calculim N, ; este suficient sd efectudm integrala (4) pe suprafata
prismei 0 < 8 < Ly, 0 <8y < Ly, 0 <u < + oo. Fetele laterale dau gi
acum o contributie nuld, iar baza u = 0 conduce la

L; L, 1 wz . 3}1
4nN, = — “
?’glgz i
0 e &y
care este chiar integrala lui Gauss, reprezentind coeficientul de inlintuire
G (C,, 0;). Putem da enuntul urmétor :

Numdrul algebric al tangentelor de sprijin anterior a unei curbe O, fafd

de alté curba C, este egal cu coeficientul lor de inldnfuire, §i cu namdrul
tangentelor de sprijin posterior. Dacd curbele sint inldnjuite, numdrul total
al tangentelor de sprijin (fird distinctie de semn) este cel pufin de patru
ori coeficientul lor de inldnjuire.
I in cazul cind curbele ¢, si €, se confundi intr-o curbd unicd C,
sistemul (1) are solutia streind s, = sy, # = 0, care se eviti integrind in
raport cu % de la ¢ > 0 la -+ oo, apoi ficind ¢ — 0. Se ajunge astfel la
invariantul K definit de noi anterior [2].

ds, dsy = 476G (0, Cy),

O TPEXMEPHOM 3BAIEIJEHUU 3AMHEHYTBIX KPUBBLX

PE3SIOME

3ayenaenuen nopadra m HasuBaercd Mo6as cucreMa (04 Ogy o« oy O )0
MPOCTEIX HAIPABIEHHHX BAMKHYTHIX KPUBHX, NONAPHO 6e3 00mMUX TOYEH,
B TPeXMepHOM SBRIMJOBOM mpocrpancTse. B ciywae samenienud (Cy, Cy),
rie C; m C; UMEHT KACATEIbHYI0 B Kamyol TOUKe, KOTOPAA HEIPepLIBHO
U3MEeHSeTCHa BOJAb KpUBOil, HABEBaeM OROPHOU KacameabHoli BOAKYIO
KacaTelbHyl0 0fHONE KRPUBOI, IMEIONIYIO ofmue TOYRH ¢ APyToil KPUBOIL,
Ucenoassys xapakrepuctury Hpomkepa, aBTOp [0KaskBaer CJeqy [OIyIo
TEOpeMy: YHCJ0 CHOPHEIX KAaCAaTENBHBIX BalleIlIeHIsd (C;, Cy) aBnserca
1o kpafineii mepe pasmsm 4G (Cy, C,) rie G(Cy, Cy) — wodpunmeH T Banen-
neHmsa panmeii marerpazom Il'aycca.
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SUR LES ENLACEMENTS TRIDIMENSIONNELS
DES COURBES FERMEES

RESUME

On appelle enlacement d’ordre m un systeme (Cy, ..., C,) de m
courbes fermées simples, orientées, 2 & 2 disjointes, de l'espace euclidien
tridimensionnel. Dang le cas d’un enlacement (Cy, 0y), ou O, et €, ont
en chaque point une tangente qui varie continfiment sur la courbe, on
appelle tangente d’appui toute tangente 4 I'une des courbes, qui rencontre
Pautre courbe. En appliquant la caractéristique de Kronecker, I'auteur
démontre le théoréme suivant: Le nombre des tangentes d’appui de Den-
lacement (Cy, C,) est au moins égal au quadruple du  coefficient d’enla-
cement G (O, C3) donné par Pintégrale de Gauss.
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