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- SUR LA CONSERVATION,
~ PAR LE POLYNOME D’INTERPOLATION DE L. FEJER,
. DU SIGNE OU DELA MONOTONIE DELA FONCTION

PAR

TIBERIU POPOVICIU
4 Cluj

§ 1. Conservation du signe de la fonction

X <%y <iao < Xy

FIfl#l = 5 ()

correspondant 4 la fonction f sur les moeuds (d’interpolation) (1).
. _ Le polynome (2) (de L. Fejér) est le premier terme du polynome
de Lagrange-Hermite

H{f|x] = 3 Fe) it 5 1 () B

2n—1 prenant, avec la fonction f et avec sa dérivée [, les
urs sur les noeuds,
3) les &, sont les polynomes fondamentaux d’interpolation
‘t’_'re-‘e_t les %; les polynomes fondamentaux d’interpolation de
espece correspondants aux noeuds (1). Ces polynomes sont
ar les formules
Ity Ma tematici—5
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. | ectivement négative sur les points (1). 11 sagit
lle I non nul, Plus simplement nous pourrions
terpolation F[f|x] conserve la non-néga-
la non-positivité, la positivité et la néga-

-positive resp

) (x) 2 " (x,) s 3 interva
4 } == 1 —— e (Y= = l, 2, ey AT | d un 1 LH
gl [(x — ) I <xf>] l P ”’)J’ ’ = eateltl polynome d'in

lors il conserve aussi
(5) Joy = [__l(_x)!
(& —2) I' (%)

de la fonction.

g . .
(x—x), i=1,2,...,n Iy otion de points conjugués des noeuds, introduite
J Liimportante tnde discuter complétement le probléme dela con-

Fejér, perme F[f]|x], du signe de la fonction.
n, par le po!ﬁ]glgglsedes.[frloc]z’uds (1) sont les points

(6) I(x) = (x —=x) (% == 2p) .o (x — ). Lg's points conj

Plusieurs auteurs, surtout d’abord L. Fejér [1], ont étudié des cas,
trés importants pour la convergence des suites de polynomes d’interpo-
lation, ot les polynomes (4) sont non-négatifs sur un certain intervalle

Dans ce premier § nous reproduisons, en les complétant un peu,
les résultats de L, Fejér [1]. Nous reprenons aussi les cas ot les noeuds
sont les racines des polynomes orthogonaux classiques de Jacobi, Lg.
guerre et Hermite considérés par L. Fejér [1] et G. Szego [4].

Ces résultats sont utiles pour mettre mieux en évidence les pro-
priétés que nous étudierons au § 2,

2. Soit I un intervalle quelconque. Nous disons que le polynome
d’interpolation F[ _}y x] conserve le signe de la fonction (plus exactement;
conserve le signe de la fonction f sur Pintervalle I) §’il est non-néga-
tf sur / pour toute fonction f, non-négative sur les points (1). Il en
est toujours ainsi si / se réduit & un noeud. Si Iintervalle I est non
nul’) ou §’il se réduit 4 un point différent d’un noeud, pour que F[f|x]
conserve le signe de la fonction, il faut et il suffit que les fonctions
linéaires

I'(x) .
=% — i =1,2,...,n
i 5 " (%)

i 3 int x; 1).

» &rant le conjugué du po , . e -
S int X, existe si I"(x;)50. Si I"(x;) = 0 on peut prendre —’}gfant
b i ptoalorsitous les résultats suivants restent valables en 01;1§ W
S 4—;; xfombre impropre -4 oo comme d’habitude en analyse mathem
ayec
gde. i incide jamais avec x;.

218 oint X; ne coincide jamais e
- %?in%galité ;),20 sur I est équivalente a Vinégalité

(X, —x)(X; — —x)=0 sur L,

~ Nous avons l i

P _ a5 1 a1, 2.,
I (%) j=lXxy— %

S 3 . . . o
ou laccent ' au signe %' signifie que la valeur ¢ de Pindice j est exclue.

v | Des inégalités (1) et de (10) il résulte que
@) v,:l——él(—x’)(x—x,), 1="1; 2] 3305 4
I (x)) . M) g PO g

soient non-négatives sur I. Dans le cas contraire nous disons que le po 1" (%) > 1 (%)
lynome d’interpolation F[f|x] ne conserve pas le signe de la fonction
- i : : 5 & . ] . ini us avons
(plus exactement : ne conserve pas le signe d*_: la fonction f sur l’mter & caussi X, < x,, X,>ux,. Les points Xy, X, sont finis etfno =
valle I). Dans ce cas il existe au moins un point de I sur lequel 'un au X, X,] si le polynome F[f x] conserve le signe de la fonctio
moins des polynomes (7) prend une valeur négative, : 1 t"ervla,llenl ]
( 3 L ! 9 3 . 7 £ e
La formule bien connue n particulier, le polynone d,mtﬁrrp?ljr[-w-n F(f|x] ne conserve
n e la fonction sur aucun intervalle infini. :
(8) ‘ Nh=1 _ Cette propriété résulte, d’ailleurs, aussi de la f ormu1e2(8) Eeit d;lfg 2;‘[
i=t cun des polynomes (4) ne se réduit & une constante %’. n i
U moins de ces polynomes doit tendre vers - oo et I'un aum

) A fois L
nous montre que les polynomes (4) ne peuvent s’annuler tous & la 20 lorsque % —» 4 50 OU ¥ —> — 0.

sur un méme point, Il en résulte que si F[f|x] conserve le signe de la.
fonction il est aussi positif sur 7 pour toute fonction positive sur les.
points (1). On voit facilement que, sous la méme hypothése, le polynome.
F [f|#] est non-positif respectivement négatif sur / pour toute fonc-i

orsque (1) sont les racines du polynome de Tchebycheff cos (n arccosx) les
1 Xi ]

~ ) Seulement de (®) et du fait qu'un au moins des polynomes (4) ne se réduit pas
i€ constante, - ) L ;

%] sont harmoniquement conjugués par rapport aux points —1, 1,

1) Donc a une longueur non nulle, De méme nous disons que lintervalle est nul
s’il se réduit 4 un seul point.
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4. Si I"(x)=0, on a v;,=1>0 pour tout x. Désignons pg,

Ii5 Ias..+ 5% les valeurs de Pindice ¢ pour lesquelles i, Exi))<0 et par
X
"
JisJ2s+«+sjm les valeurs de Pindice 7 pour lesquelles ;%Q>O. Nous 3-.
Xy
vons & + m=n. D’apres (11) il existe de tels indices (donc % =1, m=1),
n e
On Ie voit aussi en remarquant que Y, ; ((xf; =0etque I"(x;), 1= 1,2,.., 5
=t (x,

ne peuvent &tre tous nuls!?),
Deux cas peuvent alors se présenter:
4.1. Nous avons

X=X, ,r=1,2,..,ks=1,2,...,m

Alors pour que F[f|x] conserve le signe de la fonction sur Pintervalle
I il faut et il suffit que Pon ait 7 =[Z,Z+] ou

Z = max Xy, Z¥= min Xy

r=1,2.,,k s=1,2,,...m

Le plus grand intervalle (supposé non nul) sur lequel le polynome F[fix]
conserve le signe de la fonction est Pintervalle [Z7, Z*].

Dans le cas des noeuds —1, —Vl;, —=, 1 (n=4)nous avons 2 =
V3’ V3

=Z*+ =0, qui ne coincide pas avec un noeud et dans le cas des noeuds

—1, — \/% , 0, l:, 1 (n = 5) nous avons encore Z = Z' = 0, qui coin-

V2
cide avec un noeud.
4.2, 11 existe un indice r et un indice s tels que

(12) X, >X;.

Dans ce cas il n’existe aucun intervalle I, ne se réduisant pas 4 un
noeud, sur lequel le polynome F[f|x] conserve le signe de la fonction.

5. Si Pintervalle I est fini, qui peut &tre toujours supposé fermé,
mais quelconque, les résultats de L. Fejér nous montrent que la conser-
vation du signe peut effectivement avoir lieu. Il en est ainsi si les noeuds
(1) sont normalement distribués par rapport a Pintervalle . Si I = [a, ],
a<_b, ondit que les noeuds (1) sont normalement distribués par rapport
a I, sitous les points x, appartiennent 4 Pintervalle I et tous les points
conjugués X, sont 4 I'extérieur de Pintervalle (ouvert) (a, ). Il est fa-
cile de voir que, dans ce cas, le polynome F[f|x] conserve le signe de
la fonction sur 7, )\

') Car le polynome " est de degré n—2 et non identiquement nul.

Sur aucun interoa
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On peut aussi obtenir un résultat en quelque sorte contraire.

N opriété
?ng f’;ﬂi I:n p;g,ﬁ- construire des systémes de noeuds (1) tels que

wome dinterpolation F [f|x] ne conserve le signe de la fonction
'uc'r:'m intervalle I, nul ou non et ne se réduisant pas a un noeud.

i Cette propriété est une conséquence du
Lemme 1. Si n =4 ct si les noeuds (1) vérifient les inégalités

X3 — X3 Xp-1 —Xp-2
Xy — Xy = A Ky Xy =
T on— n—1
e 3 ) ' serve le signe de la fonction
le polynome d’interpolation Flf|x] ne con ve g i
ur le I, nul ou non et ne seréduisant pas a un noeud.

En vertu des inégalités (1) et (13), nous avons

1L () 1 & _;_> 1 _n—2;;_:
E'I'(xz) Xo— %) m3¥p— Xz Xp— X Ny—Xp
= — 1
g_n 1 n—-2 _ -0,

X3=—X; Xzg— Xy X3=—Xp

oo r (x%)>_-—2~7> 0. On voit, de la méme maniére, que

B U(x) x3—x

R (xn—-l) por —2 =% 0.

U (%4-1) Xn—1 — Xn-2

Il en résulte qu’il suffit de démontrer l'inégalité (12) correspon-
nte, donc I'inégalité :

bt e S

De (14) on déduit que

_HZ____Z’,’(xZ)< 2 2 0,
X3—xy  I'(x) wy—xy xz— ¥,

¥3—x, 1 (x,)
= SRS )
4 2 " (x,) -

Xp—1 — xi—_z L(xn—l) 0
B,
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Compte tenant de (1), (16) et (17), nous avons

-1 .
5.2.3. Ig[maX(Xl,Xz)>X3] lorsque 0=y Dans ce cas on a X <C

I (x4-1) ___l, (%2) _ Xpq T Xpyp— X3 — Xy

. SRS
"y : avons X, =, respectivement > X, sulvant que
Xy — Xy = Xp—q %o — X,, X, << X; et nous <, =, resp

I"(%0-1)  1"(%2) ol 2 21/6 — 2
A , . S , respectivement L = \/ (=0579...).
X3— Xg l (Jv"z) Xn-1— n 2 I (xn 1) 1
I S R L >0, 1 =4, les noeuds étant symétrique-
2 "(x)) | 2 " (%4-1) 6. 3 Considérons aussi le cas n =4,

; certain point de I'axe réelle, donc en
ppasant que X+ %3 = % + %4 Sur ce cas on peut déja apercevoir
 Jes diverses circonstances qui peuvent se présenter. La discussion dépend
Xy %Xy _ X3 —%

f iy A g J
du parametre v = el DT

Xy — X = U, NIOUS AVONS X3 — Xp = T, ¥j— ¥3 = U et

ce qui démontre linégalité (15), donc le lemme 1.

6. La propriété étudiée plus haut n’est pas vraie pour 7 = 2 et pour
i ==3. Dans ces cas il existe toujours des intervalles I, non nuls, sur
lesquels le polynome d’interpolation F[f!x] conserve le signe de la fonc-
tion.

.1, Pour # = 2, nous avons

qui reste positif. Si nous posons

(e +1)(+2) - Xiies uzg(v-+1)
X = x — 2(22 _{_5I+J) 2 x2+2(12_t_1)

Xy — X X, — ¥
Xi=o —=2 0 X, =, 4 T2
1 1 5 T e 2 A _Zf_(ff‘ 1) x =x4+ggfv-{_—_9”(r F2) .
i i | : ' R g —r——-l) ! 2(*+5¢+5)
et le polynome d’interpolation F[f| x] conserve le signe de la fonction - p
sur 'intervalle [ si et seulement si [ €[X, Nous en déduisons
6.2. Pour n =3 la discussion est un peua plus compliquée et dépend b iy be aayaly u2~1-2 gz + 2)21_ 521 (r5—l— 2) 5—,6 i
du paraméire o = 2770 qui reste compris entre O et 1 (0<<o<<1). ! (z% — v = 1){z2+ 57 +5)
x3 — X ,—J\
AY B 22—~ Ty (v +2)—6
Nous avons - e l)r( 2(q +T ) x (:2(:_ ;r )+ =
Xy =x — P2 ¥ X3 = - M, _-1-':\', 1%
2(1_0) 2<2“—Q) 2 DR
Xa— XZ = U tl LM
Vo = - Y ) . 1 2 —¢g—1
v+ s = s =gl — s ek ) e (T _»
1 Vo V7
Xz___+oo(9:5), : Ty = 5 —1=1,004
et nous déduisons que le polynome d’interpolation F[f x] conserve le B 3} \/94‘\/73 — 141,061 .

signe de la fonction sur l'intervalle I si et seulement si:

8.2.1, I'=[X,, &) lorsque o = = y=14+13=2732...

LR
. les nombres 7, 7,, ¢; sont les valeurs (uniques) de ¢ pour lesquelles
6.2.2, I = [X,min (X,, X3)] 101sque ”&Q + Dans ce cas on &

onaX,=X, X,=X,, X, =X, respectivement. Il résulte alors que
Pintervalle [Z7, Z+] se réduit a [X,, X3], [X;, X4 respectlvement [X3, X5
suivant que 0=; <r1 Ti =7 =1, respectivement 7, St =14 Si ¢ > 1y
11’1ntervalle [Z , Zt] n’existe pas.

X, << X,,X, << X, et nous avons X,<, =, respectivement > X3 suivant

que o <, =, respectivement >‘-52—E( 0,420...).
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D’autres valeurs remarquables de ¢ sont

T4 == 1, T5=3—j—4—’\/3~3~=2,186.--, ‘(5:2,
pour lesquelles on a X, =, (et X3=12,), Xa=1; (et X3 =1,), X, = 2}
(et X; = x;) respectivement.

7. 11 y a des cas particuliers importants dans lesquels on peut af-
firmer Pexistence d’un intervalle [Z7, Z*], non nul, sur lequel le poly-
nome d’interpolation (2) conserve le signe de la fonction.

Désignons par ¢’ le plus grand des indices i15 G35.4-5 I € par
le plus petit des indices j,, y,...,, définis au no. 4. Nous avons Z= <4
<X et xp<Z*, donc: si i < i", Pintervalle [Z7, Z+]) existe er est non
nul (on a [xi#, xw] c [Z7, Z*)).

L’inégalité i’ <Ci" est vérifiée s’il existe une fonction W (x) défi-
nie et non-décroissante sur un intervalle contenant les noeuds et telle
que ’on ait

I" (%)

I' (x)

Dans ce cas, d’ailleurs, 7, =7, r = 1, 2.0k, js=n—m+ s, 5=
=1,2,...,m, I'=k " =n—m 41 et lorsque ¥ (x) est croissant on a méme
"— =2 (m+ k=n—1),

La fonction ¥ (x) existe et est méme croissante dans les cas sui-
vants :

7.1. Considérons p(=2) points distincts a; < ay<...<a, de I'axe
réelle et soient g, 025-.+50p, p nombres positifs. Alors, pour chaque
g=12,..., p—1, il existe un polynome et un seul de degré n, de la
forme (6), les noeuds (1) étant compris dans Pintervalle (a,, a,41) et vé-
rifiant Péquation différentielle

=), i=1,2...,1.

(18)

I lr(i % )1'+ C&H ;o

=1 X—a; A(x)

ot 4 =(x—a)(x—ay)...(x—a,) et C est un polynome de degré p—2.
Dans ce cas on peut prendre

)2
Px) = — Y —%
ji=1 x—-a,

qui est bien une fonction croissante sur lintervalle (ag, ag+1)-
7.2, 8i, en particulier, p =2, q, = —1, a; =11) et si nous posons
01=f +1, 0 =a + 1, 'équation différentielle (18) devient

(19) =) —la+p+x—p+all tn(+atp+1)I=0,

') L’hypothése @ = — 1, a; =1 n'est pas une restriction essentielle. Par une trans-
formation linéaire on peut passer 4 un intervalle fini [a1, a;] quelconque,

- LA CONSERVATION DU SIGNE DE 1A I'ONCTION 73

3 réels a, f vérifiant les inégalités o> —1, f>—1. Dans
ar?il;et::;t les racﬁines des polynomes de Jacobi de degré »n ct de

stres a, f- Nous avons

; f—a' ",
k<H __<xn—1n- )
R G2 y

les p
ce cas
param

= aussi
'-_donc f—a < 7,

7S 2
<a+ﬂ+2

7.3. Si (1) sont les racines du polynome de Laguerre de degré n
e par'amétre a>—1, le polynome (6) vérifie I'équation différentielle

(20) $l'" —(x—a—ND0+nl=0.
Dans ce cas, les noeuds sont positifs et nous pouvons prendre
f il
P (x)=1— T
avons Z~ <a-+ 1<CZ*. y ,
7.4. Si (1) sont les racines du polynome de Hermite de degré »,
le polynome (6) vérifie I’équation différentielle

" — 2x]' + 2nl = 0.

qui est bien une fonction croissante pour x > 0. Nous

On peut donc prendre ¥ (x) = 2x qui est aussi une fonction croissante.
Dans ce cas Z <0< Z+.

7.5. Nous sommes encore dans le cas précédent si les noeuds sont
¢quidistants. Soient x; =%, + (@ — 1)k (A>0), i =1,2,...,n les nocuds.

: La formule
I (ey) 1" () i 2n >0, i=1,2,,..,n 1
Uxier) I'(x) i(n—1)h
" lll (xi> n ) d ce
nous montre que la suite —,( ) est croissante, Nous avons, dans
Xt1))i=1

cas, ¢’ = [?_j’ M n+1 11 et

2 2

7 <z +([g]—l)h<xl+[%l]h<z+.

( 8 L. Fejér a étudié [f] trés en détail le cas des polynomes de
J"“CObl,_en précisant les extrémités Z~, Z+ de Pintervalle [Z, Z*].

_ Ainsi, lorsque les inégalités

@1 —1<a=0, —1<=0
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S

sont vérifiées, on peut obtenir un résultat plus précis. En effet, si nousg
supposons que
(la+p+2)x—f+aF0, (a4 p+2)%1—p+ a£0,
nous avons
K — Xy _ L (%15 %41)

g —% o+ B+2)x —8+allla+f+ 2)xi+.1'—“f)) +d)

(22)

ol
Lwp)=(+p+Dla+p+2uwv—0F—a)(a+p+1)u+ )
+(P—=a)—(a+ g+ 2).

Remarquons que L (u,v) est une fonction linéaire de # et de o,
Il en résulte que si »,v€(—1,1), L (u,v) reste compris entre le plus petit
et le plus grand des nombres L(1,1), L(—1,—1), L(1,—1)= L(—1,1),
Mais, compte tenantde (21), L (1,1)=4a («+1) =0, L (—1,—=1)=48(f+1) <
=0,L(,—1)=L(—1,1)=—4(a 4 1)( +1)<0. On en déduit facile-
ment que nous avons L (u,v) << 0 pour — 1< u, v <1,

Nous avons donc L (x;,%,41) << 0, i = 1,2,...,n—1 et la formule (22)
et les résultats du no. 4 nous montrent que Z~ = X, 7+ = X,. )

Les résultats précédents peuvent avoir lieu aussi pour d’autres va-
leurs des paramétres «, 8, par exemple pour g =f=—1. Si —2<
—2 < g, 'équation différentielle (19) est encore vérifiée par un poly-
nome de degré » ayant toutes ses racines réelles et distinctes. Les (1)
sont alors les racines d’un polynome de Jacobi généralisé de degré # [5].
Mais, ces racines sont des fonctions continues de ¢, 8 et les résultats pré-
cédents restent valables si ¢, § différent suffisamment peu de —1, Si
n=4etsigr—2p>—2,0onax—>—1x> -1, x,->1,x—>1et
on en déduit que si ¢, § sont suffisamment prés de —2 nous sommes
dans les conditions du lemme 1 et Pintervalle [Z, Z+] n’existe pas.

9. Dans le cas des racines du polynome de Laguerre on peut aussi

préciser les nombres Z~, Z+. En étudiant la fonction x + - = ¥+
. W (%)
X —aq— 1 .
oz --——, on trouve facilement que
x

=0+ 1 —VaF1<a+14Va+1<2+.

Mais, ces délimitations sont assez peu précises. En effet, en faisant
a——1, nous en déduisons seulement Z~ = Z*+, quoique, comme nous
le verrons plus loin, ici c’est Pinégalité stricte qui est valable. L’équation
différentielle (20) a comme solution un polynome de degré » ayant tou-
tes ses racines réelles et distinctes pour —2 < q. A

Pour —2 <<= —1 nous sommes dans le cas des pblynomes de
Laguerre généralisés de paramétre ¢[5]. Si a= —1, ona x, =0 et x>

=0, 1=2,3..
n
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11
.,n sont 1

_{ et de parametre 1. S
_ 23,...,n, Lorsque a—>~2_, Xy, ¥ fe
o\ 123, 4,...,n vers les racines (positives
Xpg b=

degré n—2 et de parametre 2.
® pour ¢ = — 1, nous avons

es racines du polynome de Laguerre de degré
i —2<aq<—1, onax <0 etx>0,1=
tendent vers 0 tous les deux et les
) du polynome de Laguerre de

C _._.4.1,#¥ = Z— < 1 < Z+ = xz ‘i— 1.

Nous avons don
n—

Pour —2 < a < —1, nous avons

@) _tm—e—=1 _q12..,n

I (1) X
qui est négatif pour i =1 et positif pour ¢ =2,3,...,n Pour 7> 1, nous
ayons
Sy ity i, CrOARL W) rrepg
X1 — % (¥ —a—1)(F—a—1)

e BN o
et nous déduisons que

b F—a)

(5 —a) Xi=2 <0<Zt=X,= :
xz =, P

%y — aq —

~ Liatervalle [Z , Z+] existe donc et est non nul pour —2 <a. On
peut facilement voir que la longueur de cet intervalle tend vers O pour
o> —2.

Disons aussi un mot sur le cas ol (1) sont les racines du polynome

d’Hermite de degré n. Dans ce cas la fonction x + —— = x—l——lA a un

‘ 3 L (x) o 2
maximum égal 3 —1/2 pour x <0 et un minimum égal a V2 pour x> 0.
On en déduit que Z = —1/2 <2 = Z*.

§ 2. Conservation de la monotonie de la fonction

. 10. Nous dirons que le polynome d’interpolation (2) conserve la mo-
notonie de la fonction (plus exactement: conserve la monotonie de la
- fonction f sur lintervalle I) s’il est non-décroissant sur [ pour toute
fonction f non-décroissante sur les points (1). Pour qu’il en soit ainsiil
faut et il suffit que I'on ait F'[f|x]=0 sur [ pour toute fonction f
non-décroissante sur les points (1). L’intervalle I peut étre supposé non nul
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De la formule (8) il résulte que

(23) S =0

=1

identiquement en x. La transformation d’Abel nous donne alors

n=1 n n—I1 i

P [f|x] = z( 5 /z,.)<f<x,+l>-f<x,>> =y (— % h})(f(xm)—f(xf))-

i=1 \j=it] i=1 j=1

Nous en déduisons que le polynome d’interpolation F[f|»] con-
serve la monotonie de la fonction si et seulement si

(24) & =0, ¢ 8B e g

J=1
sur /, ou bien si et seulement si

"
(24") 2 h=0, i=1,2,0..,0—1
J=i+1
sur /.

Si les conditions (24) ou (24') ne sont pas vérifiées, on peut dire
que le polynome d’interpolation (2) ne conserve pas la monotonie de Ia
fonction. On peut alors trouver une fonction S non-décroissante sur les
points (1) telle que le polynome (2) soit décroissant sur un sous-inter-
valle (non nul) de /.

Le polynome %, est de degré effectif 2 — 1 =3, d’ou il résulte
que si F[f|x] conserve la monotonie de la fonction, il est croissant sur
I pour toute fonction f croissante sur les points (1). On démontre faci-
lement que, sous la méme hypothése, F[f|x] est non-croissant respec-
tivement décroissant sur / pour toute fonction f non-croissante respec-
tivement décroissante sur les points (1). On peut donc dire que si F[f|x]
conserve la non-décroissance de la fonction, il conserve aussi la non-
croissance, la croissance et la décroissance de la fonction.

11. Nous avons la propriété suivante :

IL. Le polynome d’interpolation Ff|x] ne conserve la monotonie
de la fonction sur aucun voisinage ') d’un noeud.

En effet, le polynome %, a toutes ses racines réelles et plus exac-
tement le point X, (< x,) comme racine simple et les noeuds x,, %5,...,%,
comme racines doubles. Il en résulte que la dérivée %; du polynome /,
sannule, en changeant de signe, sur les points %, ¥3,...,%,. On voit
de méme maniére que la dérivée du polynome %, s’annule, en changeant
de signe, sur les points ¥, , Xgye0.5%,-1. La propriété II résulte alors, en
tenant compte de la premiére condition (24) et de la derniére condi-
tion (24').

1) Par un voisinage d’un point nous entendons un intervalle contenant ce point
comme point intérieur,

LA CONSERVATION DU SIGNE DE A FONCTION .

Nous avons % (¥;) =0 et le polynom<? hy est croissanAt sur les in-

lles (— o0, %), (%, ) (€t A, est décroissant sur les mémes interval-
tervan résﬁlte,que le polynome d’interpolation F[f|x] ne peut con-
= T laenmonotonie de la fonction sur un intervalle I que si I < [x, x,],
xsr?;?se cette condition nécessaire n’est pas, en général, suffisante,

12. Nous avons aussi la propriété suivante: . ;
II1. I existe un voisinage droit de X, et un voisinage gauche!) dex,
sur lesquels le polynome d’interpolation F|f|x] conserve la monotonie de la

tion. L >
e Il suffit de démontrer que dans les voisinages considérés les poly-

nomes ‘2 hiy i =1,2,...,n —1 sont décroissants,
i=1 ; ' !
Considérons le polynome P; = 'Zlhj (1=i=n—1). Cest le poly-
i=

nome de Lagrange-Hermite (3) qui prend la valeur 1 sur les Crlloeuclls
X1, Xps..., %, la valeur O sur les noeuds x;4q, Fir,..., %, €t dont la
dérivée s’annule sur tous les noeuds. P; est de degré effectif 2n—1 et sa dé-
rivée a toutes ses racines réelles et simples. Ces racines sont les noeuds
et, d’aprés le théoréme de Rolle, une racine simple dans chacun des in-

tervalles
(xl ) x2); (x2> xs) T RE) (xi—l b} xi): (xi-l-l ] xl+2) S0y (xn—la xn)'

Le polynome P; est alternativement croissant et décroissant dans les
2n — 1 intervalles déterminés par les racines de PP

Fig. 1

Sur Pintervalle (x,, #;4,) P, est évidemment décroissant, il en résulte
donc quil est décroissant dans un voisinage droit de x, et dans un voi-
Sinage gauche de x,.

_ La propriété III est donc démontrée. Un examen plus attentif de
Fallure des polynomes P; permet de préciser encore d’avantage la pro-

'Y Un voisinage droit (gauche) de x est un intervalle (non nul) ayant le point x
comme extrémité gauche (droite),
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priété. Désignons par EN <& < <&, les n—2 racines différentes
des noeuds du polynome P.. Posons

n; = min (gD, 04D | E-Dy =1, 2., n—2

y; == max (g, ERn s 1o SR o 511223, e ot =il

Nous avons alors x; <y < x,, %, <3y}, 7 Ewe gy =, 28 g —=2
xn_l <771z—1 < Xno

Désxgnon§: par I, Pintervalle [1;1.,117:.] lorsque 7 <y =2,3,..,'n—2
et posons aussi /; = [x(, u], L,—1 = y_,, x,). Alors le polynome d’inter-
polation F[f|x] conserve la monotonie de la fonction sur tout intervalle
I, qui existe, en particulier donc sur chacun des intervalles TigunlyLy .

3

Remarque. Le polynome P, est analogue au polynome de Lagrange-
Hermite Q de degré 2n—2 qui prend la valeur 1 sur les noeuds XysXn,
.+os %7, la valeur O sur les noeuds x,,y,%40,..., %, et dont la dérivée
s’annule sur les points %, xy,..., Xy, %4 syveey X,. Le polynome Q in-
tervient dans la démonstration du célébre théoréme de séparation de
Tchebycheff-Markoff-Stieltjes (voir, par exemple, G. Szegd [5]).

Le polynome P; est croissant pour x>x,, le coefficient de x2:-!
dans ce polynome est donc positif. Cstte propriété s’exprime par les iné-
galités

3 M)
=113 (%)

Par suite de (8), pour / =, le premier membre de cette formule
est égal 4 0,

<0,i=1,2,...,n—1.

13. Nous allons examiner le probléme de Pexistence des intervalles
I; (pour 1<Ci< n—1) dans quelques cas particuliers.
Nous avons le

Lemme 2, 8/
f
YR (x)<<0,i=1,2,,..,n—1,
=1
il existe un woisinage du point x, sur lequel le polynome d’interpolation
(2) conserve la monotonie de la fonction.
La propriété résulte immédiatement de la continuité des polynom .
il
Yh,i=1,2,...,n- 1 et de la condition (24).
j=1
Nous avons aussi le
Lemme 3. 8 nous avons

(25) Ry () << 0, A, (%) >0

e R TR 9
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et si la suite
(26) H (%0)> ho(x0)s-es B, (%)
‘iaqtt 3 eut trouver un voisinage du
' une (seule) wariation de signe, on p i
?;?:;ni: suy E’eguei’)le polynome d’interpolation (2) conserve la monotonie

e la fonction. ! '
it IREJ; effet, soit % le plus grand indice pour lequel %, (x;) <<0. Nous
gqvons 1=k=n—1 et

p () |

=0, pour j=1,2,...,k,
=0, pour j=Fk+1, k-+2,...,n.

Compte tenant de (23) on en déduit

$ 0 (30) = i (50) <0 pour i =1,2,..., 4,
-1

S ()= — % K (5) = — B, (x) <0, pour i=h+1,Ek+ 2., n—1

i=1 j=itl
et le lemme 3 résulte du lemme 2,

14. En utilisant les résultats précédents, examinons 'lq conservation
de la monotonie dans un voisinage d’une racine de la dérivée du poly-
nome /. } :

Supposons donc que & soit une racine du polynome !’ et formons
la suite (26) pour x, = ¢£. Compte tenant de ' (¢) =0 et /(&) 50, nous
avons

e (s [P ) 2 20 ] g
RS ) @—xmrwmdrwo e (LR

et
: Plx) 2 1. = ol )] _
= sgm<@=sgL%M) £_~%] g (x; asgp~»@f SUNMJ
=%W*©%P+@—Sﬁ’l-+i=hbum
3 : i=1% — Xy

Compte tenant de (11) et x; <7&<Cx, on déduit que les conditions
(25) sont toujours vérifiées. Mais, la suite -

xl-—fj x2-53°‘-> x,,—S
présente exactement une variation de signe. Il en résulte que
IV. Si & est une racine de la dérivée du polynome (6) er si

(29) 2 4 (%, — 5)'1_'\,(3{;2 =0,5=1,2,...,n
€D, g
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il existe un voisinage du point & sur lequel le polynome d’interpolation
F[f|x] conserve la monotonie de la fonction.

15. De P’analyse précédente il résulte que, pour # = 2 et pour # — 3,
la propriété suivante este vraie

V. Le polynome d’interpolation F[f|x] conserve la monotonie de Ig
fonction dans un voisinage convenable de chacune des racines de la dérivée
I'" du polynome I.

D’ailleurs, si # = 2, nous avons

B gy = 0—x) (x—x;)
: ’ (% — 2,)?

et le polynome d’interpolation F[f|x] conserve la monotonie de la fonc-
tion sur Pintervalle I si et seulement si I =[x, x,].

Pour n =3 la propriété V résulte du fait que, dans ce cas, la suite
(26) pour x, = ¢ présente exactement une variation de signe, quelle que
soit la valeur de 7,(£). On peut, d’ailleurs, démontrer par un calcul di-
rect que /% (¢) + %, (§)<C0, dans ce cas.

Considérons encore le cas 7 = 4, les noeuds étant symétriquement
distribués, donc x; 4 x, = %, + x;. Sans restreindre la généralité du pro-
bléme, on peut prendrex; = — 1, ¥, =—p, ¥ =g, %, =1, ol o est un
nombre positif <_1. En effet, par une transformation linéaire, qui con-
serve toujours la monotonie et la symétrie de la distribution, on raméne
le cas des noeuds quelconques au cas x; = — 1, x, = 1.

Un calcul, qu’il est inutile de reproduire en détail, nous donne

J ; 22— (x2—1
hl -+ hQ = (__TQ_)_(_&S_E
4¢° (1 + o)

Les racines du polynome /' sont — \/ﬁ;— 1’ 0 et .\/ﬁg_i .

[7(‘92 + 30+1) xz——(394 + 903+ 1192 +- 90 + 3)].

211 2 L1
Pour ¢ = —\/Q;—L et pour ¢ = '\/9—;2'_—1— nous avons

: ) 1 — )4 (02 5 1
JORLCEE ggogiliog)Jr ) <0

et pour £ =0 nous avons
_394+993—|—1192+9g+3
4o(1+ )

AGERAGE <.

Dans tous les cas les conditions du lemme 2 sont vérifiées pour
Xp = £,
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Il en résulte que la propriété V est vraie aussi lorsque n=4 et

fue A e
les noeuds sont symétriquement distribués ).

16. En vertu de (7) nous avons

i
24 (e, —¢ l,—(x—i-)z 149,08, i=1, 2,...,n.
I (x0)
Mais, lorsque les noeuds sont normalement distribuésdpar lr:plzggf
4 un intervalle (no. 5), nous avons o; &>0,i=1,2, d s 7 1E(l)nc ros ok
galités (29) sont, a fortiory, vérifiées. Nous avons donc prop
suivante ‘ |
V1. Si les noeuds sont normalement distribués par rapport a un in-

tervalle, le polynome d’interpolation F[f|x] conserve (le s1gne;l et andSI)
la monotonie de la fonction dans un voisinage convenable de chacune des

racines de la dérivée I' du polynome I.
i i inégalité ) ds sont
Examinons aussi les inégalités .(29) dans ’le cas ol les noeu
les racines du polynome de Jacobi de degré n. Puisque — 1<<E<1,
dans ce'cas nous avons :

: a 2x;— B8+ a
24 (i) ) 24—y LA

qui reste compris entre

2—ftat@tDn_(1—pA—m)+0+a)(l+x)

1—-x{ 1—xl

2+f—a—(a+pf)x _(A—a)(+x)+A+70—x)
1+ x ) ek

On voit que si —1<Tg=1, —1<Cp=1, les inégalités (29) sont
vérifices. Il est facile de voir que ces inégalités sont vérifiées méme si
—l=a=1, —1=p=1. Il en résulte que nous avons la propriété sui-
vante :

VII, Si les noeuds sont les racines du polynome de Facobi de degré n
et dont les paramétres vérifient lesinégalités—1 =a=1, —1=8=1, le
polynome d’interpolation F[f|x] conserve la monotonie de la fonction dans
un woisinage convenable de chacune des racines du polynome I'.

§ 8. Sur quelques autres problémes de conservation de Pallure de la Sfonction

par interpolation i

~ 17. On peut chercher a étudier la conservation de la convexité (ha-
bituelle, c’est-a-dire d’ordre 1) de Ia fonction par le polynome d’inter-
polation (2). ' o kot i S0

!) Le probléme si la propriété V est ou non vraie en général reste i résoudre.
Anale—Matematicd 6
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— 1
La définition de la conservation par F[f|x] de la non-concavité

d’ordre 1 est tout & fait analogue 4 la définition de Ja conservation de
la non-négativité et de la non-décroissance [3].

Si le polynome d’interpolation F[f |%] conserve Ia non-concavité
d’ordre 1 il doit conserver aussi la non-convexité d’ordre 1, Mais, 1a
fonction f—=x est en méme temps non-concave et non-convexe d’ordre 1
sur n’importe quel intervalle. La fonction F[x|x] doit donc se réduire
4 un polynome de degré 1. De (3) il résulte alors que le polynome

Flx|x] = x— f‘, k; doit étre de degré 1. Clest impossible puisque le coef-
ficient de x%—1 dans ce polynome est égal a

n 411
30 >0,
(30) El Fee

Nous avons donc la propriété suivante :

VIIL. Le polynome d’interpolation F[f |x] ne peur conserver g non-
concavité d’ordre 1 de la fonction sur aucun intervalle (non nul).

18. Lorsque nous étudions Ia conservation par F[f |x] du signe,
de la monotonie ou de la convexité d’ordre 1, Ie fait que nous supposons
la fonction f définie seulement sur les points (1) n’est pas une restric-
tion essentielle. En effet, une telle fonction peut toujours étre prolongée
sur n’'importe quel ensemble linéaire contenant les points x,. Si donc

nous supposons que 'ensemble E est quelconque, nous retrouvons les
résultats précédents.

19. Enfin, nous pouvons poser les mémes problémes de conserva-
tion de Pallure de la fonction pour des polynomes d’interpolation diffé-
rents du polynome (2) de L. Fejér. Dans un travail antérieur nous nous
sommes occupé, en ce sens, du polynome de Lagrange [3].

Considérons ici le polynome d’interpolation de G. Griinwald [2]

o ix) P
G[f|x]= E} f (%) [m}

qui est étroitement lié au polynome (2) de Fejér,

Le polynome d’interpolation G [f|x] conserve (évidemment) le signe
de Ia fonction sur tout intervalle. Pour qu'il conserve aussi la monotonie
il faut qu’il se réduise & une constante pour la fonction f = 1.
G[1]x] est un polynome de degré effectif 2n—2=2 puisque le coef-
ficient de x-2 est encore ¢égal 4 (30). Nous avons donc Ia propriété
suivante :

IX. Le polynome d’interpolation G [f|x] ne peur conserver la mono-
tonie de la fonction sur aucun intervalle (non nul). :

Cluj, le 20 novembre 1961
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LINOMUL DE INTERPOLARE
PRA CONSERVARII, PRIN PO
:f,ULUI L. FEJER, A SEMNULUI §{ A MONOTONIEI FUNCTIEI

Rezumat

ie f=f(x) o functie reald, de variabila reald x, definitd pe o
:mul';i:;lee l{niarjfii(c)are contine punctele, sau nodurile, (1). Se consideri po-
linomul F[f|x] al lui L. Fejér (2) care este primul termen in expresia
'l'%ﬁ;?mului de interpolare (3) al lui Lagrange-Hermite de gradt_:l 2n—1
:i?élativ la functia f si la nodurile (1). Polinomul F[f|x] conservi semnul
functiei pe intervalul I, daci este nenegativ pe I pentru orice f nenlle-
gativ pe punctele (1). In prima parte a lucrdrii se reiau gi se comple-
teazd unele rezultate ale lui L. Fejér (1). Se arati ci se pot construi no-
durile gl) astfel cd F[f|x] csi.;t nu conserve semnul functiei pe nici un
T (diferit de un nod). -
imer‘i"ol{ngmil F[f|x] conservdi monotonia f\J{lC'l,‘lel pe I daci el este
‘nedescrescitor pe I pentru orice f qedescrcgcgtor pe punctele (1). Se
aratd ci F[f|x] nu conservd monotonia functiei pe o vecindtate a unui
nod, dar ci existi o vecinitate dreapti a Iuj %, §i 0 vecindtate stingd a
lui x, pe care monotonia este conservati. Daca ¢ este o ridicind a de-
rivatei polinomului (6) si daci condigiile (29) sint verificate, existd o ve-
‘cindtate a lui ¢ pe care monotonia este conservati de citre F[f|x]. In
] gi ular conditia (29) este verificatd dacd nodurile (1) sint normal dis-
‘Eggtmte, sau dacd ele sint rddicinile polinomului lui Jacobi de gradu) »
- de parametri ¢, f cu — 1 < @ f=1.
~In ultima parte a lucririi se examineazi citeva alte probleme de
conservare a alurii functiei prin interpolare. Polinomul F [f|x] nu poate
conserya neconcavitatea de ordinul 1 pe nici un interval. Polinomul de

interpolare al lui G. Griinwald [2] nu poate conserva monotonia pe
nici un interval.

O COXPAHEHHMH 3HAKA U MOHOTOHHOCTH ®YHKIIUU
[IPH MHTEPIIOJISILIMHM [IOJIMHOMOM L. FEJER-a

Kpatkoe conepxanne

Ilyers f = f(x) neficreurensuas (bynkunsa neficrButensHoro nepemes-
HOro x, onpefienéHnas Ha JIHHEeHHOM MHOXXECTBe, COfepKalleM TOYKH Hiu
yaqsr (1). Paccmarpusaercss mosmmon F[f(x)] L. Fejér-a (2), asmomuiics
LIEDBBIM YJIeHOM aus BLIPAXKEHHA HHTEpPHOMSIUOHHOrO mosrHoMa (3) Jla-
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rpamxa-dpmura, (2n—1)-ii crenenn OTHOCHTENIbHO (DYHKUHY f 1 yauop (1).
[onunom F[f|x] coxpausier anax (DyHKuME Ha BHTepBame J, ecan gy
ABNACTCH HEOTPHUATENBHBIM Ha [, A8 M1060r0 HEOTPHLATENIBHOTO Ha £ 1y,
kax (1). B nepsoii wactu paGoTsl BHOBE paccMaTpHBaOTCa U AONONHAOTC g
HEKOTOpbIe pesyabrarst L. Fejér-a, Yxaswpaeres BO3MOXKHOCTD NOCTPoenpy
ysnos (1) rak, urobut F[f|x] me COXpaHsana 3HaK (QYHKUMH HU Ha OLHOM
uHTepsane | (otamudoro or ysna), . e

[Tosmuom F[f|x] coxpamserT MoHoTORHOCTS GYHKUHH HO I, ecqu oy
ABASIETCS] HeyOuIBAIOWAM Ha [ ana mioGoi HeyGuiBaoWed f Ha Toukax (1)
IokaseiBaercs, uro F[f|x] ne coxpansier MOHOTOHROCTE GyHrnnn B okpecr..
HOCTH HEKOTOPOro yana, HO cyliecTByeT npabas OKPECTHOCTL X; M Jlepag
OKPECTHOCTD &, I/Ie MOHOTOHHOCTb CoXpaHsieTcs. Ecap § — KOpeHb mpoug.
BOIHOro mogiHoMa (6) u ecs ycnoBus (29) ynosnersopsiorces;, to cyluec-
TBYET OKpecTHOCTh &, rae F[f|x] coxpanser MOHOTOHHOCTL, B wacthocry,
yenosue (29) ynosnersopsercs, ecman ysaul (1) mopmanbho. pacnomnoxeny;
HJlH €CJIH OHH SIBJISIOTCSI KOPHAMH MOJHHOMA SIK0GH n-0H crenenu or ng.
PaMeTpoB a, B, rae — 1< q, A< 1. T :

B nocneameli wactu pacorw paccMaTprBalores HeKOTOpbe Apyrue
3alaun CoXpaneHus BuAa GYHKUMM npH uHTepnoasuny. ITonukom Flf| x] ne
MOXET COXPAaHHTb HEBOTHYTOCTh MEPBOro NOpAJKa MU Ha OXHOM HHTepBade,
Hurepnonsnuonnsiii nonnroy T, Fpioasanbna [2] He moxer coxpanuth
MOHOTOHHOCTB HH Ha OJHOM HHTepBaJe.




