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1. In lucrarea [1] prof. Tiberiu Popoviciu di un procedeu de a
construi polinoamele P,(x) de grad m=1 (¢ - 0,1,....,m) care au pro-
prietatea cd dacd functia f(x) definitdi pe multimea de puncte E—

= {%,,% ,...,x, ) este convexd de ordinul #» pentru toate valorile Iui
n=—1,0,...,m— |, atunci polinomul

m
(1) P(x) = 3 f(5) P, ()

i=0

numit in [1] ,,polinom de interpolatie’* al functiei f(x) este convex de
ordinul »# pe intervalul I = [a, b] (a < b). La finele punctului 14 din lu-
crarea citatd se definesc anumite polinoame ,,minimale® de interpolatie
alese printre polinoamele de interpolafie mai sus amintite si se deter-
mind polinomul minimal de interpolatie (1) in cazurile m = 1, m=2, cu
noduri oarecare (se presupune intotdeauna x, < x < ...<xm) si in cazul
m =3 cind % + x, =x,+ ;. In Nota de fati se determini folosind
procedeul indicat in [1], polinomul (1) in cazul m =3 cu noduri oare-
care, apoi se di — folosind iardgi procedeul prof. T. Popoviciu — un
procedeu cu ajutorul cdruia se poate determina polinomul minimal de
interpolatie P(x) din (1) — care se va numi prescurtat polinomul P (x)
— pentru orice m si orice noduri x,x ,...,% .

Procedeul indicat de prof. T. Popoviciu este cuprins in formulele
(15) si (17) din [1] si constd in urmitoarele:

Se considerd expresiile:

) S (M=0; S, (%)= _,_i P,
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it m s—I .
S_‘,r.(x) e E P, (x) £1 (®, —x_,)» (F=2 10 5}
(z—%. )+
(3) LR 1 " i—1
S:'+I,:'(r) =i g 2 P, (x) gn (, —%)»
7 [z —a) 74
v=0
— = (x—a)y
= ("—f) —_— (") "o j— — ==
& = 01 gornu i)y
.oy o .
cu conventia ca in cazul j =0, suma 15_,‘ si se inlocuiascd cu zero §i
v=I0
i (xi a:)f-*,ﬂ
5 Po(x) =8, .(» s ety
( ) x(x) r-l—l,l( )+ jgﬂ A (1‘__7]')!
fn toate aceste expresii i=0,1,...,m—1. _
Daci se cunoaste P (x), P,_, (%)5..., P, (x), atunct se deter-

mini P, (x) in felul urmdtor:
1. Se determind pe S, (%), S, (x) cu ajutorul lui (2), iar S, (%),
Sy (®)s o5 Spp 4 (%) cu ajutorul lui (3).
" 2. Se determini dgies Ay esvs Apy €8 ajutorul lui (4).
3, Se determini P,(x) cu ajutorul lui (5).
Se ia P, (x)= o (x—a)"unde o este 0 constanti pozitivd si se de-

termind succesiv P, _, (%), P, _,(x),..., P(x), in cate caz (1) di poli-

nomul P(x) in chestiune.
2, Se va determina mai intii po

noduri x,, ¥, X,, X3 oarecare. el
Se va lua deci P,(x) = o(x—a)® si se va face matintil 2= 2,

(2) dd in acest caz

linomul (1) in cazul m=3 pentru

Sn,z (JC) =0, S|,2 (JC) =it P3 (x) ’
iar (3)

%A@:—?:%&uxaﬂw=
A

(23— %) (23 — %1) Py().
(22 — xo)_(x2 —x)

Cu aceste expresii (4) dd

2 = sup (SO (x) — S (x)) = 6su (g — %) (B3 —%2) (.,
0,2 fEIID ( A (x) 3,2 (\')) L)xE? (%y — %) (xz—-x]) ( ) s

o =00,
dygrratp] 8y o (8) — 8, (%) — dylx—a)] =
=3¢ - sup [(x2+-x3—xumx1)(x—a)2—2(x3—x,)(b—a)(xﬂa)].

(% — %) (%, — %;) =€1
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Daci se inseamnd pentru comoditate

M x—a=(b—a)u
atunci
Ay, =30 Ha (b —a)? sup O (u),
: (%2 — %) (% — %1) ugl0,1]
cu

O (u) = (% + x3 — xg — x1) ? — 2 (%5 — %) u.
Se va considera o functie @ (u) de variabila u, continud pentru
u€[0,1] si a cirei variafie in acest interval este datd de tabloul I,
TABLOUL I
7 57 0 u L

p'w) | — 0 il
@) | @) + @t (1)

Daci (1) > ¢ (0), atunci max g (u) =g (1) =¢(0) + ¢ (1) — ¢ (0),

u€f0,1]
jar dacdl g (1) = ¢ (0), atunci max ¢(u)=gp(0)=p(0)+0, 252 cd in ambele ca-
u€l0, 1]
zuri max ¢ (u) = (0) + F[p (1) — ¢ (0)], unde s-a insemnat
u€[0,1]
1 x daci x > 0.
(€) Flo) =g+ {Odacﬁxgo.

Evident cd dacd ¢ (u) este monotond pentru u € [0,1], relatia de mai sus
se pistreazi. Agadar, dacd funclia ¢ (u), continua pentru ué€ [0,1] este
monotond in acest interval sau variazi conform tabloului I, atunci
max ¢ (u) = @ (0) -+ F Iq)(l)—(p(O)]

w€(0,1)
De altfel, este evident cii daci polinomul Q (x) indeplineste con-

ditiile cerute mai sus functiei ¢ (¥) si Q (0) =0, atunci si polinomul

R(u) cu R’ (#) = Q(u) indeplineste aceste conditii. Se deduce de aici ci

polinomul Q u)= Y e cu a =0 (G =12,...,n— 1) indeplineste

i=0
aceste conditii (ceea ce apare de altfel evident folosind teorema lui
Descartes pentru Q' (u)). Asadar:

a) Daci polinomul O () = Eﬂ a,u' este monoton in intervalul [0,1]
i=o
sau variazi conform tabloului I (cu Q(x) in locul lui ¢(u)), atunci

(9 2) g O jal=pnax Q(u) = Q(0) + F[Q(1)—Q(0)].
b) Dacd in particular ¢, =0(:=1,2,..,n — 1) aceeasi relagie are loc,
¢) Daci ¢, =0(i=12,...,n—1) si ay =0, atunci

(9c) “selgg”Q(u) =F[Q(1)]=0.
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Or, Q,(#) indeplineste conditiile b), aga ci

—a iy Flxg 4+ % — xyg — x3) (b —a)?.

% (o — %) (% — 1)

A1,2

x —.a)?
Ay 5= SUD [Sog(x)S”(x)H)LM( )—ﬂlz(x-—a)]:
1 x61 s £ Ck 2 ]
(10) (b— a)f
— ¢ sup 0, (u),
(3 — x0) (% — %) w1010

unde O, (u) = (x5—2x) (x3—2x1) u3— 3 (x5 — x1) (x5 — x,) Wt

—3 (¥3—x,) F (x4 x,—xy — x3) # indeplinegte conditiile c), asa ci

b—a

(1) dyy=—0C=  pran) (= + 3m— 20) —

(25 — o) (23 — %)
— 3 (23— %) Fxy + xp— x5 - x3)] .

Se deduce deci din (5) cu expresiile (6), (10) si (11)
P, (%) = S5 () +’1°2 — )+ A, (x— a) 4 Ay, —

= ._){ = M;?i (x_a)a+3(ﬁtx1)txﬂﬁ(b_a)(x_a)z+
(%2 — o) (% — xy)

(wa—x)(x2—x4)
X3 — Xy

+3- F (%) + % — xo—%3) (b —a)? (x — a) +
(25 — xp) (0 — 1)

_ =8P ) (et By — 2
(x—2x0) (%p—x4)

—3 (x3—a5) F (% + % — % — x.m}- :

(12)

Se va face acumi = 1. In acest caz (2) di S, (x) =0,
8,1 (#) = = [Py (%) + Py ()] = {Wznxsz(

( ) ( ) (2 — xp) (25 — %y)
Byl \e—a) vy g U
o (xa—2%0) (¥3—%1) i

x —a)p—

—i- };ﬁ-ﬁ;xd (%) 4 X —— %o — %3) (b —a)? (x—a) —

& —(foﬂc:)— o Fllrs—)(— 503,22 —3(x4—1) F(x1+x2gxukx3)]}, ;

Sy (8) = (0l Pol)-+ (re—o) Pl = {%‘fjm (v—a)—
o T

—3— "% Py, + x,— %) — %3) (b—a)? (x — a)] —

(2 —x0)(2%—21)
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| St

Y=, 3
(B—aP Py (oot Bty itg)—A{sts—ty) Pl +x2‘—xo—x3)}:

xl'—xo) (xz"——xj)
aga ca
Aoy = SA'E'IIP (Si1 (%) — 8y (%) = 3¢

X Seﬁlpl] [x3 — 2 + F (x; + x; — x5 — %3) — (

(b — a)? (x3— x,)
(%61—x) (3—2x0)
X3 '_'xl) (1 ' H)E]:

b—a)? (x3—x

Aoq = 305”1“‘)0)(( E 2}[ ¥y — %1+ B+ 2 — % — x3)],
13 A= SUP( S3,4(%¥) — 29,(x — a)]=¢ (b—a)? s:%qug{u), cu

O4ut) = (xs—xo) (%3— )u3—|-3 (x3—;) (¥3—x5) 2219 X3—Xp| XX +

) (%1—20) (%—2x,) (%1 —20) (23— X%l XXy
= IS e O F(xl-’r‘xz—'xo—xa)} u—+
(xa—20) (% —2))
1
- F(x3—x;) (— %y + 3%, — 2x3)—
(%—2p) (26— 2y)

—3 (x3 — x) F (%144, — %9 — %3)]

asa cid dacd x; + x, —x; — ¥3= 0, atunci
0,(0) <0y Oyl =3t ot B1—2a) .
" (op—20)(20,—xy) -
iar dacd x, + x,— x;— %3 > 0, atunci
! X3—X%
Q3 () =3 (xl__;o)(x;_xl) (1 —u) [(x3 — %) 4 — 20 + 2x; - x3] .
Conditiile (9 a) fiind indeplinite, avem deci
1

p = Y 3{(351--”0) (2y—x1) TRt A ) —
14 — 1
i) — 3(xg—2xy) Fioe, +xy—x0—2x35)] + e F[ (—x2—3x2 +

(%—o) (%g—21) [ 21—

43y a0 % Xy — 20 X5+ 35y X3 — X, x3)+3 F(x1+x2—x0—x3)]} .
(5) dd deci cu expresiile (13) si (14)
Py(x) = S8,1(%)+ 2g,1(v—a)+ 21,1 = {(—:ﬁﬂ)(ﬂ_—xz) x—a)? —

(20— xg) (x,—xy)
—a) (x;a}z+3[(_xm1%
(26 — %) (¥,—%)

_3 (23— 3_352;
F (x4 5y—o—xy) | (b—a)(v—a) +

() (%, —
(18)  wew;

(%—%) (xz_x_)

1 1
_Tas F’ (—x2—3x2+4-3x, %, + x, £,—2%, %, +
(%g—%p)(¥p—2%1) [ %—%

+ 3%y X3 — %y %5) +3 Flo; + x5 — xc——xa)] (b— a)3} =
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Se va face in sfirsit i=0. In acest caz (2) di S, (x) =0,

< [x) =0 [(xS_xl}(xSfx2} (b— x)3ﬁ(b-—a)3 {(xii"_kxl)('?"ii:_x_) =5
o (91— %0) (¥a— o) (31— %) (X2—%o)
bl P[lr—x) (ot 35— 25—

(25— 2x0)(xp—21)

—1 1
—3 (wg—2xp) Flxq + 25— x0—x3)] + i F[ (—x—
(%g—2x0)(2%3—2%1) | X1—Xo

— 30243, &, 1% X,;—2% X, 3%, X5—X, %) 3 F(x, +x2—xﬂ—x3)]}] .
aga cd (4) da
(205—21) (x3—x3) 1 o
(xl—x(,)(xz—xn) (22 — x0) (%2—x,)
(16) X F [(:c3-—x,)(—x0—|—3x2—2x3) —3(x3—x3) F (%) +x;—x9—x3)] +

i X3—Xs E L ot xg—Bxf 4-3x, %, 4%, x, — 22, X, +
Y —" ) P

lo,o= Sup [—Si.o<x)1=9|
x€l

+3x1 x3—x2x3)+3 thl+x2—xn—X3):[} (b—-a)3.

(5) di deci cu expresia (16)
(17) Py(x) = S1,0(x) +200= Q(ig;xl—)()‘:i_—x_?) (b—x)3.
(x1— %) (x2—%o)
Dac# in expresiile P;(x) = ¢ (x—a)?, (12), (15) si (17) se face p=1,
Xo+ X3 = %1+ %, , se obtin expresiile Py(x)=(b—x)3,
P, (x)= — (2k+1) (b—x)3+3 k(b—a) (b—x)2+(b—a)® F(1—k),
P,(x)= — (2k-+1) (x—a)*+3k (b—a) (x—a)* + (b—a)® F(1—P),

cuk=""%_%"" dgate in [1].
Xo—X| Xog—X1

3. Se va indica acum un procedeu de calcul al coeficientilor 1,
din (5) pentru m oarecare §i Xp, ¥{;.-+5 ¥m iardgi arbitrari, Pentru co-
moditate se va face coeficientnl o din expresia lui P, (x) egal cu 1,
asa cid P, (x)=(x—a)". Dacd o1, se deduce din (2), (3), (4), (B) ca
polinoamele P; (x) se obgin inmulfind cu o polinoamele P, (x) obtinute
in ipoteza p=1.

Daci se inseamnd

S =Ly ot )5

A = e
Am (JC) = P.'u (x) = (x—a)’”,

(x—a)i_f

(18)

atunci (3) si () dau
(19) P, (x) = A, (x)— i (3 —%0) (65— %1) - - ‘,(ff_:ﬁ—_np (x) .

i5et (g —xg) (%— %) . (% — X1—1)
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Daci se inseamnd mai departe

P
(20) y(x)= I (x—%),
atunci . ( )
m—i U' X :
P x) = m—s ’"—sz o I 1:03'[,,.,’ —].
(1) P =3 % () - ( m—1)

m—F

Relatia (21) apare ca evidenti, daci se observid pe de o parte ci (19) da

(xm_'x(}) (x.'uixl) T8 (xm__'xm#E ) P ("C} i,
m\v] =
(xméi —x(]) (xm—l_xl) L g (xmfl_“xm—z)

g (V) = Amfl(x) &

(xm'—x(l) (xm—xl) Y (xm—xm—l)
— A 3= Xl = = = Pm =
- (") I (xm-—l_xﬂ)(xm—l—xl) m (xf”—l '_xm—E) (x.'nfl_xm) ( )
I [%:)
— Am_ x + TwNTml L
1( ) :n(xm—l) P <x)’

asa ci (21) are loc pentru z—m—1 (pentru i=m este evidenta), iar pe
de alta ci dacd se presupune ci (21) are loc pentrui=m, m—1,...,m—p
atunci tot (19) da

Pm*pfl (x) == Am*p—l (JC) =

- i (xj_x{l) (x}";xl)-_"(xjﬁxm—p—Z) P. (x) —
f=m—p (xm—p-l_xﬂ)(xm-p—l *xl) %8 (xm—p—l'—xm—pfz) !
— A, (®)— % I G V1 € 1)« (%) —Xm—p—z) 5

j=m—p (xm-—p—l‘_xo) (xm—p—]_xl) AL (xm—-p—l_'x.'u—p—ﬂ)

m—i 7' Xm—s
E m—r( 7) Am—s (x) = A,;,~11—1 (x) -

s=0 H,m—r (xf)
— LE‘A (x) mij ) (xj_x(}) (x] -xl) A (xj__xm#piz) II:fa—r(xm—:)
=0 " s

j=m—p (xm*pml - x())(xm#p—l _xl) Siepe (xm-p-I"'—xm-—p—zll) TI:,,_, (JCJ.) ’

asa ci spre a dovedi cd (21) are loc pentru i=m—p —1, este destul de a
stabili ci

e @em) i) (g —Fmpd) I, (%)
S (Bmmpet=—%0) Bt —%1) o+ + (Bpmpt—%—p—2) 1, (%)
_ H:Hﬁr(xm_r)#.
11 :”_s(xm_p_l}

Or, aceastd relatie se scrie
m—s 1
s=m—p—1 11" (x})

$i se obtine penfru 2= Xy—p—1,22= Xp—ps-++» &= Fp—st2 =Fpn—s din
relatia

= 0: cu /1 (x) = (x % xm—p—l) (x'—xmvp) Lk (x_xm—s) ’
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i 1
o=1 H'(zﬂ)

care este o identitate elementard bine cunoscuti.
Se deduce deci din (21) si (18)

(22) —0 cu II(2) = (2—3,) (s—2y). . . (3—3,) ,

(23) Py(x)= Z C, ;(*x*' ) (F=0,1 50, s m—1),
unde
" .. $n—s)
24 Cu = ;Im—ﬂ'—s LY7o, om—s " ,
(24) 8 En i, _(x)

cu conventia de a inlocui pe 1,—g— 6 mu—s Cu zero cind m—o—s5 <0,
(2), (3) si (23) dau asadar

m —q)e ™ o (p— g m
Sutn=— § = $ g, - § =2 £ g,
=i+l gl ol =i+t

m (x—a)r 2 (x—%— {)(xj Xi—p) -« (xj_xf—s+])c

Ss.f (x)= = E o,/

(25)! o=0 ol =it (ap—wy—yg) (0 = Xp—g) o o o (Xp—%p—s41)
=285 5.5 )
Sii1,1(x) =— i (x—a)’ ’\;"] (%—2o) (xjfxl) o (% = %) "
| =0 gl =it (xi—_go) (% — xl} . (xf )

Se deduce deci din (4) si (25) (in care se inlocuieste indicele j cu u si
se face apoi s=7—j)

n x—a)® (i—j) n S Xy =X X — X
‘1“:";";}’ [* y (( ))V, (u—27—y) (Xu—%1—5) « o« (% i+1)CM+

o=0 o! w=iH (2 —2—g) (%—%3—g) -+« (¥1—%41)
m ( (=) m (e —w VM — xe o). (X —x, I (x—a J—n
+ E( )r} ) ( [ f l( u [} 2) ( [ O)Cg,“— E 2””_7)_1
a=0 a. F=1+1(xf——xf__]) (xf—xf_2) e (xi—xa) n=0 (] = ,H) .

cu conditia ca in cazul j=i—1 si se inlocuiasci cu 1 expresia
{f_g_%“xf—ﬂ(xu—xt—z) e (x“—xji) ;
(o0g—x— Nox —2—2) « o« (=4 1)
Dacid se inseamnd
(20u— %)) (Fu—2%j—1) . . . (Fu—%0)
(=) (r— %j—1) - - - (Br—%0)
asa ci
(26)
(=27 =2y 1)- (Fu—>0)— (%1 — 2 (26— %j—1) (X1 — Xp)

I(xlﬂxf 3K j X150 ':x()) =~ 5
X —x;

. (xll_xf) I (xj s X3 Xj Xj—ps e ..,xo)
i 2
(i) (B1—5j1) + - - (31— o)

s¢ Inlocuieste in expresia lui 2;, de mai sus pe C,,, cu expresia lui (24)
si se tine seama cd
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m M=t m—i—1 m—s

E E Cop = E E cu,y1

p=i+1 s=0 s=0 p=i+

atunci se obtine

m x_a)cr)(l—j) wm—i—1 ¥
lj,{ = §up [E (('F Z(] Aip—a—s > m—s 1 p—s (xm—s) s

281 | o=0 g! i=
¢ Wt (ot Xp—%i=) 5os (K1) L0 %03 X5 Xippnion¥a),_
u=r+1 (23— )(%1—%1—2) - . (%3—20) i, (x)
fi=] x—a)i—# . .
2% H(— L ] G=0,1,...,i—1),
=0 (=) !

) m (x—-a o m—i—I1 . 5
Al — SUEE) [ E T _—) E Am—a—s, m—s 41 m—s (xm—s) X
X

a=0 a | s=0

i (o= w) (R — %) - (B — Xo) _E‘ g

¢ - bt —
i (%r — %p—1) (% — Xp—p) « - « (%) — %) T u—s (%) iZo (f—p)}
adici _ .
A= sup[ fj ((x——-a)"’)(’_fz (e U B R m—s(xmus__x[]) e (xm—ﬁ‘_xm—si—ii)aj.mu
e s e 50 (2—20) (—21) « + « (¥—2%1—1)
i—1 __qg)i—n
(27) P ol —}
e (G—uw)!
)hf'f e [ m (_x__a)a m-—zi—vl lmﬁo_h e (xm_s—xo)...(xm_s—xm_s_,)
* [d<g ol S (2y—2xg)(2xy—21) « - o (2y—21—)
28 : .
(28) R
» 2 Ayt (2 )_] ’
=0 —‘L{ H
unde ¢
s Ay, X5 %, %1540 -5 %0) 4
Cere1—2%0) -+« (B4 1—2)(Fa1 — Xp42) oo (B4 — Xs)
(29) + mis' - I(xu,x,;xf,xj_l....,xn) ,
poi+2 (-’Cp-—lo) (2 1) (X —2141) e (22— ) (Fp=Tp 4 1) (X=X r—s)
B, — e : 1 T L

i+ 1 (%= X0 ) (e—2—1 ) (Xp—21) (X — X1 (2% y o0 — m—s)

Dacid se tine seamd de (22) si de (26), se obtine deci
g
(30 a) @j1,s = (Xr—x0) . (% —27) Y 1/[(eu—20) - . . (xu—x—1) X

p=0

X (p—2y+1) - - (p—2xp) (By—27) « o« (Ry—2p—g)] =
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(30 b) = = (xi'_'x(]] OELT) (xl'_'xj) Z ]/,[(xu_xﬂ) L (xu_xj) (xu_xf)><
p=t
X% (2 =%141) e (=) (xp-—-—x“ﬂ) o v (=gl (f21)
(30¢) apd,s = I/(xu—xf+l) (Xo—%X1+2) + o o (xoﬁx,,,_s) )
(30d) bjy = — 1/(xep—xp41) (%p—2442) « - - (xf*xm—s) .

Cu aceastd expresie a lui &;, (28) se scrie

m (x_a)u m—i—1

Y

o=0 a I s=0

;'.'”70—3 VN8 ><

x&l

Ai,i = sup :-

(xn;rl—'x()) (xm_—_s_—xIL"-Lxm:s—xm—s—l) i
(=) o+ (20— I(xf—xrﬂ) co X=X —)
i—1 d) J}
Ao i .
?;u i (—p)!
In expresiile (27) si (31) se respectd, aga cum s-a mengionat, con-
ventia introdusi in relagia (24). fn acest caz dacd se schimbid in

suma dubld din (27) indicii o §i s cu indicii y=o0+ j—1i 81 p=m+
+ j—i—u—s ¢i se face schimbarea (7), se obfine

(31)

m+j—i (b——a)l‘ yr m + j—i—np
pa=sup |y — %

w011 =0 b e=r( 1w
e (xf—j+u+rp_xn)(xf—j+p+cp—x1) tes (xf+j+u+¢g_xf—j—!—p-1 q,f]) e
(2—%x0) (x—2%1) . . . (3y—21—1)
b—a)*t ; ;
= Elj—uf( r'uI (F=01,...58 = 1),

ne=1

<
ajt,m+ j—i—n—a Aad—j+pte X

(32)

unde a; ;. 1 j—t—y-o €Ste dat de (29) sau (30) (in care s-a inlocuit indi-
cele ; cu ) avem:

I(x KT X gm0 5
Aftum+ joi—p—ep = ( st Blai 27 A u,i,_u)' n"—)*l’
(33 a (%0 ¢ 1 — %) eoe(2p 4 1—X ) (X741 — X1 42) oe (i —Hpmg it &
Ll Flxy,, %5 %p5%5=15 5 5% -

£y

U=l'+2(xa_x|])---(x —JC;)(JC -—le)...(x,—xuﬁl)(x.,—qur1)...(xu—xf_j+“+q,]
i

— — . - ,)_.—_———x

(33 b) =)oy c,E:o =g sl Bt ) (02 1)ee (X))
1 =
(Xe—%p21) (Xo—%142) -« « (g — x!fj+u*<p)
) : i—j4in+® _1 | =L

= — (lf—lo)-..(x{_xj) ag{ ( *_7%) (* —xj)(),‘, ). (o—2s_y)

(33 c) 1 '
X (F=1)

(xo'—xa+ 1) {xg —_— X+ 2) ans (x, —_ xf—f* IH'KP)

i1 ASUPRA UNOR POLINOAME DE INTERPOLATIE 223

i

(%0 — Xp+1) (%o — Xy 42) + - - (%0 — X+ u+o)

(33 d)  anim—t—p—e =—

De asemenea, daci pentru uniformitatea notagiei se inlocuiesc in (31) in-
dicii ¢ si s cu indicii y=g¢ $i ¢ = m— u—s, se obtine

m b—fl T m—p
}w',f = sup {_“[E £'_'7|))_ E ’1cp,|1+(g X

ug(0,1] p=1 I @ =F(i +1—n)
(34) (Ip.; = xn) (xu+¢ —xl) . .(nyrq,—qu,q,_l}
(—20) « + « (p—2y—1) (Hy—%741) - - - (X1—2p14)
(b—a)r ur
it g f ” :
e

In expresiile (32) si (34), functia F (x) este func!;ia definitd in (8) gi se
respecti conventia din (4), adicd pentru ;=0 in (32) si /=0 in (34)
sumele simple se inlocuiesc cu zero. Pentru calculul lui @+ j—t—u—q S€
poate folosi una din expresiile (33), respectiv (29) sau (30), dupa cum
valorile numerice ale lui 7, 7, 1, ¢ "fac mai comoda pentru calcul una
sau alta din aceste expresii.

De altfel, daci se inseamné ]Ll veorzy (%) = (x—x) (x—2%3) . . . (x—2,)

s [M ] 2 7 (x)’ (p=n—1), atunci evident ci
b Xy ans 5 X

G e e ]
e B

Xp5 X35 0005 %y

1—Xp MR I e |

O 5 s cany X 1 G

[_n_z_rg;f]_ ([ 1> % L;f]_
3 %

asa cd daci se ia f(x) =1 se obtine relatia

P 1 — 2 1 ; 71* ==
Y “ﬁﬁj il |:5v1 ' . ] ,;2[] x (xﬁ}]’

55 P I PO X — HiaiFaa e on ] B X5 0 on, X

care se poate folosi la calculul expresiilor (33) (b) si (c).

Asa cum s-a amintit mai sus in (32) g1 (34) intervin expresiile iy,
i

’Il,m RIS )
Se va lua

(35) Ao = M ! 3 j~l,m =dagm =00 = Amym = 0.

Cu aceste valori si cu conven]‘.la Snt+1,m (¥)=0, (5) dad valoarea (x—a a)"
adoptatd pentru P, (x), iar in expresia (32) se poate micsora cu o uni-

tate — dacd y < m+j—i — limita superioara de sumatie din suma 3},
P

pentru cd dacd - m+;—z—l atunci pentru ¢ = m+j—i—u>1 avem
Apd=i+ pio=hem = O aga cd (32) se poate scrie

msmr
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i (% m—%0) (Xp—%1): - (X m—Xm—1) "
A= sup |m(m—1)..(m+j—i41) x
& “6"}?”. (xy— ) (0—2%1) - - - (¥p— %1
. : mti—i—l(h— g)* ut
X aj,ho(b_a)m+1—i um-!—;-—l + ( ) -

p=0 M !
(36) b m =l (xf—f+y+cp_x0) o (xf*j+p+cp = x{—j+p+cp—l) X
@=F(i +1—p) (x—xp) (F—x1) + + + (¥—%1—1)
I (b— a)* u+
X aj,i,erj-—{—u—q: ;[tp,t-j‘F kG = gg] A‘j—p:f 2‘”—|’ N }3

(Femid o0 L —1]:

. o Bt 5 e o,
Tot aceste valori permit si se reducd — dacd p=m—1 cu o uni
tate limita superioard de sumatie in suma Y, din (34):
'3

(xm_xﬂ) (-xméxl) {xm_xm—l) u™
2= sup { —|(b—a)"
& “El”}:‘)l { [ (30 = 260)uea(g — Xyt )(0r—21 1) oo (X —X11)
e - (Futo—%0)--(Furo —Fuso—1) g
37 —_— Ao +
ke “‘z"‘o w!  P=FiH—w) i P(P(x,—-xo)...(x,—xt_l)(x,——xH WeslT=%040)

i b—a)r u*
e Z ;'i—u.i _‘( ]) :I} :
n=1 1"

l}

fn (36) si in (37) pentru i=m—1, sumele duble lipsesc, avindu-se res-
pectiv in (32) si B4)0=j+1—pu=F(j+1—u)=m+j—i—p sl
0=i4+1—pu=F+1l—py=m—p. ,

De asemenea, cum s-a specificat referitor la ex_presiile_ (32) si (34), daci
in (36) j=0 sau in (37) i =0, atunci sumele simple lipsesc din aceste
expresii. (36) si (30) (b) dau deci

( (xm_x[]) 8 g% (xmﬁxm—z)

(xm—l_"xo) oo (xmf{_xm——z)

M.m—y =sup [m(m—1)...(j+2)
ugl0,1]

(Xm—%j41) - - - (xm'_xm—2)_ ) (b—a)i+! uit! —
(xm*l_ijrl) bt (xm—l _xm——z)

! (b—a)r

== Z sz_f—u,m—l e u¥ ]s

p=1 Mt

(38)

0L <m—2),

cu conditia de a inlocui in cazul j=m—2 expresia

(xrrr“xj+l) (xﬂ!—xf+2} ) (xm—xm—z)

(xm—l_xj'l'l) (xm'—l_xj'l 2) e (xm—l _xm—Z)
cu 1 si in cazul j=0 suma simpld cu zero.
(37) da
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fa (xmgxg)(xm_-_x_'il)j:!xm_xm_2) (b

Am—1, m—1 = 8 ‘ —a)m g
=0 w011 | (%,5—1 —Xo) (X e t—21 ) e (X ey — X m—3)
{ ) m—I1 {b*ﬂ)“
T ZI )Lm—]—-,u. m—l — u* J 5
= !

De altfel, dacd se calculeazi cu (2), (3) si (4) 1;,— (7=0,1,...m—1),
se obtin expresiile (38) si (39). ‘
Relatiile (36), (37), (18), (21) si (1) constituie procedeul propus pentru
determinarea polinomului P (x) din (1). (36) si (37) dau pe 1;,; (j = i—1),
respectiv pe Ay, cuajutorul lui 2o, ,, di,pse-es dpp (P=m—1,m—2,...,i+1)
gi al lui o7 51,0505 Aj—y,s TESPECIV Aoy, Apyiae- s Ai—y,y.

Avind coeficientii 1, (7=0,1,...,i51=m,m—1,,..,0), (18) si
(21) dau polinoamele P;(x) (i=m, m—1,.,.,0) iar (1) polinomul P (x)
in chestiune

4. Se vor face citeva observatii asupra procedeului indicat.

1. Relatiile (38) si (39) dau imediat expresia explicitd a lui 2,
(/=0,1, ..., m—1). Anume, se deduce din (38) si (9c) ci daci j,, , =0
(s =0,1,...,7—1), atunci si 1;,—; =0. Or, tot (38) di o

(% m—%1) (Xm—%2) .« (Xp— Xn—y) - (b—a) > 0,

(40] /‘LO,m_l =m 1
(xmfl _x(]) (xm—*lixl) A (xm—l —xm*2)

asa cd lj,— =0 (j=01, .., m—2), in care caz (38) si (9c) dau

{xm_‘x()) (xm*xl ) 2 '_(-_xm*xm-—ﬂ)

(% n—1—2%0) I:xm*l ~ %) . (xmfl — Xp—3)

)‘]-m;I = m(m—1)... U+2)(

(Xm—%j+1) (xm"_xj+2) ‘e (Im—xr;wz) i
41) - = L b—a)
( (xm—l‘—x;‘ H)(xm-l._'xﬁz) LR (xm—t_‘_'xnif2)} ( a)
D e
W=0 (/ — !

cu conventia adoptatd in (38) referitor la valorile ;=0 si j=m—2, iar
(39) si (9c) dau ' _

Int e = F | —En =R En =) ot n
(42) ’ (X1 = %) (Xp—1—%1) ... (xmfl_xm—z)
”5‘:2 (b—t.’l)’""]_l-'
e e )
e (me—1—p) |

Cu ajutorul lui (41) si (42) se pot calcula succesiv
;[I,m—l L] 22,”1-41 ] lm—l,m—l g

Se obtine astfel, de exemplu

]
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! gl ——a) e @ — %=
e m_ (b—a]z (X xz)(- m xa) (X — X i) F(x, 8
2! (-xm——l — xn) (xm*l—xl) (RS (xm—-l_xmua}
i Xp—1 —%— xm) > {Jﬂ % 3):

(43) PR m_] (b—a)? (X ’:{Cﬂ(_xng ;xfl]'_' (X% m—s)
3! (xm—l'—xﬂ) (xm_l'—xl) RO (xmfl = xm—z)
X Fl — Xy — Xp—1 }(xm—l +2xm)‘_(x0+xl +x2)xm—1+(_xn+2xl +2x2)x,,, 4=
+ X%y 4 XXy—22, X5 —3 (dtm— %) F(1+%0—1—X0—%p) 5
(m=105), etc

2, In particular, (41) cu m=3, j=0 si j=1 di pe /jo, gi 1,2 din
(6) si (10), (42) cu m =3 di pe )“ dm (11)5 (36) cu m=3, j=0 s =1
da pc o din (13); (37) cu m=3, i=1 da pe 1, din ( l4), iar pentru
m=3, 1=0, pe ly,o din (L5).

3. Se va mai deduce din (36) relatiacare dipe A;,— (7=0,1,..,m—4;
pentru j=m—3, expresia suferd usoare modificiri).

Ajm—z ==Sup {m{m—l) s (F=8) X

u&[0,1]
s = (xm_x[]}{xm'—x]) A txm_xm—S}(xm_xm—l) =
(xnr—z_‘x[)) (xmf2‘xl) LRI (xm*2‘"'3:'m—3)(xm—l —xm—2]

e (xm*xo) (xm"xl) [ (xm__xm—-z) .
(xm—1 _x[l) (R0 (xm—l_xj) (xfuzfl_“rrlr—Z) (-7‘711'1“2'_"5;'%L 1) Anepd (xmfz_xmfz)

_ ra—e1) (Bn—%j49) - (x_mﬁil—i}_}(bfa}fwu.f* 2 4
(-xm—z"_xj'ﬂ)[xmfz _J+.£) ( Xm—2— xm-—d)
oxl (xm—!%xo) (xm = JC]) ( X—17 xm—a) A
tﬂli(xm*zxﬂ) (xm—Z ;\'l) ( m—e= xm—a)
_— {xm—l_xj ! [7) (x.'nfl'_'xj‘rZ) sies (xrl—-l_xm_g) ] 4
(Xp—z— %X+ 1) (xmfz"xf-% 2) .- (xm—z_xm—g) )

. F[.m(m—“ AjH3—u) ( (¥in—%0) (¥m—x1) .. . (Xm—Fin—s)

(44)

(m—1—%) (Fp—1—%1) .. . (Xp—y — ¥p—)
— (%m — X 2—p) (xm_'x.l F3wu) xm 3‘-m—2) ) (b—c’l)-"*‘ 2—1
(et — Xj+g z—-y) Xm—1—Xj+ %—u) (xp— — X p—a)
i—n (b—a)i+1—u—0 (b a)u T i ) (b—a)* u"
= X Ao iy =5 = Aj—nsm -2 —’—)‘ l
a=0 (f4+1—p—o)l ! u=1 T

5. In ultimul punct al Notei dim expresia explicitd a lui P(x) din
(1) in cazu) particular cind nodurile sint echidistante, adicd x,=x, - Is
(s=0,1,...,m; [>0)

n acest scop se va dovedi mai intii ci
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m!

(m—)!

(45) )(hf (b_ )mﬂ* 5 /L,l f*() (7= 132 yuys oy "‘:] )

(i=mm—I1,, .,,0).
Demonstratia relatiilor (45) este imediati. Se va presupune ci aceste
relatii au loc pentru i = m—1,m—2,...,m—p (1=p=m—1). In acest
caz (36) da

lf.m—,_;—[:(b—ﬂ)j tp+l sup {m(nrfﬂ e (‘j—l—p-lr 2)m (m—1).,

u€[0,11]
i+tp
e (Jﬂ p) f.”'+| (;j ==t Hf gl i .?;I+‘ [m—[)-if J!l—]l—ll:\»
(46) . m | . ut
X(?TI"—PJr‘ —j—2).,.(}?‘f—-j)) c ]lf—,l’a.'”_ =l e
! (p+j+1—p)! PR 1!
1 (b—a)l=+ .
3 —— -~ e 0=j=m—p—2).
(b.._a)HIHi E et (f—u) ! ] fEM—F
Or, (30 b) da
01— (st L = ) (—1 ) =
A [.’"“--"_" u=lz‘ ('u—z'}l. (m—s — u) ! u(lr——l}...(‘u,—j]
o A | o T o e (—1)Cs_,

(m—s—q)l [m—s—1 a=p [T;If——])(.;mi—z——.] +1)...(a+1)

Ne vom servi de relatia

(48) E e & (h—1)!
a=0 {ff—Fh](ry#h{—l) e 1-]?—{—,3) f”( +i+1) (M+i+2) ... (M+2+h)

(M,h, ) intregi; M=0, k=1, 1=0),

a cirei demonstratie este 1mediatd, dacd in relafia

x M - xath
\ o1 (1—a)M d = ¥, (—1)eCe,
o a={ a -+ h
se face x=¢ $i se integreaza apoi expresiile obginute in raport cu g
intre 0 sl x:
"X ‘g Ty oy
\ dp\" o=t (1=t do =\ 01=1(1—opMdo | dg =
J0 : o

A 0 .
xath+l

. M
= — o)1 (1—¢ Mds = —1)Ce :
.\U(x o & O o e )

Daci in relatla obtinutid se face x = ¢ si se integreazd apoi expresult

obtinute in raport cu ¢ intre O si x, se obtine
x—a)¢
F—0) 5

(
_...1 - h—1( ] — ;M
§( (a+h) (atht1) (at k+2) \” AR

yath+2

(2)
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Continuind procedeul, obtinem relatia

atft+d x
¥ (—1pGg T = o1 E= Ly,
a=0 M(a+h) (a+h+1).. (at h42) ) Al
care pentru x= 1 di
M s TN a 1
(49) by (=1Cy —\ oY 1—g)M+id,.

(a—F—fr-{—l) l!.\n

x it "1 )
\n =11 — oM+ dg — LS o1=2 (1—g)M+41 1 dg (h=2).
X M+14+1)

Dacid se inlocuieste in aceastd relagie pe & cu h—p, pe i cu j+p, apoi
1

.., h—2, se obtine valoarea lui\ o' =1 (1—g)M+2 d5*),
<0

care impreund cu (49) dé relagia (48). Daca se face iIn aceasti relatie

M=m—s—1i, h=i—j, J=j, se obgine cu ajutorul lui (47)

=0 (q+k) (at+h+1)..
Or,

se face p=0,1,

( __])nr—s—Hl 7!l i1

50 Ty = Y.
(50) r1as 7l (m—s—i) | (m—s —1+j+1)..,

Jm—s—i (m— 5)

in care caz (46) se scrie (ficind in suma intii , = o+J)

m - 7 /
g (R EIE aip |Gl
T T T uew,%[ 'y
a o BEIEI S U i
g ( p-il £ m!(b—a)-””’”uvu’l“""—ﬁ_ _J_,“)I U :l

deci conform formulei binomului

m! i f
Ajm—p—y = ———(b—a)pti*! sup 1 C . w1l —
G T et | o
g HE1) - i (b—a)i—+ .
S (O ok ) M TR e R A . i J—u
S ml (b—a)p+i+ B (j—p) ! ! }
asa ci
!
(52 P . T
- ) Oum—p—I1 fD—I—U‘-( )
si
|
Aym—p—t = B (b—a)pt? sup [—u(l—u)r*1] = 0.

(p+ 1)! 0,11
Dacid ijn—p-1=0(j=12,...,/y =m—p—23), atunci (51) si (52) dau

*) pentru hA=1 valoarea integralei obtinute direct coincide cu cea obtinuti ficind
A=1 in expresia ob{inuti.
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m! )
i P e — S e S Y ol =1 —uhtl (1l—y)pt1]=0
)lerl, m—p—I1 (p+ 1)! (jl-}” 1) | ( ) uE[O,Il)] { ]
Asadar
l53] A fym—p—1 =0 (j:l,2,._.,m—p——2).

(37) di deci cu ajutorul lui (45) (care are loc prin ipotezd pentru i=um,
m—1,...,m—p) s1 al lui (52) si (53)

pH (b d)”’ sup {__um—pfl [1+

/lm— =1, —=p=k =
i " u €10,1]

m—1

i54) = E {_1)p+l—m+n Ciu—u Hp-ﬁ-l~ﬁn—u_|,(__1)p+l HP‘H]} —
H=m-—p
= et (b—a)m sup [—um—P=1(1—u)ptl]| =0.
ue [0,1)
Or, (41) di
. ) (b— a)/—+
e F|m(m—1)...(j+1)(b—a)/*1 — Y Apm—1— ]3
W=0 (—=u)! .

asa cd Jg,u— =m! (b—a) $1 1j,— = 0. Dacid deci Ajom—1 = 0(j =
ooy J1 = m— 3), atunci relagia de mai sus dd ,1”!1,,, =0, asa ci

=0(/=12,...,m—2), in care caz (42) dd 1,1, ,—1 = 0. Agsadar
rela];ule (45) au lo: pentru i =m—1 (pentra i=m relatiile sint evidente
pe (35)). Or, din (53) si (54) rezultd cd daca relatiile (45) au loc pentru

t=m—1,m—2,.. m—p, eleaulocsi pentru i=m—p—1,ceea ce dovedeste ci
aceste rela;u au loc pentru toate valorile m, m 1,..,.,0 ale acestui
indice,
Se deduce deci din (18), (45) si (21)
B5) Pl = (—ip™ & (BT =al oo eyt
1! o=i (6—1) l(m —o)! &
(2 =051 5000 ==31))

Se poate observa cd (55) di si pentru 7 = m valoarea P, (x)=(x—a)™

adoptatd, (1) si (55) dau deci
P(x) = § a,(x—ay,

(56)
A (_1) (m—o)r (b a)""" E (_—1) f(xl).

=0 g f (G—;) '
Polinomul lui Bernstein de gradul m relativ la intervalul [a, 6]
are expresia

B, (x) = (b — : )m f.f(x‘!’) (x—a)* (b—x)m—9,

unde
(57) xo=a+ 2L (b—a) (p=0,1,..,m).
m
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m m " a

Dacd se tine seamid ca ), ¥, Coo = ¥ ¥ Cy,, avem deci

p=0Do=¢g 70 ¢=0 )
1 M H—p
Bu(x) = 3 C1/(x) % (—1)1C;_, (b—a)m==*(s—a)stv =
(b —a)mq=0 ™ s=0 ?
1 m n
= § (=1 Gy f(x0) % (— 170 (b= @)r—(x—a)r =
(b — (I)'” p=0 i a=q
l m
=—39 a,(x—a)°’,
(b— a)™ ugfi ( )
cu g, dat in (56). Asadar,
(58) P(x) = (b—a)" B, (x).
Dacid deci in (1) nodurile x; au distributia din (57), atunci polinomul
(1) este — in afard de un factor constant — polinomul lui Bernstein de

gradul m relativ la intervalul [a, 6] luat in consideratie.

O HEKOTOPbIX UHTEPITOJALMOHHDBIX [TOJTMHOMAX

KPATKOE COAEPMAHHE

Haercsa, — wucmonbays mnpuem ykasadubiii npod. T. [Tonosuuey
(1), — Meron ycranoBmenns onpejesneHHbiX ,,MHHHMAJBHEIX HHTEPNONSAIHOH -
HbIX MOJIMHHOMOB' KOTOpBIE COXpAHAIOT B O4HOM HHTepBane (a,b) (a<b)
BblIyKAOCTE nopsiakos — [, 0,1, ... | m— | Gyuxuun f(x) onpenensemoil na
MHOMKECTBE TOUEK {Xg, ¥, - .. K

[Mpennaraemuiii nprem comepxutcs B opmynax (36), (37), (18),(21)
n (lyma 3amerkn.

SUR CERTAINS POLYNOMES D’INTERPOLATION

RESUME

Dans cette Note — en utilisant un procédé indiqué par le prof,
T. Popoviciu dans|1]1" A.donne un procédé de détermination de cer-
tains ,,polynomes d’interpolation minimaux‘ qui conservent dans un in-
tervalle [z, b] (a < b) la convexité d’ordres —1,0,...,m—1, de la fonc-
tion f(x) définie sur ensemble des points {%os%13000sXm).

Le procédé proposé est contenu dans les formules (36), (37), (18),

(21) et (1).
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