UBER EINE KLASSE VON TERNAREN QUASIGRUPPEN

Von
F. RADO (Cluj, Ruminien) und M. HOSSZU (Miskolc)
(Vorgelegt von G. HAJOs)

1. In der Arbeit [2] wurde die folgende Frage gestellt: welche (bindre und
ternire) Loops haben die Eigenschaft, daB alle ihre Loop-Haut-Isotope, die dasselbe
neutrale Element besitzen, zusammenfallen? Es wurde dort bewiesen, daB unter
den bindren Loops nur die Gruppen diese Eigenschaft besitzen. Beziiglich der
entsprechenden Frage fir terndre Loops wurden zwei gleichwertige gewebegeo-
metrische Bedingungen gefunden, von denen eine — eine Verallgemeinerung der
Reidemeisterschen  SchlieBungsbedingung — fiir die Theorie der rdumlichen
Gewebe von Wichtigkeit erscheint.

Wir fiihren in dieser Arbeit den terniiren Fall auf die Untersuchung von biniren
Systemen zuriick und geben die Losung im reellen Falle unter Benutzung der Diffe-
renzierbarkeit an. Es wird gezeigt, daB in diesem Falle die ins Auge gefaite Eigen-
schaft den terndren Gruppen und nur diesen zukommt. Wenn man aber auch die
lokalen Loops in die Untersuchung heranzieht, dann bestehen die Ldsungen der
gestellten Frage aus den Loop-Isotopen der lokalen Quasigruppen mit der Operation

X+y+z

1 .
M ! ax+by+cz’

wo a, b, ¢ beliebige Konstanten bezeichnen.

2. Die Menge Q der Elemente x, y, ... wird bindre bzw. ternire Quasigruppe
Q° genannt, falls eine bindre (x,y) >xOy, bzw. eine ternire Operation (x, y, z) -
—xQyQz fiir die Elemente von Q erklirt ist, welche in jeder ihrer Verinderlichen,
bei Konstanthaltung der anderen Veriinderlichen, Q ein-eindeutig auf sich selbst
abbildet. Wenn keine Gefahr fiir MiBverstindnis besteht, werden wir das Operations-

zeichen O weglassen. Eine Quasigruppe heifit Loop, wenn es ein neutrales Element
e€ Q mit der Eigenschaft

xe=ex=x fir jedes xcQ
bzw.
xee =exe=eex=x fiir jedes x€Q

gibt. Als Gruppen bezeichnet man die assoziativen Quasigruppen, also diejenigen,
fiir welche

xnz=x(yz), x.9,2z€0
bzw.

(xyz)uv = x(yzu)v = xy(zuv), XY,z u0EeQ
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Den Isotopiebegriff definieren wir im tern#ren Falle; durch Spezialisierung
gewinnt man ihn fiir den bindren Fall. Die Quasigruppe R ist ein Isotop der Quasi-
gruppe Q, wenn es solche ein-eindeutige Abbildungen «, 8, y, 6 von Q auf R gibt,
daB

axfyyz=06(xyz), x,y,z€0.

Ist R=Q und éx=x die identische abbildung, dann haben wir eine Hauptisotopie.
Es ist leicht zu sehen, daB die Isotopie eine reflexive, symmetrische und transitive
Relation ist.

Bei Untersuchungen von Eigenschaften, die bei Isomorphismen invariant sind
(z. B. Assoziativitit, Existenz des neutralen Elements, usw.), kénnen wir uns auf
Hauptisotope beschrinken, denn es gilt: Jedes Isotop ist einem Hauptisotop isomorph
[2].

Es sei Q eine Loop mit dem neutralen Element e. Es wurde in [2] gezeigt, daB
alle Hauptisotope von Q, die das neutrale Element e besitzen, genau dann zusammen-
fallen, wenn

(2) xy=(xb)(ay), X, y,a¢€ Qa ab=e
bzw.
3 xyz ={(xbc)(ayc)(abz), X, ¥,z a,bcQ, abc=e

gilt. So ist das in der Einleitung geschilderte Problem mit der Losung der Funktio-
nalgleichungen (2) und (3) dquivalent.

In den Funktionalgleichungen (2) und (3) ist e ein festes Element von @, von
dem man nicht anzunechmen braucht, daB es ein neutrales Element ist, da dies eine
Folge der Funktionalgleichungen ist. Setzt man x=a in (2) ein, so sicht man, daB
ay =e(ay), also ist e linksseitiges neutrales Element, und ebenso zeigt die Einsetzung
y=b, daB e auch rechtsseitiges neutrales Element ist. Im Falle der Gleichung (3)
setzt man y=», z=c¢, dann x=ga, z=c und schlieBlich x =a, y =5 e¢in, und erhilt,
daB e neutrales Element ist.

Die Lisungen der Gleichung (2) sind die assoziativen Quasigruppen, die e als
neutrales Element besitzen [2].

3. Wir betrachten jetzt die Funktionalgleichung (3) und zeigen, daB die Ope-
ration xyz sich mittels drei bindrer Gruppenoperationen aufbauen 148t. Wir erkliren
drei bindre Operationen auf @ durch

€] xOy&fxey, xvyfxye, xxydlexy.

Setzen wir y=>b=e in (3) ein:

(3) x0Oz = (x0c)0(@02), x,z,a€Q,
aQOc = e.

Es folgt aus dem vorher zitierten Satz, daB Q° und entsprechend QV, Q* bindre
Gruppen, mit dem neutralen Element e, sind.
Es sei jetzt b=y, c=e in (3); aye =e bestimmt a als Funktion von y:a=a(y);
wir erhalten also
xyz = (xv)O(a(¥)yz),  x,,z€Q0.
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Wenn man hier x=e setzt, so wird wegen (4)

y*z = yOla(p)yz),
also
(a(yz) =y 1Oy *2),

wo der Exponent — 1 das inverse Element beziiglich der fraglichen Gruppe be-
zeichnet. Man erhilt so

© xypz = (xVy)Oy~tO(y*z), x,2€0
und analog
(M xyz = (xVy)kx~ ' %(xO0z2) =

=xO) vz iv(yx2).

Wir haben also die der Gleichung (3) geniigende ternire Operation (x, y, z) > xyz’
mittels der bindren Operationen O, v, ¥ aufgebaut.

Wir kénnen auch umgekehrt zeigen, daBl das Bestehen von (6) und (7) mit
irgendwelchen Gruppen Q°, QY, O*, die alle e als ncutrales Element haben, die
Gleichung (3) nach sich zicht, Dafiir schreiben wir

u = xbec = (xOc)vetv(bxc),
v=ayc = (@O Ve'v(yke) =(avy)*ka ! x(aOc),
w=abz = (avb)xa!%(aOz).
Es gilt
uvy = (x0)ve tvbxc)v(@Oo)ve ' v(yxe) =
= (x00) Ve tv(yxe) = xye,

vikw =(@vy)ka %@y x@avb)xa-! %(aQz) =
=@y)ka %@z = ayz,
weil wegen abc=e
@Ooyve tvbxe) =(@vb)kat%(@0c) = e,
oder
G*xc)v@Ove™ =atx{@a0e)x(avh) = e.
Man erhilt
uw = uvo)Ov 10 xw) =
= (xy0)O[@v)Oy=tO(y*¢)]"1Olayz) =
= (xVy)Oy tO(r* )0y %)~ 0y0(avy)~0O
O (@vy)Oy~tO(y*2) = xVy)Oy~10(y*z) = xyz,
also (6) und (7) ziehen (3) nach sich. Damit ist der folgende Satz bewiesen:

Satz 1. Damit die auf der Menge Q definierte Quasigruppenoperation (x, y, z) -
-xyz die Beziehung (3) befriedige, ist es notwendig und hinreichend, daf diese Opera-~
tion von der Gestalt (6) und (7) sei, wo O, V, % solche biniire Gruppenoperationen
auf Q bezeichnen, die das neutrale Element e besitzen.

4. Wir wollen uns jetzt auf stetige Operationen beschrinken, die auf einem
reellen Intervall definiert sind. In diesem Falle konnen wir den Loop-Begriff etwas.
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verallgemeinern, in dem wir lokale Loops betrachten, bei denen die Operationen
nur in einer Umgebung von e definiert sind; es wird verlangt, daB diese Operatio-
nen in jeder ihrer Verdnderlichen, bei Konstanthaltung der anderen Verdnderlichen,
eine Umgebung von e in eine Umgebung von e abbilden. Isotopie wird bei lokalen
Loops lokal aufgefaBit, d.h. die Isotopierelation soll in einer Umgebung von e
gelten. Satz 1 gilt auch fiir lokale Loops, denn der Beweis verlduft ungeéindert. Die
(lokalen) Gruppen Q°, OV, O* sind (lokal) isomorph mit der (lokalen) reellen

additiven Gruppe:
xQy = f-1 O+ S,
®) xVy =g-1[gx®)+gl,
xky = h_[h(x)+h(p),

wo f, g, h das Intervall Q auf die reelle Zahlengerade ein-eindeutig abbilden und
der Index —1 die inverse Funktion bezeichnet. Es bestehen gemil (6) und (7) die
folgenden Beziehungen zwischen f, g, A:

xyz = f_ i {f(g-1[g(X) +2D]) =S +f(h_[R() +R(2)])} =
©) = g_ {g(f1[/®) +/@)]) — 2@ +g(h_ () +h(D])} =
=h_1{h(g-1[g®) +g(N]) —hx) +h(f_ [ /() +/2)])}.

Wir suchen die Losungen abgesehen von Isomorphismen. Darum kdnnen wir
fiir eine Operation, z. B. x % y, die Addition nehmen; dann ist 4(x) =x, e=0, f(0) =
=g(0)=0. Wir erhalten das folgende Funktionalgleichungssystem:

foi{f(g-1[g@)+eWM]) N +fr+2)} =
(10) = g_ {g(f-:[/®+/@D]) 2@ +g(y+2)} =
= g-1[e®) +gW] —x+/- [/ +/D].

Wir wollen jetzt annehmen, daBl die Funktionen f; g, & in (8) und (9), bzw.
f, g in (10) stetig differenzierbar sind. Die aus (10,) gewonnene Gleichung

gy +2—2() = g{g_[ex) +eWM]—x+/1[fD) +D]} —g {f-: L) + (2]}
ergibt

g@@)= l—ifré
. [g{g_.1 (200 + 2]~ X /4 1) +/ @} — g {2 [+ |
B g-1[g(x) +g(M)—x

§z+y)—g(@ _
y

y—0

8-1lg@)+eW—g-1[eX)] g |
g(») y
=g {1 /D) +/()} - &"1[g(x)]-£(0),

welches, unter Benutzung von g~ [ g(x)]=1/g'(x) und x fiir f(x), z fiir f(z) einge-
setzt, die Form

(11) g0 [f-1(x+2] = g [f-1™]e'[f-:1(2)]
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annimmt. Da g’(0)=0 zu g(x)=Konst. fiihrt, ist g’(0) #0. Die stetigen Losungen
von (11) sind

(12) gl/-10]=cya.
Da die Rolle von fund g in (8), (9) symmetrisch ist, haben wir analog zu (12)
(13) flg-1B)]=cd"

Aus (12) und (13) folgt
- gO _e a0
(14) f/(t) = a' bg(t) >

asy Al = ¢ b90 ¢,

(a, b und die c; bezeichnen Konstanten).
Wir differenzieren (10,) nach x und setzen x=0:

Al +21r Mgl le(nN] g’ ©) = g2ile(r+2)]g’ @71 (D] (0)
oder
gtz _ g0 @ SO
o+ ff»n @ g0

Da g’(0) 20, (0)#0, erhalten wir aus dieser Funktionalgleichung die Beziehung

g0 _
U]

af(t) =cCq Ctbg(t)

t
Ccs5C,

die zusammen mit (14)

ergibt. ¢ =1, was durch Einsetzen von =0 erscheint. Wir ziehen noch (15) in
Betracht:

af(t) — c3 bg(t) _|_ C4 = ctbg(t);
also, wenn c¢#1

poo =S4 pw — _Cac
c'—cy’ ct—ey
oder, da j(0)=g(0)=0,
S 1tket S vk

16 = log —— == = —
(16) SO = log e, g =log S (60, —1),
bzw., wenn c=1,
a7 /O =p0,  f(1)=c,g(1);
in diesem Falle ist .
(18) g-1[gx) +8(»] = fA[ /) +/(M)] = xOy = x vy,

also vereinfacht sich (10) zu
Sl /D +f(y+2)] = o[+ ] —x 1 [ +/@)].

3 Acta Mathematica XV/1—2
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Indem wir
P [x DI —f-1(x)

einfithren, wird die obige Gleichung (fiir x schreiben wir f_,(x)):

(¥ +2) = 9(n) + @:2),
also ¢ (t)=A(x)t, oder
Soix+y) = S0+ A1 ()

Man findet leicht die Loésungen dieser Funktionalgleichung:

log (cgt+ 1), oder
9 t-

(19) J@0) = {

5. Im Besitz der Losungen (16) bzw. (19) der Glelchungen (10), wollen wir
jetzt die Operationen xQy, x Vy, x %y aufschreiben.
Wir befassen uns zuerst mit dem Falle (19). Wenn f(#)= g(z‘)—log (cgt+ 1),
dann
cg(xOy)+1 = (cgx+1) (cgy+ 1),

20) XxQpy = xXVy = cgXy+x+y, xXky =x+y.
Wenn f(1)=g(t) =cqt gilt, dann
@n XxOy = XVy =X¥ky = X+

Im Falle (16) betrachten wir, anstatt der durch die obigen Funktionen f{7),
g(H), k(1) =1t und durch die Formel (8) und (6) bestimmten terndren Quasigruppe

0, dasjene isomorphe Bild von @, welches mittels der Abbildung t»l{\)/g t entsteht.
Dann sind

B EY L oi+k <
= log ——— = = —~1
@2) SO =log—— g =log 1, h@®=logi  (k#0, = 1)
und man erhilt
! (1+ L2 P [1+k][1+5)
1+% xOy ) (1+k)? x y
also
B A +k)xy
() oY= S TE—G—Dy’
weiter
1
= k
xRy +kx-1)
24 XVy = Tk
und

(25) XKy = Xy
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6. Wir schreiben schlieBlich die Operation xyz= F(x, y, z} auf. Wenn (20)
gilt,
F(x,y,2) = cgx(y+2)+x+y+z
oder .
cg F(x,9,2)+1 = (cgx+ 1) (cgy+1+cgz+1-1).

Dies geht durch den Isomorphismus cgx+1—x in

(26) F(xayaz) :x(y—l—z—l)
iber. Wenn (21) gilt,
@7 F(x,y,2) = x+y+z

Wenn die Gruppenoperationen x0O y, x Vy, x %y durch (23), (24), (25) bestimmt
sind, dann wird

B x+ky+kx-1) 1 (1 +k)xz
_ 1 — e
F(x,y,z)—(xvy)%x *(XOZ) 1+k X x—l—k——(x—l)z
oder

e
(28) Flx,y,2) = ———r (k#—1,0).

l_ x—1

z x+k

Die sdamtlichen stetig differenzierbaren Lésungen der Funktionalgleichung (3)
entstehen aus (26), (27), (28) durch Isomorphismus. Wenn also ¢ eine willkiirliche,
umkehrbare, stetig differenzierbare Funktion bezeichnet, die das Intervall @ auf
die Zahlengerade abbildet, so haben die Losungen von (3) die Formen

(F(x, ¥, 2) = g_1lp(0)+ () + ()]
IF(x,y, ) =g_{e@WlpM+e@ 11}

(29) ! o () +k e -1
| PG50 = gos | — ngf k0, —1).

p@ ¢@+k

Man rechnet einfach nach, daB die Funktionen (29) die Gleichung (3) befriedi-
gen. Ferner, wenn man die Gruppenoperationen xQy = F(x,e,y),xVy =
= F(x,y,e), xxy = F(e, x, y) aufbaut, bestehen diec Darstellungen (6) und (7)
ebenfalls. Im Falle (29,) ist e=_4(0), in den Fillen (29,) und (29;) ist e=¢_(1).

Da die Verdnderlichen x, y, z in (3) eine symmetrische Rolle haben, muf} die
aus (28) durch Vertauschung von y und z entstehende Funktion ebenfalls eine
Losung von (3) sein. Diese Losung ist in (29;) enthalten; man bekommt sie, wenn
man ¢(x)=1/x wihlt und 1/k statt k setzt. Vertauscht man x und z in (28), so
bekommt man diese Funktion aus (29;) bei ¢(x) = (k+1)x—k, wenn man nach-
triglich —k&(k+1) statt k schreibt. Die Funktionen (29;) kénnen also in derselben
Form aufgeschrieben werden mit irgendwelcher Permutation der Verindeilichen.
Bei den Permutationen gehen die Ausnahmefille k=0, k = —1, k = < ineinander
iiber.

3%
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Setzt man in (29;) k=0, p(x)=1/x, so entsteht F(x, y,z) = y(x+z—1), was
ebenfalls eine Losung von (3) ist und sich von (26) nur durch eine Permutation
der Verinderlichen unterscheidet. Wir kénnen deswegen den Ausnahmefall k=0
beseitigen und (29,) streichen. Auch £ = <= kann erlaubt werden, dann ist F(x, v, z) =

=g_1{e@[pM + (1]}
Die Formel (29,) enthilt die ternidren kommutativen Gruppen.

Satz 2. Jede reelle, stetig differenzierbare auf einem Intervall erklirte lokale
ternire Loop Q, deren alle Loop— Haupt-Isotope mit demselben neutralen Element
zusammenfallen, ist entweder eine terndre kommutative Gruppe, oder ihre Operation
ist von der Form

(x)—1
) +k L
_ p(x)+k
30) Xyz = @_y n o)1

@ p@®+k

wo ¢ eine willkiirliche, umkehrbare, stetig differenzierbare Abbildung von Q auf ein
den Einheitspunkt enthaltendes Intervall der Zahlgeraden bezeichnet und k eine reelle
von — 1 verschiedene Konstante ist, oder aber ist sie von der Form (30) mit irgend-
welcher Vertauschung der Verdnderlichen auf der rechten Seite. Eine Vertauschung
der Verdnderlichen ergibt i. a. keine neue Funktionen, ausgenommen k=0,

Man sieht, daB} die Funktionen (30) gerade die Operationen der Loop-Isotope
der durch (1) definierten Quasigruppen darstellen.
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