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1. Einleitung

Eine Reihe wohlbekannter Folgen linearer positiver Operatoren, die in der
Approximationstheorie Verwendung finden, stehen in einem engen formalen
Zusammenhang mit bekannten Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Limi-
tierungsverfahren.

So erkennt man in den Gewichten
bnk(x)z(Z)xk(l-—x)"_k (n=1,2, ...; k=0, ..., n)
des n-ten Bernsteinschen Polynoms
- k
Bn(fn X)= ank(x)f("_) (l’l=1, 27“-)7
k=0 n
das einer fiir 0<x <1 definierten komplexwertigen Funktion f(x) zugeordnet

wird, unmittelbar die Bernoullische (oder binomische) Verteilung der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, sowie das allgemeine Matrixelement

Ay = (Z) ak(l—a)"_k, O<agl (n=0,1,...; k=0,...,n)

des Euler-Knopp Verfahrens E, der Limitierungstheorie in der FF-Form
(vgl. [14], S. 130).
Mit Hilfe der Gewichte

m, (x)= (ﬁ) A—x)txkn n=12,..;k=nn+1,..)

wird nach MEeYER-KONIG und ZELLER (vgl. {1, 7]) einer fiir 0<x =1 erkldrten
komplexwertigen Funktion f(x) die n-te Bernsteinsche Potenzreihe

M 0= S f () =12,

zugeordnet. Zu den Gewichten m,,(x) gehort die Pascalsche Verteilung der
Wahrscheinlichkeitstheorie, sowie das allgemeine Matrixelement

a,,=a"""! (];) (L—a)™"  O<a<l (n=0,1,...;k=n,n+1,..)
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des Taylorverfahrens 7, der Limitierungstheorie in der FF-Form (vgl. [/4],
S. 141).

Die Operatoren von SZAsz-MIRAKYAN {vgl. [4, 13]) schlieBlich ordnen einer
komplexwertigen Funktion f(x), die auf der positiven reellen Achse erklart
ist, die Reihen

s.0:0=e 3 O ()= 5 s (5) emnz

zu. Zu den Gewichten s,.(x) gehdren hier die Poissonsche Verteilung der
Wahrscheinlichkeitsrechnung und das allgemeine Matrixelement

k
aﬂk=e"~-i—,— (0=2<o0; k=0,1,...)
des Borelverfahrens B, der Limitierungstheorie in der FF-Form (vgl. [14],
S. 134).

In dieser Note wird eine Folge {G,} (n=1, 2, ...) linearer positiver Integral-
operatoren untersucht, die in Analogie zu den Operatoren B,, M, und S,
konstruiert sind. Da hierbei von der Gammaverteilung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung (vgl. [3], S. 152) ausgegangen wird, bezeichnen wir diese Operatoren
als Gammaoperatoren. Das zugehorige Limitierungsverfahren ist das von
MEYER-KONIG eingefiihrte Taylorsche Verfahren 7, zur Limitierung von
Funktionen (vgl. [6], S. 181), das auf der Integraltransformation mit dem Kern

n+1

g.(a, u)= an‘ e “tu" (n=0,1,...; a>0; u>0)

beruht.

Die Gammaoperatoren wurden vom zweitgenannten Verfasser in seiner
Dissertation (vgl. [8]) eingefithrt und ausfiihrlich untersucht. Hier werden
sie in einer leicht modifizierten Form definiert, die den Zwecken dieser Arbeit
besser angepalt ist (s. auch Nr. 5).

Definition 1.1. (Funktionenraum M (0, co) bzw. M [0, «©)). M(0, ) bzw.
M0, ) sei der lineare Raum derjenigen komplexwertigen Funktionen f(x), die
Sfiir x>0 bzw. x z0 definiert und in jedem Intervall [r, R] (wobei 0<r<R< 0)
Lebesgue-mefibar und beschrinkt sind.

Der n-te Gammaoperator (n=1, 2, ...) wird dadurch erklirt, daB man jeder
Funktion f(x) aus den Rédumen M (0, co) oder M [0, o) formal das Integral

n+1 a]

fe—x“u"f( ) du= j)og,,(x, wf (%) du

zuordnet. Die auftretenden Integrale sollen dabei fiir jedes feste » stets in
folgendem Sinne verstanden werden:

() G, (fs x)—

(1.2) (;Fg,,(x, u) f (—Z—) u=lim jg,,(x u)f( ) du,

r-0 r
R-ow
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wo r—0 und R— co unabhiingig voneinander. Existiert das uneigentliche
Integral fiir ein x>0, so bezeichne G,(f; x) den Wert des G,-Bildes der Funk-
tion £ an der Stelle x.

Der nun folgende Hilfssatz gibt eine erste hinreichende Bedingung fiir die
Moglichkeit der Erweiterung des Definitionsbereichs der Funktion G, {f; x)
in die Stelle x=0 hinein (s. auch Satz 2.10).

Hilfssatz 1.2. Ist die Funktion f(x)e M[0, ) beschriinkt und an der Stelle
x =0 rechtsseitig stetig, dann gilt fiir jedes feste n

lim G,(f; x)=7(0).
x~+0+

Der Beweis ergibt sich daraus, daB fiir jedes feste # die Integraltransforma-
tion G,(f; x), die zu dem Kern

+1
x" T x>0, x -0+
n! uz=0

8n (xa u) =

gehort, permanent ist.
Sind die Voraussetzungen von Hilfssatz 1.2 erfiillt, so definieren wir

(1.3) G,(f;0):= lim G,(f; x)=f(0)  (n=1,2,..).
x=0+

Die Hauptergebnisse der vorliegenden Arbeit sind sogenannte direkte Sitze.
Aus vorgegebenen speziellen Eigenschaften der Funktion f(x) wird geschlossen
auf: (a) GleichméBige Konvergenz der Folge {G,(f; x)} fir n —c0;(b) Approx-
imation von f'(x) durch die Ableitung von G,(f; x); (c) Monotonie der
gleichmiBigen Konvergenz von {G,(f; x)}; (d) Erhaltung der Konvexitit
bzw. Konkavitit k-ter Ordnung durch die Folge {G,}; (e) Lokale Approxima-
tionsordnung, insbesondere asymptotische Aussagen. Dabei zeigt es sich, dafi
die Gammaoperatoren fiir die Approximation von Funktionen, die auf unend-
lichen Intervallen erklirt sind, etwa dieselbe Rolle spielen wie die Bernstein-
schen Polynome B, fiir die Approximation von Funktionen, die auf endlichen
Intervallen erklart sind.

Zu Beginn einer jeden neuen Nummer wird von den Funktionen f(x) zu-
néchst eine globale Beschriinktheit gefordert, um bekannte Sétze iiber Folgen
linearer positiver Operatoren (vgl. [4, 5]) anwenden zu koénnen. Von dieser
Einschrinkung befreien wir uns dann jeweils durch ein Paar von Lokalisations-
sitzen, die es erlauben, Funktionen, deren Betrige fiir x -04 baw. x -0
iiber alle Schranken anwachsen, in geeigneter Weise ,,abzuschneiden®.

Beide Verfasser mochten Herrn Prof. Dr. W. MEYER-KONIG fiir sein groles
Interesse an dieser Arbeit und fiir wertvolle Ratschldge aufrichtig danken.

2. GleichmiBige Approximation

Definition 2.1. (Funktionenraum S[x,, x,1). S[x,, x,] sei der iineare Raum
derjenigen beschrinkten Funktionen f(x)e M [0, w0), fiir die alle Punkte des
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Sesten Intervalls [x,, x;] (wobei 0=Zx,<x,<0) zweiseitige Stetigkeitspunkte
sind. (Im Falle x, =0 sei die Stetigkeit dort nur einseitig.)

Die Existenz von G,(f; x) fiir Funktionen f(x)eS|[x,, x,] ist gesichert.
Grundlegend ist der folgende Approximationssatz:

Satz 2.2, Fiir jede Funktion f(x)eS[x,, x,] gilt

lim G,(f; x)=f(x) gleichmdfig in [x4,x,].
Beweis. Nach dem bekannten Satz von KOrROWKIN (vgl. [4], S. 14) ist zu

zeigen, daf3
lim G,(*; x)=x* (k=0,1,2)

gleichmiBig im Intervall [x;, x,] gilt. Nun zeigt man aber leicht, daf} fiirn=2
x2
(2.1) G,(1;x)=1, G,(;x)=x, G,(t*;x)=x>+——

n—1

ist, woraus die Behauptung des Satzes unmittelbar folgt. (Im Falle x,=0
beachte man Hilfssatz 1.2 und (1.3).)

Die Konvergenzaussage von Satz 2.2 wird nun auf einige Funktionenrdume
ausgedehnt, die den Raum S[x,, x,] enthalten. Hierzu bendtigen wir zunidchst
einige Eigenschaften des Integrals

nt+l o m
Spn(X)= xn' g (u—%) e "u"du (m=0,1,..;n=1,2,...; x>0).

Es ist
1
SOn(x)=19 Sin(x)‘_‘;c";

und die Integrale S,,,(x) geniigen der Rekursionsformel

. 1 d
2D Syt D= S+ 2 S =G Sua® (m=0,1,..).

X
Mit Hilfe von vollstdndiger Induktion folgt hieraus, daB sich die Integrale

Spn(x) in der Form
[m/2]

Smn(x)=7 ZO Pmini

darstellen lassen, wo [¢] fiir ein reelles ¢ das Ganze von g bedeutet und die
P.; von x unabhingige Konstanten sind. Fiir die Integrale S,,,(x) ergibt sich
damit die Abschitzung

Ky nt'?

(2.3)  0<S,,(0)< & (m=0,1,...;n=1,2, ...; x>0).
X

15 Math. Z., Bd. 98
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Es ist

KO=1, K=l K@=+, K@)=5+.

Hilfssatz 2.3. Fiir ein beliebiges t>0 gilt

2 m
fgn(x,u)dug% (m=0,1,...;n=1,2,...; x>0),
uel X
wo
n
1={u:ugo, U—~— gt}
X
ist.

Beweis. Fiir ein festes >0 und ein festes m ist

1 2 mn(*)  Ky(2m)n"
j gn(xnu)d é’t_‘"uéf (u'—_‘) gn(x ”)du< Zt ()= gmr;lZ)n};l .

uel X
Fiir m=1 ergibt sich die im folgenden oft benétigte Abschitzung

K,2n n+2

2.4) jgn(x Wdu< e

Wie man leicht zeigt, gilt fiir ein festes x>0 und ein beliebiges 5 >0

on

<6 fir < mBT .

2.5) YU——

n
——X
u

Definition 2.4 (Funktionenraum A;). A, sei der lineare Raum derjenigen
Funktionen f(x)e M(0, «0), die einer Wachstumsbedingung der Art |f(x)|<
P X (P>0, a>0, x>0) geniigen.

Hilfssatz 2.5. Fir die Funktion f(x)e A, existiert die Bildfunktion G,(f; x)
an der festen Stelle x, >0 fiir alle n=[a/x,]1+1.

Beweis. Sei x, >0 fest. Dann ist
n+1 au n+1 o

je—xlu uneruz P_')i;_'_j' e—(’ﬁ"%)"undu’
b !

0

G, (f; x)|=P
und das uneigentliche Integral konvergiert an der oberen Grenze, falls
a
X 1 ’n— > ()

ist.

Satz 2.6 (A;-Lokalisationssatz). Fiir die beiden Funktionen f(x),g(x)e
M (0, o) seien alle Punkte des festen Intervalls [x,, x;] (wobei 0 <x, Lx,< 0)
zweiseitige Stetigkeitspunkte. Weiter sei (a) f(x)eAr, (b) |g(x)|£0 fir x>0
(Q eine positive Konstante), (c) f(x)=g(x) fiir xelx,, x,]. Dann existiert
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G, (f; x) fir n=[a/x, 1+ 1 und xZ x, ferner existiert

lim G,(f; x),

B>

und es ist
lim G,(f; x)= lim G,(g; x) gleichméBig in x4, x,].
Beweis. Sei zundchst ny=[a/x,]+ 1. Nach Hilfssatz 2.5 existiert G,(f; x)
flir xe[x,, x,] (sogar fir x=x,), falls n=n, ist. Sei £>0. Dann gibt es ein
0=0(g)>0, unabhéngig von xe[x,, x,], so dab gleichzeitig gilt

2:6) 1/&D=fx)Ise, lgx)—g)lse filr xe[xg,x,], [x'—x[<d.

(O.B.d.A. sei dabei 6 <x;.) Wir wihlen nun einen Index n, =#, so, daB auch
noch 6/2>afn, ist. Im folgenden sei ein n=n, festgehalten. Fiir ein festes
xelx,, x,] ist

2.7 G (f; X)— Ga(g; X =51 +8,,

wobei
n n .
Si= ] aww (£ (5)-g (5)[au =12,
uel; u u
I, =<u:uz20 u—ll-— <——5—11—~ X =x—i>0
! =" X, 2%,(x,+0) " n ’
I,=[0,0)—1,

ist. Sei uel;. Wegen (2.5) folgt dann

<9
2

n
w

und hieraus wegen der liber # gemachten Voraussetzung

%——x <J.
Aus (2.6) und (c) folgt
1 ()=e ()|=) (5) e +lg (5)-eeo|s2e  (velxmxD.

und hieraus

S§:=L2¢ | gux,u)dus2ef g,(x,u)du=2s.
0

uel;
Sei nun uel,. Aus den Voraussetzungen (a) und (b) folgt

)2 ()

an au

<Pe" +QZ(P+Q)e ™,

15%
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und damit erhalten wir

n+1 nti

§ e”’“““u”du:(Pﬁ-Q)gm § g.(x,,uydu.
n «I»

n! uels u

X

S, =(P+0Q)
Nun ist aber

n+1 nt+1i n+1 ’ 2a

x 2 2 bt
n+1=(1+ 4 ) §(1+ ¢ ) §(1+———a)eXI,
x nx—a nxg Xq

n

und hieraus {olgt mit Hilfe der Ungleichung (2.4) unmittelbar
2a

2a\ = 2
4(P+Q)(1+—;CT)€ (x,+9) 'I’l+2

SZ 52 n2

A

Wihlen wir n = n, hinreichend groB, so wird S, <&, unabhingig von xefx,, x,].
Damit ist gleichzeitig die Existenz des Grenzwertes

lim G,(f; x)

n-*
und die behauptete gleichmiBige Konvergenz bewiesen, da die Existenz des
Grenzwertes

lim G,(g; x)

n=r

durch Satz 2.2 gesichert ist.
Ein unmittelbares Korollar des vorangehenden Satzes ist

Satz 2.7. Fiir die Funktion f(x)eA; seien alle Punkte des festen Intervalls
[x1s x,] (vgl. Satz 2.6) zweiseitige Stetigkeitspunkte. Dann existiert G,(f; x)
Sir nz[afx 1+ 1 und x=x,, und es ist

mG,(f;x)=f(x)  gleichmdpig in [x{,x,].

Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt aus Hilfssatz 2.5 .Wir wihlen
nun ein festes n=[a/x,]1+ 1 und definieren eine neue Funktion g(x) durch

flxy)  fir 0<x<x

g(x)={f(x) fiir x=zx;.

Da fiir die beiden Funktionen f(x) und g(x) die Bedingungen von Satz 2.6
erfiillt sind, gilt
lim G,{f; x)=1lim G,(g; x)

n—+rw B+ o0

gleichmaBig in {x,, x,]. Nach Satz 2.2 folgt
lim G,(g; x)=g(x),

und wegen f(x) =g (x) fiir x = x, folgt die gleichmiBige Konvergenz von G,{f;x)
gegen die Funktion f(x) im Intervall [x;, x,].
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Definition 2.8. (Funktionenraum Ag (0, o) bzw. Az[0, 00)). Az(0, c0) bzw.
Agl0, o) sei der lineare Raum derjenigen Funktionen f(x)eM(0, o0) bzw.
M[0, ), die einer Wachstumsbedingung der Art 1f(x)|£P(1+x%) (P>0,
a>0, x>0 bzw. x=0) geniigen.

Hilfssatz 2.9. Fiir die Funktion f(x)eAgl[0, o) existiert die Bildfunktion
G,(f; x) an der festen Stelle x, >0 fiir alle n=[a).

Beweis. Sei x>0 fest. Dann ist
A+ 1 o0

lGn(f;x]_),_éP'{"Pxnl—'naje_xlflun—adu,
N o]

und das Integral konvergiert an der unteren Grenze fiir n= [a].

Wir geben nun eine weitere hinreichende Bedingung fiir die Moglichkeit
der Erweiterung des Definitionsbereichs der Funktion G,(f; x) in die Stelle
x=0 hinein. Dieser Satz wird den Hilfssatz 1.2 und die Festsetzung (1.3) als
Spezialfilie enthalten.

Satz 2.10. Ist die Funktion f(x)eAx[0, o) an der Stelle x=0 rechtsseitig
stetig, dann gilt fiir jedes feste nz [al

lim G,(f; x)=f(0).
x>0+

Beweis. Sei nz[a] fest. Nach Hilfssatz 2.9 existiert G, (f; x) fir x>0.
Sei e>0. Dann gibt es ein u,=1,(¢) so, daB

<
2

‘f (5)-r©

ist fiir u>u,. Es gilt
G- 1O= [ aie) £ () =1@] dut Teu s [ (L) -10)] du
:S1+S2 .
Nun ist aber
[S2|§*§_u§0gn(x:u)du§§ fur x>0
und

n+1 ug n+1 o

[ e ™" u" " du+ f(0) eyt du <2

< a
ISil=Mn nl nl 2

falls x hinreichend klein ist.

Sind die Voraussetzungen von Satz 2.10 erfiillt, so treffen wir die Fest-
setzung

(2.8) G,(f;0):= 1i131+G,,(f; x)=f0) (n=[a],[a]+1,...).
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Satz 2.11 (A4g[0, o)-Lokalisationssatz). Fiir die beiden Funktionen f(x),
g(x)e M [0, o) seien alle Punkte des festen Intervalls [x,, x,] (wobei 0<x, <
X, <) zweiseitige Stetigkeitspunkte. (Im Falle x,=0 sei die Stetigkeit dort
nur einseitig.) Weiter sei (a) f(x)eAg[0, 00), (b) lg(x)|Z0 fir x=0 (O eine
positive Konstante), (c) f(x)=g(x) fitr xe[x,, x,). Dann existiert G,(f; x) fiir
nz[a] und x=0, ferner existiert

lim G,(f; x)
und es ist
lim G,{f; x)=1lim G,(g; x) gleichmdpig in [xy,x,].

Beweis. Sei nz[a] fest. Nach Hilfssatz 2.9 existiert G,(f; x) fiir x>0. Im
Falle x, =0 ist wegen der Festsetzung (2.8) G,(f; 0)=7(0) fir n>[a], G,(g;0) =
g(0) fiir alle » und damit G,(f; 0)=G,(g; 0) fir n=[a]. Wir setzen deshalb im
folgenden stets x &0 voraus. Sei ¢>0. Wir beniitzen wieder die im Beweis von
Satz 2.6 beschriebene Zerlegung in S; und S, , hier aber mit

én

IS x(x+9)

{ |
Ilziu: u=0,

} und I,=[0,0)—1I,.

x
Wie im dortigen Beweis zeigt man, daB auch hier S| <2¢ ist. Fiir uel, folgt

wegen der Voraussetzungen (a) und (b)
n+1
S, 2(P+0Q) | gux,u)du+Pn’ al ‘ [ e u" " "du=8,,+5,,.

usls * uely

Wendet man die Abschidtzung (2.4) auf S,; an, so folgt die Existenz einer Zahl
n.(e) (2 [a]) derart, dal gilt

2.9 S,1 e fiir n=n,, unabhingig von xe[x,,x,].

Wegen u"<u"~ ! fiir 0<u<1 schitzen wir S, , nach oben ab durch

n+1

$:,5Pn' [ gl uw)dutPnt =

uely

Aus Hilfssatz 2.3 folgt fiir m=[a]+1

K, Qm)n"(y+0) o x5

SzzéP n®
52mn2m n!

und damit die Existenz einer Zahl #,(g) (= []) derart, daB gilt
(2.10) S,,<¢ fiir nzn,, unabhingig von xe{x,%,].

Die Behauptung des Satzes folgt nun fiir n= max(n,, 1,).
Als Korollar des vorstehenden Satzes folgt unmittelbar

Satz 2.12. Fiir die Funktion f(x)eAR[0, o) seien (wie in Satz 2.11) alle
Punkte des Intervalls [x,, x,] zweiseitige Stetigkeitspunkte. Dann gibt es ein n
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so, dafi G,(f; x) existiert filr n=ny und x=x, und es ist

im G,(f; x)=f(x) gleichmdfig in [x{,x,].

B0

Es wird nun noch der Funktionenraum A eingefithrt, dessen Elemente
Wachstumseigenschaften der Elemente aus Ag(0, o) und A, in sich ver-
einigen.

Definition 2.13. (Funktionenraum A). 4 sei der lineare Raum derjenigen
Funktionen f(x)e M(0, o), deren Betréige fiir x —0+ hichstens wie P - e"*
(P>0,a>0) und fir x —~oco hichstens wie Q(1+x")(Q>0, b>0) anwachsen.

Fiir Funktionen f(x)e 4 lassen sich die Ergebnisse der beiden Lokalisations-
sdtze und ihrer Korollare zu einer Aussage zusammenfassen, welche die Kon-
vergenzaussage des Satzes 2.2 wesentlich erweitert.

3. Approximation der Funktion f’ (x)

Dieser Abschnitt behandelt lokale Konvergenz bzw. Aussagen iiber punkt-
weise Konvergenz. Wir verwenden dabei die Abkiirzung

[ Gin]  =6ithixo).

X=Xg

Satz 3.1. Die Funktion f(x)e M [0, o) sei fiir x=0 beschrinkt und stetig.
Dann gilt in jedem Punkt x,(0<x,<0), in dem f'(x,) existiert und endlich ist,

lim G, (f; xo) = f"(xo) -
Beweis. Aus der Existenz und Endlichkeit von /' (x,) folgt
B f=fx)+ S (x)(x—=X0)+g(x)(x—%,), limg(x)=0,

xX*Xxg

und hieraus
62 S (5) =1 o) () ve () (-xo)
Fir allen (n=1, 2, ...) und x,>0 ist

63 Gix=] (£ -u) &0 £ () du+;§0—j°g,,<xo,u>f (&) du.

Aaus (3.2) und (3.3) folgt nach einer elementaren, allerdings lingeren Rechnung

Galf: 50) =1 (50)= [ (1) (1o (L-—u) g0, ) dut
- e () (Z%0) suGro,) du=5, 453,

X0 0
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wobei die Existenz der Integrale fiir alle n gesichert ist. Sei ¢>0. Dann gibt es
ein 6=0(g)>0 so, dal

()

Wir beniitzen die im Beweis von 2.11 beschriebene Zerlegung des Integrations-
bereichs in die beiden disjunkten Teile J, und 7,; S, wird dadurch zerlegt in
T, und T,. Fiir uel, folgt aus (2.5)

o n
<eg ist fiir - Yo <d.

<e&.

<5 und deshalb lg (-Z_)

" -—X
e
Wegen

n Xg R
——— | = — X
X u U

erhalten wir

n+2 2
X _ )
T e =2 [ em™ory” 1(——~—u> du

n! uely xO
(35) xn+Zoo n 2
<e2—fe ™'y (———u) du=c.
n! g X

Fiir uel, folgt wegen (3.2) die Existenz zweier reeller Zahlen M >0 und N>0

so, daB
g u u of|=

(3.6)
ist, und hieraus folgt dann

Mxn+1 7 _ .
37 |T —u|e ™"y T du+N S W(Xo, ) du
( ) | ZI_(n 1)' quIz Xg uejlz o] g( 0 )
=T+ Th,.
Aus der Schwarzschen Ungleichung und dem Hilfssatz 2.3 (m=2) folgt fiir
nz2
Z ) ,
[ ] u| g, )]
uely xO

<[ (xio—u)zg,xxo,u)du] L g,,(xo,wdu]

uels
2K, (4)(xo+6)* 1
= S5,.(X0) f gn(xo:u)du<_—gf’%——‘ W
uel,
und damit die Existenz einer Zahl n,=n,(g) so, daB fiir n=n, T,, =S¢ ist.
T, , schitzen wir nach oben ab durch

T21§M Mn? xO‘

| gulxo,wydu+Mn | g,(xq,wydu+

0 ueclz uely
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Vermoge des Hilfssatzes 2.3 (m=3) folgt fiir n=2 die Existenz einer Zahl
n,=n,(€) so, dab fiir n=n, auch T, ; < ¢ ist. Ganz auf die gleiche Weise schlief3t
man leicht auf die Existenz einer Zahl ny=n;(e) so, daBl S, Ze ist fiir n=>n,.
Die Behauptung des Satzes folgt nun fiir n2 max(a,, n,, 13).

Ist die mit einer Funktion f(x)e M [0, co) gebildete Funktion

(3.8) F(x)= [ f(t)dt
0
fiir x>0 beschrinkt, so ist nach Satz 3.1 punktweise

lim G,(F; x)=f(x)
fast iiberall in (0, o), da die Funktion F(x) auf allen Intervallen [r, R] (wobei
0<r<R<co) absolut stetig ist und demnach F’'(x)=f(x) ist fast iiberall fiir
x>0.
Es gilt hier das folgende Paar von Lokalisationssiitzen:

Satz 3.2 (A4;-Lokalisationssatz). Die beiden Funktionen f(x), g(x)e M (0, o)
seien fiir x>0 stetig. Weiter gelte (a) f(x)eA;, (b) |g(X)| Q0 (Q eine positive
Konstante), (¢) f(x)=g(x) filr xq—0<xZxq+8 (0<d<xy). Dann existiert
G ([ xo) filr n2 [ax,1+1, ferner

lim G,(f; Xo)»

und es gilt
lim G, (f; xo)= lim G,(g; xo)-

Satz 3.3 (4]0, cv)-Lokalisationssatz). Die beiden Funktionen f(x), g(x)e
MO, co) seien filr x=0 stetig. Weiter gelte (a) f(x)eAdg[0, c0), (b) |g(x)|<Q
(Q eine positive Konstante), (¢) f(x)=g(x) filr xq—0Sx<xq+6 (0<5<x,)
Jalls x,>0, und fiir xo £x= x4+ 06 (6>0) falls xo, =0 ist. Dann existiert G,( f;x)
fiir n={al, ferner existiert

lim G,(f; xo),
und es gilt
lim G,(f; xo)= lim G,(g; xo).

Die Beweise der beiden Lokalisationssitze lassen sich ganz entsprechend
wie die der Sdtze 2.6 und 2.11 fiihren. Wichtig ist auch hierbei wieder der Hilfs-
satz 2.3.

Fafit man die Aussagen der Sétze 3.1 bis 3.3 zusammen, so ergibt sich (wie
in Nummer 2) eine Erweiterung der Konvergenzaussage des Satzes 3.1 auf den
Funktionenraum 4.

Gehort die mit einer Funktion f(x)e M[0, o) gebildete Funktion F(x)
(s. (3.8)) dem Raum 4 an, so gibt es zu jedem Intervall [x,, ) (wobei
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0<x,<o0) einen Index n, (der i.a. von F(x) und x, abhdngen wird) derart,
daB G,(F; x) in [x,, oo) existiert, und ferner gilt
lim G, (F; x)=f(x)

R 00

(punktweise) fast iiberall in [x,, o0).

4. Monotonie und konvexitiitserhaltende Eigenschaften der Folge {G,}

Definition 4.1. (Funktionenraum D®). D® (k=0,1,...) sei der lineare
Raum derjenigen Funktionen f(x)eA, die fiir x>0 k-fach stetig differenzierbar
sind.

Poroviciu (vgl. [/0]) nennt eine (recllwertige) Funktion f(x) konvex
(bzw. polynomial bzw. konkav) von k-ter Ordnung auf einem Intervall {a, b]
genau dann, wenn fiir jede Gruppe von k-+2 Knoten x,, x,, ..., Xy, aus
la, b] gilt

[x1, %2, s X3 f1>0  (bzw. =0, bzw. <0).

Dabei stellt [x,, x5, ..., X342, /] die dividierte Differenz (k+ 1)-ter Ordnung
der Funktion f(x) dar. Fiir eine im Intervall [a, b] (k+ 1)-fach stetig differen-
zierbare Funktion f(x) gilt bekanntlich
. f(k+ 1)(9)
[x, %, ""xk+2’f]:_m:
wobei
min x; <3 <max x;
ist. Wir nennen deshalb im folgenden eine (k+ 1)-fach stetig differenzierbare
Funktion f(x) konvex (bzw. polynomial bzw. konkav) von k-ter Ordnung
auf dem Intervall [a, ], genau dann, wenn f**(x)>0 (bzw. =0, bzw. <0)
ist auf [a, b].

Definition 4.2. K® (bzw. K, bzw. K®) (k=0, 1, ...) seien die linearen
Rdume derjenigen Funktionen f(x)eD** Y, die konvex (bzw. polynomial bzw.
konkav) von k-ter Ordnung sind auf dem Intervall (0, 00). (f(x)eKW ist gleich-
bedeutend mit —f(x)eK®.)

In dem nun folgenden Satz wird die Konvergenzaussage von Satz 2.2 fiir
gewisse lineare Teilriume von A prézisiert.

Satz 4.3. Sei f(x)e KV (bzw. KV bzw. K1), Dann gibt es fiir jedes x,>0
ein ny (das im allgemeinen von der Funktion f(x) und von x, abhdngen wird),
derart, daff G,(f; x) fiir x=x, und fiir n=ng existiert und die Folge {G,(f; x)}
fiir jedes feste x aus dem Intervall [x,, o) mit n(n=ny) echt monoton abnimmt
(bzw. konstant bleibt bzw. echt monoton zunimmt ).

Beweis. Die Funktion f(x) gehore einem der Riume K(V, K{¥ oder K an.

Da f(x) aus A4 ist, wissen wir wegen der Hilfssitze 2.5 und 2.9, daB G,(f; x)
auf [x,, 00) existiert, falls nzmax([a/x,14 1, [b])=n, ist. Es sei nun n>n,
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fest. Durch partielle Integration von G, (f; x) erhalten wir

u
und kénnen schreiben

Gn+ l(f: x)—Gn(f X)

@.1)

RGN

=(j; x,u)— T
u

Da f(x)e DYV, folgt aus dem Mittelwertsatz

(42)  Gyus(f; 0= Go(fs )= J‘gn(x,u)—~[f<9,,,,> f'(”“)] du,

wobei

n n+1
7<9,, W< ki

s

ist. Gehort die Funktion f(x) nun bzw. einem der Riume KV, K{P, K an,
so sieht man unmittelbar, daB fiir n=n, G, (f; x)—G,(f; x)<0 (bzw. =0
bzw. >0) ist auf [x,, 00).
Ist die Funktion f(x) im obigen Satz global beschrinkt, so ist speziell n,=0.
L sei ein Operator, der auf einem beliebigen Funktionenraum F definiert sei.

Definition 4.4. Wir sagen genau dann, daf3 der Operator L die Konvexitdt
(bzw. Polynomialitit bzw. Konkavitit) k-ter Ordnung auf einem Intervall [a, b)
erhdlt, wenn die Bilder L(f; x) von Funktionen f(x)eF, die auf einem Intervall
[, B] konvex (bzw. polynomial bzw. konkav) von k-ter Ordnung sind, wieder
konvex (bzw. polynomial bzw. konkav) von k-ter Ordnung auf [a, b] sind.

Es soll nun eine konvexitdtserhaltende Eigenschaft der Gammaoperatoren
untersucht werden. Dazu bendtigen wir zuvor

Hilfssatz 4.5. Sei f(x)eD® (k=0, ..., n—[b]) und x,>0 beliebig. Dann
existiert G,(f; x) auf dem Intervall [x, oo) filr nzmax([a/x]+1, [b)y=n, und
es gilt

G,(,k)(f;x)=%1;— " k“_f TxE gy kf(k)( )du (k=0,...,n—[b]).

Beweis. Wir betrachten das Integral

L ()= fe_xuun-sjp (—Z_) du  (s=0,...,n~[b]).

Durch partielle Integration erhalten wir

(43) n s(f ) n s+1(f X)-l- n s l(f x)'

s+1 +1
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Andererseits ist

(44 A D=L 9.

Mit den obigen Bezeichnungen kénnen wir schreiben

xn+1

n!

(4.5) G (f; %)= I(f;%).

Indem wir (4.5) differenzieren, erhalten wir

n+1

n+1 X
X In(f) x)'——;l'—ln+1(f; X)

n!

G,(f; )=

und durch Verwendung von (4.3) fiir s=0 folgt hieraus
! n n rad
Golfs D= ¥ L5 9).

Mittels vollstindiger Induktion folgt leicht die Behauptung des Hilfssatzes.

Da die Operatoren G, und alle ihre Ableitungen positive Operatoren sind,
folgt aus Hilfssatz 4.5 unmittelbar der

Satz 4.6. Sei f(x)eD® (k=0, ..., n—[b]). Danngibt es fiir jedes x,>0 ein
ny (das im allgemeinen von der Funktion f(x) und von x, abhdngen wird), derart,
daff G,(f;x) fir x=x, und fiir n=n, existiert und jedes G,(n=ny) auf dem
Intervall [x,, 00) die Konvexitdt (bzw. Polynomialitit bzw. Konkavitdit) k-ter
Ordnung (k=0, ..., n—[b]—1) erhdlt.

Als bestimmte Integrale mit dem positiven Kern g,{x, ) sind die Gamma-
operatoren G, variationsvermindernd im Sinne von SCHOENBERG (vgl. [12]).
Bezeichnen wir die Variation einer Funktion f(x)e A (= Anzahl der Vorzeichen-
wechsel der Funktion, wenn die Variable x den Definitionsbereich durchiduoft)
mit o[ £(x)], so gilt also v[G,(f; x)]Sv[f(x)], und da G, linear ist, folgt wegen
G,(1;x)=1und G,(t; x)=x (n=1, 2, ...) die Ungleichung

v[G,(f; x)—A—Bx]<v[f(x)—A—Bx],

in der A und B beliebige reelle Konstanten sind. Die Ungleichung besagt, daB
der Graph der approximierenden Funktion G,(f; x) nicht ofter um eine be-
liebige Gerade oszilliert als die zu approximierende Funktion.

5. Die lokale Approximationsordnung der Folge {G,}

Die Geschwindigkeit, mit der die Folge der Differenzen 4,=G,(f; x)—
f(x) (n=1,2,...) lokal gegen Null strebt, hingt naturgemaB von speziellen
Eigenschaften des zugrunde gelegten Funktionenraums ab. Wir werden hier
drei Fille untersuchen.
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Satz 5.1. Die Funktion f(x)eAgl0, ) sei fir x=0 stetig, w(0) sei ihr
Stetigkeitsmodul und xo(0<x,< ) ein beliebiger Punkt. Dann existiert
G,+(f; x) filr n=[a] und x20, und es ist

5.1) Gy (3 %) —f (x| £ (L X0) @ (—1—}:) .

n

Beweis. Sei n= [a] fest. Fiir x,=0 ist die Behauptung des Satzes wegen der
Festsetzung (2.8) trivialerweise richtig. Fiir x,>0 existiert G,,(f; x,) nach
Hilfssatz 2.9, und es gilt

(5.2) [Gpi1(fs x0)—f (X Z i (| FO)=f (XD xo)~

Aus der Definition des Stetigkeitsmoduls w(8) folgt fiir ein beliebiges >0

| f ()~ (xo) | So(lt—x])=0 (;t_m ' %)

<(|t—xo| n +1) (;1,,_)
und aus (5.2) folgt
|Gy o %0)~F Ceo) | S [0 G 1110 x0)+ 1] 0 (;I,T) .

Die Schwarzsche Ungleichung liefert

G2y 1(1t=%o 15 X0) S Gy 1 ((t—x)%; Xo)
=Gy 1 (25 X0) —2%0 G 1 (13 X0) + %2 Gy (1; xo)=—>;—1§—.
Damit ist
(Gl 30~ )| ST ¥ 0 1] ()

und die Behauptung des Satzes folgt fiir f=1.

Fiir Funktionen, die sehr rasch anwachsen, wie etwa die Funktion f(x)=x?,
macht der Satz keine Aussage, wohl aber fiir beschrinkte Funktionen und ge-
niigend langsam wachsende Funktionen. Gehort die Funktion f(x) der Lip-
schitzklasse Lipyo0 (0<ax £ 1) an, so folgt aus (5.1) die anschaulichere Abschiit-
zung

53 (Groslfs 30~ o) ST

Der nun folgende Satz verwendet eine starke lokale Eigenschaft der Funk-
tion f(x). Fiir seinen Beweis ben6tigen wir noch den folgenden

Hilfssatz 5.2 {A;-Lokalisationssatz). Fiir die beiden Funktionen f(x),
g(x)eM(0, ) gelte

(@) f(x)edy, (b) |g(x)| =0 (Q eine positive Konstante), (¢) f(x)=g(x) fiir
Xo=0SXZ x5+ 06 (wobei 0<0<x,). Dann existiert G,(f; xo) fiir n=[afx,]+1,
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und es ist
lim n[G,(f; xo)—G,(g; x0)]=0.
Ein ganz entsprechender Satz gilt auch fiir Funktionen f(x)eAgz[0, o).
Auf die Beweise beider Hilfssdtze (vgl. [8]) soll hier verzichtet werden; ein
wesentliches Beweishilfsmittel ist wieder der Hilfssatz 2.3.

Satz 5.3, Die Funktion f(x)e A besitze in einem festen Punkt xq(0<xq< 00)
eine endliche zweite Ableitung. Dann existiert G,(f; xo) fir n2 max{[a/xy]+1,
[B]y=nq, und es ist

(5.4) lim (n — 1[G, (f; x0)—f (xo)]=1 x5 f (xo),

n— o0

(5.5)  Guii(fs X0} =Gy (f; x0)=

2
X0

_mf”(xo)+0 (711—) fir n->c0.

Beweis. Sei n=zngy fest. Um (5.4) nachzuweisen, geniigt es nach einem Satz
von MaMeEDOW (vgl. 5, &]) iiber Folgen linearer positiver Operatoren zu zeigen,
daB fiir n — oo gilt:

G,(1; x)= 1+o( ())

W (xo) 1
¢(n) o (co(n)

Gy(*; x0) =X+ ) (k=1,2),

wobei
lim g(n)=oc0

n-row

und fiir ein geeignetes ganzes m>1

(5.6) lim ¢ (1) Gu((1—%0)*™; %0)=0

fi—> 0

ist. Fiir jede beschrinkte Funktion f(x)eM(0, o), die cine endliche zweite
Ableitung besitzt, gilt dann

G, (f; x0)—f(x0)

(.7 _ 21 (xo) ¥ (ko) +f " (xo) [¥2 (x0) =2 X0 Y1 (X)) | ( )
2¢(n) @(n)

Aus den Gln. (2.1) folgt y/,(x,) =0, ¥, (xo)=x3, @(m)=n~1, und eine einfache
Rechnung ergibt

(5.8)

3n+18
G ((t xO) xO) (n 1)(n 2)(1’! 3) 4

d.h. die Gl (5.6) ist bereits fiir m=2 erfiillt. Aus dem Satz von MAMEDOW
folgt somit fiir beschriankte Funktionen f(x)e M (0, c0)

xZ

(5.9 G, (f; xo)—f(x0)= “2(—)‘

o (1),
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Mit Hilfe des Lokalisationssatzes 5.2 bzw. seines Analogons zeigt man nun,
wie im Beweis von Satz 2.7 bzw. Satz 2.12, daB die behauptete Gl. (5.4) auch
fiir Funktionen f(x)e A, bzw. A [0, «0) und damit fiir Funktionen f(x)e 4 gilt.
Die GI. (5.5) ist eine unmittelbare Folge von (5.4).

Die lokale Approximationsordnung 1aBt sich auch dann nicht verbessern,
wenn hohere Ableitungen als die zweite existieren. Dies zeigt das Beispiel der
Funktion f(x)=x"2eA4. Fir x,>0 gilt hier

_(n+D(n+2) 1 1 3n+2 1 (1)

G, (f; x)—f(Xo)=———7—— 5~ =7 =0 "

n x5 X n x5

Ahnliche Ergebnisse erhalten wir, wenn wir die bisherige starke lokale

Forderung streichen, dafiir aber eine wesentlich stérkere globale Forderung an
die Funktion f(x) stellen.

Satz 5.4. Die Funktion f(x)e DV sei fiir x>0 stetig und x, (0<xy< 0) sei

ein beliebiger Punkt. Dann existiert G, ,(f; x) fiir n=zny (s. Satz 5.3) und
XZ Xo, und filr geeignete (voneinander verschiedene) £,,c[x,, o) (i=1, 2, 3) ist

(5.10) Gyes(fs %) ~f (x0) =" [E1ar Eann s /1,

und fiir geeignete (voneinander verschiedene) 1;,€[xq, ) (i=1, 2, 3) ist
2

(511) Gn+2(f; xO)_Gn+1(f; x0)= —n(—:ﬁti"j— [nlna )1211’773n;f] .

Beweis. Sei nzmax(ng, 2) fest. Fiir x,>0 existiert G, ,(f; xo) nach den
Hilfssdtzen 2.5 und 2.9. Nach einem Satz von Poroviciu (vgl. {11]) iiber Rest-
glieder in linearen Approximationsformeln hat das auf dem linearen Raum
D definierte lineare Funktional

R, [f1=f(x0) =G4 1(f; x0)
die Darstellung

(5.12) R,[f1=C-[é14,E2,E3, f]1  (Funktional ,einfacher Art*),

wobei C'+0 unabhingig von f(x) ist und die voneinander verschiedenen Knoten
Ein€lxe, o0) (i=1, 2, 3) im allgemeinen von f(x) abhdngen, genau dann, wenn
gilt

(1) R,[11=0, R,[t]1=0, R,[t*]+0,

(2) R,[f1+0 fiir jede Funktion f(x)e D, die auf dem Intervall [x,, o)
konvex von erster Ordnung ist.

Die Bedingung (1) ist wegen (2.1) erfiillt, die Bedingung (2) wegen Satz 4.4.
Die Konstante C bestimmen wir nun aus der Tatsache, dal sie unabhiingig
von f(x) ist. Fiir die spezielle Funktion f(x)=x? folgt aus (5.12) unmittelbar

2
Xp

C=_T ([51",52,‘,63”;1’2]:1),
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womit die behauptete Gl. (5.10) bewiesen ist. Die zweite Behauptung (5.11) ist
eine einfache Folgerung hiervon.

Aus (5.10) folgt noch, dafi das Restglied positiv {(bzw. negativ) ist fiir eine
Funktion, die auf dem Intervall [x,, o) konvex (bzw. konkav) von erster

Ordnung ist.
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