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1. Einleitung 

Eine Reihe wohlbekannter Folgen linearer positiver Operatoren, die in der 
Approximationstheorie Verwendung finden, stehen in einem engen formalen 
Zusammenhang mit bekannten Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Limi- 
tierungsverfahren. 

So erkennt man in den Gewichten 

bnk(X)=(k)Xk(1--X)n-k (n= l ,  2, ...; k=0, ..., n) 

des n-ten Bernsteinschen Polynoms 

B,(f; x)= 
k=0 

das einer ffir 0_< x<  1 definierten komplexwertigen Funktion f(x) zugeordnet 
wird, unmittelbar die Bernoullische (oder binomische) Verteilung der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung, sowie das allgemeine Matrixelement 

ank=(k)~k(1--C0 ~-k, 0<~=<_1 (n�88 

des Euler-Knopp Verfahrens E~ der Limitierungstheorie in der FF-Form 
(vgl. [141, s. 130). 

Mit Hilfe der Gewichte 

m,k(X)=(:) (1--X)"+lX k-" (n=l,2,...;k=n,n+l,...) 

wird nach MEYER-KONIO und ZELLER (vgl. [1, 7]) einer fiir 0--< x--< 1 erkt~rten 
komplexwertigen Funktion f(x) die n-te Bernsteinsche Potenzreihe 

k=tl 

zugeordnet. Zu den Gewichten m,k(X ) geh6rt die Pascalsche Verteilung der 
Wahrscheinlichkeitstheorie, sowie das allgemeine Matrixelement 

a~k=C~ ~+~ (~)( l - -c0 k-n, 0<~<1  (n=0,1 .... ;k=n,n+l, o..) 
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des Taylorverfahrens T~ der Limitierungstheorie in der FF-Form (vgl. [14], 
S. 141). 

Die Operatoren von SZ~sz-MIRAKYAN (vgl. [4, 13]) schliel31ich ordnen einer 
komplexwertigen Funktion f(x), die auf der positiven reellen Achse erkl/irt 
ist, die Reihen 

S,( f;x)=e-"~k~=O~f(~)=k~=oS,  k ( X ) f ( k )  (n= 1, 2, ...) 

zu. Zu den Gewichten s,l,(x) geh6ren bier die Poissonsche Verteilung der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung und das allgemeine Matrixelement 

- Z  ~k 
aak=e k! (0_<2<o0; k=0, 1, ...) 

des Borelverfahrens B 0 der Limitierungstheorie in der FF-Form (vgl. [14], 
S. 134). 

In dieser Note wird eine Folge {G,} (n = 1, 2 .. . .  ) linearer positiver Integral- 
operatoren untersucht, die in Analogie zu den Operatoren B,, M, und S, 
konstruiert sind. Da hierbei vonder Gammaverteilung der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung (vgl. [3], S. 152) ausgegangen wird, bezeichnen wir diese Operatoren 
als Gammaoperatoren. Das zugeh6rige Limitierungsverfahren ist das von 
MEYER-KONIG eingeffihrte Taylorsche Verfahren T~ zur Limitierung von 
Funktionen (vgl. [6], S. 181), das auf der Integraltransformation mit dem Kern 

n + l  
a e_aUun gn(a, u ) = ~  (n=0, 1 .... ; a > 0 ;  u>0) 

beruht. 
Die Gammaoperatoren wurden vom zweitgenannten Verfasser in seiner 

Dissertation (vgl. [8]) eingeftihrt und ausffihrlich untersucht. Hier werden 
sie in einer leicht modifizierten Form definiert, die den Zwecken dieser Arbeit 
besser angepal3t ist (s. auch Nr. 5). 

Definition 1.1. (Funktionenraum M(0, o0) bzw. M[0, o0)). M(0, o0) bzw. 
M[0, o0) sei der lineare Raum derjenigen komplexwertigen Funktionen f(x), die 
fftr x > 0  bzw. x>=O definiert und in jedem Intervall [r, R] (wobei 0 < r < R <  o0) 
Lebesgue-meflbar und beschriinkt sind. 

Der n-te Gammaoperator (n = 1, 2, ...) wird dadurch erkl/irt, dab man jeder 
Funktion f(x) aus den R~iumen M(0, o0) oder M[0, o0) formal das Integral 

e-~"u"f du = S g,(x, u) f  du (1.1) Gn(f; x ) = ~ o  

zuordnet. Die auftretenden Integrale sollen dabei fiir jedes feste n stets in 
folgendem Sinne verstanden werden: 

(1.2) g,(x, u) f  du= lim g,(x, u) f  du, 
0 r ~ O  

R--* oo 
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wo r ~ 0  und R ~ o o  unabh/ingig voneinander. Existiert das uneigentliche 
Integral fiir ein x>0,  so bezeichne G,(f; x) den Wert des G,-Bildes der Funk- 
t ionf  an der Stelle x. 

Der nun folgende Hilfssatz gibt eine erste hinreichende Bedingung fiir die 
M6glichkeit der Erweiterung des Definitionsbereichs der Funktion G,(f; x) 
in die Stelle x=  0 hinein (s. auch Satz 2.10). 

I-Iilfssatz 1.2. Ist die Funktion f(x)eM[O, 0o) beschriinkt und an der Stelle 
x = 0 rechtsseitig stetig, dann giltfftr jedesfeste n 

lim G,(f; x)=f (0 ) .  
x ~ 0 +  

Der Beweis ergibt sich daraus, dab ffir jedes feste n die Integraltransforma- 
tion G,(f; x), die zu dem Kern 

x n+l f x > 0 ,  x ~ 0 +  
g,(x, u ) = ~  e-X"u" ~ (u>O 

geh6rt, permanent Jst. 

Sind die Voraussetzungen von Hilfssatz 1.2 erfiillt, so definieren wir 

(1.3) G,(f; 0):= lira G,,(f; x) =f(0)  (n = 1, 2,...). 
x ~ O +  

Die Hauptergebnisse der vorliegenden Arbeit sind sogenannte direkte S/itze. 
Aus vorgegebenen speziellen Eigenschaften der Funktionf(x) wird geschlossen 
auf: (a) Gleichm/il3ige Konvergenz der Folge {G,, (f ;  x)} ftir n --, ~ ;(b) Approx- 
imation von i f (x)  durch die Ableitung yon G,(f; x); (c) Monotonie der 
gleichm~iBigen Konvergenz yon {G,(f; x)}; (d) Erhaltung der Konvexit/it 
bzw. Konkavit/it k-ter Ordnung durch die Folge {G,}; (e) Lokale Approxima- 
tionsordnung, insbesondere asymptotische Aussagen. Dabei zeigt es sich, dab 
die Gammaoperatoren ftir die Approximation yon Funktionen, die auf unend- 
lichen Intervallen erklfirt sind, etwa dieselbe Rolle spielen wie die Bernstein- 
schen Polynome B, ffir die Approximation yon Funktionen, die auf endlichen 
Intervallen erkl/irt sind. 

Zu Beginn einer jeden neuen Nummer wird yon den Funktionenf(x) zu- 
n~ichst eine globale Beschrfinktheit gefordert, um bekannte S/itze fiber Folgen 
linearer positiver Operatoren (vgl. [4, 5]) anwenden zu k6nnen. Von dieser 
Einschr~inkung befreien wir uns dann jeweils durch ein Paar von Lokalisations- 
s/itzen, die es erlauben, Funktionen, deren Betr/ige ffir x ~ 0 +  bzw. x ~ o o  
tiber alle Schranken anwachsen, in geeigneter Weise ,,abzuschneiden"~ 

Beide Verfasser m6chten Herrn Prof. Dr. W. MEYER-KONIG ffir sein grol3es 
Interesse an dieser Arbeit und ftir wertvolle RatschlS.ge aufrichtig danken. 

2. GleichmiiBige Approximation 
Definition 2.1. (Funktionenraum S[xl, x2]). S[xl, x2] sei der iineare Raum 

derjenigen beschriinkten Funktionen f(x)~M[O, ~),  fi~r die alle Punkte des 
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festen Intervalls [x 1, x2] (wobei 0 < x l < x 2 < o o )  zweiseitige Stetigkeitspunkte 
sind. (Im Falle Xl = 0 sei die Stetigkeit dort nut einseitig.) 

Die Existenz yon G,(f; x) fiir Funktionen f (x)eS[xl ,  x2] ist gesichert. 
Grundlegend ist der folgende Approximationssatz: 

Satz 2.2. Fftr jede Funktion f (x )eS[x  l, x2] gilt 

lira G,(f  ; x)= f (x) gleichmiiflig in Ix 1, x2]. 

Beweis. Nach dem bekannten Satz yon KOROWKIN (vgl. [4], S. 14) ist zu 
zeigen, dab 

lim G,(tk; x)=x k (k=0,  1, 2) 

gleichm/il3ig im Intervall [xl, x2] gilt. Nun zeigt man aber !eicht, dab f f i rn>2 

X 2 
(2.1) G,(1; x ) = l ,  Gn(t; x)=x,  Gn(t2; X)=X2"~ n--1 

ist, woraus die Behauptung des Satzes unmittelbar folgt. (Ira Falle xl =0  
beachte man Hilfssatz 1.2 und (1.3).) 

Die Konvergenzaussage von Satz 2.2 wird nun auf einige Funktionenr/iume 
ausgedehnt, die den Raum S[xl, x2] enthalten. Hierzu ben6tigen wir zun/ichst 
einige Eigenschaften des Integrals 

Sm,(X)=-~-- .  S U-- e-X"u"du (m=O, 1 , . . . ;n=l ,  2, . . .;x>O). 

Es ist 

So.(X)=l, 
X 

und die Integrale Stun(X) genfigen der Rekursionsformet 

(2.2) S~+1.,(1)= mx-~ Sm_l,,(x)+ 1 S,,,~(x)-J-~ Smn(X ) (m=0,  1 . . . .  ). 

Mit Hilfe yon vollst/indiger Induktion folgt hieraus, daB sich die Integrale 
Stun (X) in der Form 

I [m/2] 
=__2_~ ~ p .  Sm.(X) xm i~ ~ ,~n 

darstellen lassen, wo [a] fiir ein reelles a das Ganze yon a bedeutet und die 
Pmi yon x unabh/ingige Konstanten sind. Ffir die Integrale Sm.(X) ergibt sich 
damit die Abschgtzung 

( 2 . 3 )  O~_~Smn(X)'< K"(m)nrm/2a x" (m=0,  1, ...; n = l ,  2, ...; x > 0 ) .  

15 Math. Z., Bd. 98 
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Es ist 

K.(0) = 1, K.(1) = 1, K.(2) = 1 + 2 .  
n 

Hillssatz 2.3. Fiir ein beliebiges t > 0 gilt 

WO 

ist. 

6 
K .  (3) = 5 + - - .  

n 

K.(2m)  n m 
g . ( x , u )du<  x2~t2 .  ' ( m = 0 ,  1 . . . .  ; n = 1 , 2 , . . . ;  x > 0 ) ,  

Beweis. Ffir ein festes t > 0  und ein festes m i s t  

g . ( x , u ) d u ~  S , rkU--~-}  g . ( x , u )  d u ~  S2m'n(x )  < K n ( 2 m ) n m  
ueI u t 2m -- x 2 m t  2m 

Ftir rn = 1 ergibt sich die im folgenden oft ben6tigte Absch/itzung 

K.(2) n _ n + 2  
(2.4) S g . ( x . u ) d u <  xZtZ xZ t2 .  uEI 

Wie man leicht zeigt, gilt fiir ein festes x > 0 und ein beliebiges 6 > 0 

(2.5) - x  < 6  fiir - < x (x+6)  " 

Definition 2.4 (Funktionenraum AL). AL sei der lineare Raum derjenigen 
Funktionen f (x )sM(O,  oo), die einer Wachstumsbedingung der Art [ f ( x ) [ <  
P e "/x (P > O, a > O, x > O) geni~gen. 

Hilfssatz 2.5. Fi~r die Funktion f ( x ) ~ A  L existiert die Bildfunktion G,( f ;  x) 
an der festen Stelle x t > 0 fi~r alle n > [a/x 1]+ 1. 

Beweis. Sei x,  > 0  fest. Dann  ist 

n + I  o~ au n + l  m : a ~  

P xl ! - u" eWdu = P - - - : -  5 e u" [O"(f; xa)l< n! e xl .  xl  -(':*-~)~ du ,  
n~, o 

und das uneigentliche Integral konvergiert an der oberen Grenze, falls 

a 

x 1 - - - - > 0  
n 

ist. 

Satz 2.6 (Ar-Lokalisafionssatz). Fi~r die beiden Funktionen f ( x ) , g ( x )~  
M(O, oo) seien alle Punkte des festen Intervalls [xl, x2] (wobei 0 <x  1 <=x2 < oo) 
zweiseitige Stetigkeitspunkte. Weiter sei (a) f (x )~AL,  (b) [g(x)[<O f~r x > 0  
(Q eine positive Konstante), ( c ) f ( x ) = g ( x )  ffir x~[xl ,  x2]. Dann existiert 
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G,(f; x) fiir n>= [a/x1]+ 1 und x>=xl,ferner existiert 

lim G, (f; x), 
n--+ co 

und es ist 
lim G.(f; x)= lira G,(g; x) 

n--+ co n--+ co 

gleichmgiflig in [xl, x2]. 

Beweis. Sei zuniichst no > [a/x1]+ 1. Nach Hilfssatz 2.5 existiert G,(f; x) 
ffir x~[x,, x2] (sogar ffir x>xO, falls n>no ist. Sei e>0. Dann gibt es ein 
a=6(e)>0, nnabh/ingig yon xE[xl, x2], so dab gleichzeitig gilt 

(2.6) I f ( x ' ) - f ( x ) l~e ,  Ig(x')-g(x)l<e ffir xe[x, ,x2],  [ x ' - x [ < 6 .  

(O.B.d.A. sei dabei 5<xl. ) Wir w/ihlen nun einen Index n 1 >no so, dab auch 
noch 6/2>a/nl ist. Im folgenden sei ein n>n 1 festgehalten. Ftir ein festes 
xe[xl, x:] ist 
(2.7) 
wobei 

{G,(f; x)-G,(g; x)[< $1 +S2, 

= - g  du 
UE Ii " U  

u n ~n 
I1 ={u: u=>0, - 7 <  2x,(x-7+ 5)} 

12=[0, o0)--I 1 

ist. Sei ueI,. Wegen (2.5) folgt dann 

und hieraus wegen der fiber n gemachten Voraussetzung 

un---x <8.  

Aus (2.6) und (c) folgt 

f (~-)-g (~-)l<f (~-)-f(x)l+ g (~ - ) -g (x )  <2e 

und hieraus 
co 

S,<2e S g,(x,u)du<2aSg,(x,u)du=2g. 
u e l ~  0 

Sei nun ueI2. Aus den Voraussetzungen (a) und (b) folgt 

f ( n )  /n ' , '  "___e_" "" - g  [:~) <=Pe" +Q.<(e+O)e-;-, 
\ v .  / 

1 5 "  

(i= 1, 2), 
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und damit erhalten wir 

x n + l  p x n + l  ~ 

S~<(P+Q)-giT-. .j, e-~""u"du=( +Q)-7~ ~ g.(x. u)du 
_ X n  u ~ 1 2  

Nun ist aber 

x-p-r= 2+ < l + T g ? ,  =< 1 e x,, n x - -a  ] x 1 ] 

und hieraus folgt mit Hilfe der Ungleichung (2.4) unmittelbar 

4(P+Q) (2+ 2 a ]  2. - -  e ~ ( x z  + 6) 2 
\ x t / n+2  

& =< ~ nZ--" 

Wahlen wir n>nl  hinreichend grog, so wird Sz <e, unabh~ingig yon xe [x> x2]. 
Damit ist gleichzeitig die Existenz des Grenzwertes 

lim G,,(f; x) 
~--* oo 

und die behauptete gleichm~il3ige Konvergenz bewiesen, da die Existenz des 
Grenzwertes 

lim G,(g; x) 

durch Satz 2.2 gesichert ist. 

Ein unmittelbares Korollar des vorangehenden Satzes ist 

Satz 2.7. Fiir die Funktion f ( x ) e A  z seien alle Punkte des festen Interval& 
[xl, Xa] (vgl. Satz 2.6) zweiseitige Stetigkeitspunkte. Dann existiert G,( f ;  x) 

fftr n > [a/x1] + 1 und x > xl,  und es ist 

lim G,(f; x) =f(x)  gleichmiifiig in [xa, x2]. 
n-+oo 

Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt aus Hilfssatz 2.5 .Wir wfihlen 
nun ein festes n > [a/xj ] + 1 und definieren eine neue Funktion g (x) dutch 

g(x )~g f (X l )  fijr O<x=<x 1 
- ( f ( x )  fiir x_~x,. 

Da ftir die beiden Funktionen f (x )  und g(x) die Bedingungen von Satz 2.6 
erffillt sind, gilt 

lim G.(f; x)= lim G,(g; x) 
n-+oo n-+oo 

gleichm~il3ig in [xl, x2]. Nach Satz 2.2 folgt 

lim G.(g; x)= g(x), 
n--~ oo 

und wegenf(x) = g (x) ftir x >- xl folgt die gleichm~il3ige Konvergenz von Gn (f ;  x) 
gegen die Funktionf(x) im Intervall [xl, Xz]. 
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Definition 2.8. (Funktionenraum AR(0, oo) bzw. ARD, oo)). AR(O, oo) bzw. 
AR[0, oo) sei der lineare Raum derjenigen Funktionen f(x)eM(O, oo) bzw. 
M[0, oo), die einer Wachstumsbedingung der Art t f (x) l<P(l+x")  (P>0 ,  
a > 0 ,  x > 0  bzw. x>O) geni~gen. 

Hilfssatz 2.9. Fftr die Funktion f(x)~AR[O, oo) existiert die Bitdfunktion 
G,(f; x) an der festen Stelle x 1 >O fiir alle n>= [a]. 

Beweis. Sei x~ > 0 fest. Dann ist 
n + l  co 

X l  a r e - x ~  u [G"(f;xOt<P+P~T-. n Jo u"-"du, 

und das Integral konvergiert an der unteren Grenze fiir n > [a]. 

Wir geben nun eine weitere hinreichende Bedingung fiir die M6glichkeit 
der Erweiterung des Definitionsbereichs der Funktion G,(f; x) in die Stelle 
x = 0  hinein. Dieser Satz wird den Hilfssatz 1.2 und die Festsetzung (1.3) als 
SpezialfNle enthalten. 

Satz 2.10. Ist die Funktion f(x)aAR[O, co) an der Stelle x = 0  rechtsseitig 
stetig, dann gilt fVtr jedes feste n > [a] 

lim G,(f; x)=f(0) .  
x - + O +  

Bewe&. Sei n>=[a] fest. Nach Hilfssatz 2.9 existiert G,,(f; x) fiir x>0 .  
Sei e > 0. Dann gibt es ein u o = uo (e) so, dab 

< - -  

~- 2 
ist fiir u>u o . Es gilt 

uo /7. /'/ 

gO 

= S 1  "q- $ 2  . 

Nun ist aber 
oo 

[Szl=<-~- $ g,(x,u) du= T far x > 0  
- -  u o  

und 
n+1 uo n+i uo 

X - ~  X r  B 
]SI]<-Mn a nT. d e - X ~ u n - a d u + f ( O ) - - j e  u d u < - f ,  

- n !  o 

falls x hinreichend klein ist. 

Sind die Voraussetzungen yon Satz 2.10 erftillt, so treffen wir die Fest- 
setzung 

(2.8) G,,(f; 0) := lira G,(f; x) = f ( 0 )  (n = [a], [a] + i , . . . ) .  
x - ~ 0 +  
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Satz 2.11 (AR[0, oo)-Lokalisationssatz). Fiir die beiden Funktionen f(x),  
g(x)~M[O, oo) seien alle Punkte des festen Intervalls [xl, x2] (wobei O< xl < 
Xz < o0) zweiseitige Stetigkeitspunkte. (Im Falle Xx =0 sei die Stetigkeit dort 
nur einseitig.) Weiter sei (a)f(x)~AR[O, o0), (b) [g(x)[<Q fi~r x>O (Q eine 
positive Konstante), (c) f (x)  =g(x)  fi~r x~ [xl, x2]. Dann existiert G, ( f ;  x)fi~r 
n > [a] und x > O, ferner existiert 

lim G,(f; x) 
n-~co 

und es ist 
lira G,(f; x)= lira G,(g; x) g!eiehmdfiig in Ix a, x2]. 

n-.+ oo n--+ co 

Beweis. Sei n>=[a] fest. Nach Hilfssatz 2.9 existiert G, ( f ;  x) ffir x>0 .  Im 
Falle x l = 0 ist wegen der Festsetzung (2.8) G, ( f ;  0)=f(0)  ffir n > [a], G, (g;0)= 
g(0) ftir alle n und damit G,(f; 0)= G,(g; 0) ffir n>  [a]. Wit setzen deshalb im 
folgenden stets x 4=0 voraus. Sei e >0. Wir beniitzen wieder die im Beweis yon 
Satz 2.6 beschriebene Zerlegung in S1 und $2, hier aber mit 

11=~u:u_>O, u -  < und I2=[0 ,  o v ) - I i .  

Wie im dortigen Beweis zeigt man, dab auch hier $1 <2e ist. Fiir usI2 folgt 
wegen der Voraussetzungen (a) und (b) 

x n +  1 

S z < ( P + Q )  S g,(x,u) d u + P n a -  ~ e-X"u"-adu=S21+S2z " 
u e I2 n ! u e Iz 

Wendet man die Abschfitzung (2.4) auf $2 t an, so folgt die Existenz einer Zahl 
nl(e) (> [a]) derart, dab gilt 

(2.9) S2t <e ftir n>=n t, unabhfingig yon xe[x l ,  x2]. 

Wegen u" < u n - 1 ffir 0 < u < 1 schfitzen wir S z 2 nach oben ab durch 

x n + l  

S22 <-Pna ~ g , ( x ,u )du+Pn  ~ 
-- ueI2 / /!  

Aus Hilfssatz 2.3 folgt fiir m = [a] + 1 

S 2 2 < p n a  K,(2m)n~(x2+6) 2 x "+1 __ na "~2 
62mnem 4-P n! 

und damit die Existenz einer Zahl n2(~ ) (>  [a]) derart, dab gilt 

(2.10) $22<e fiir n>=n2, unabhfingig yon x~[xl ,x2] .  

Die Behauptung des Satzes folgt nun fiir n > max (n l, n2). 
Als Korollar des vorstehenden Satzes folgt unmittelbar 

Satz 2.12. Fftr die Funktion f(x)~AR[O, oo) seien (wie in Satz 2.11) alle 
Punkte des Intervalls [x~, x2] zweiseitige Stetigkeitspunkte. Dann gibt es ein no 
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so, daft G,(f; x) existiert fi~r n>no und x>xl ,  und es ist 

lira G,(f; x)=f(x)  gleichmiiflig in [xl,x2]. 

Es wird nun noch der Funktionenraum A eingefiihrt, dessert EIemente 
Wachstumseigenschaften der Elemente aus AR(0, oo) und AL in sich ver- 
einigen. 

Definition 2.13. (Funktionenraum A). A sei der Iineare Raum derjenigen 
Funktionen f(x)eM(O, c~), deren Betriige fftr x-+O+ h6chstens wie P.  e "Ix 
(P>0,  a>0)  und fi~r x ~oo h6chstens wie Q(1 +x  b) (Q>0, b>0)  anwachsen. 

F/Jr Funktionen f (x )cA lassen sich die Ergebnisse der beiden Lokalisations- 
s~itze und ihrer Korollare zu einer Aussage zusammenfassen, welche die Kon- 
vergenzaussage des Satzes 2.2 wesentlich erweitert. 

3. Approximation der Funktionf' (x) 
Dieser Abschnitt behandelt lokale Konvergenz bzw. Aussagen fiber punkt- 

weise Konvergenz. Wir verwenden dabei die Abkfirzung 

G,(f; x) = G'~(f; xo). 
x = x o  

Satz 3.1. Die Funktion f(x)eM[O, oo) sei fftr x>O beschrdnkt und stetig. 
Dann gilt in jedem Punkt x o (0 < x o < oe), in dem f '  (xo) existiert und endlich ist, 

lim G',(f; xo)=f'(xo). 
n--* oo 

Beweis. Aus der Existenz und Endlichkeit vonf'(xo) folgt 

(3.1) f (x )=f (xo)+f ' (xo) (X-Xo)+g(x) (x-xo)  , lim g(x)=0,  
x--+ x o  

und hieraus 

(3.2) f ( ~ ) = f ( x o ) + f ' ( x o ) ( ~ - X o ) + g  ( ~ )  ( -~-Xo) .  

Ffir allen (n = 1, 2, ...) und Xo > 0 ist 

oS( ) (:) (:) ~o n t ~o g,(xo,u) f du. (3.3) G,',(f;xo)= ~-~o-U g,(xo,u) f du+ Xo 

Aus (3.2) und (3.3) folgt nach einer elementaren, allerdings 15mgeren Rechnung 

t . g t  n 

G"( f ' x~176  ~o g u - X ~  ~ o -  g"(x~ du+ 
(3.4) 

+ Xo ~ - X o  g,(xo,u) du=S1+S2,  
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wobei die Existenz der Integrale fiir alle n gesichert ist. Sei g > 0. Dann gibt es 
ein 6 = 6 (e) > 0 so, dab 

Xol , 
Wir beniitzen die im Beweis von 2.11 beschriebene Zerlegung des Integrations- 
bereichs in die beiden disjunkten Teile/1 und Iz; SI wird dadurch zerlegt in 
T 1 und T z. Ffir usI~ folgt aus (2.5) 

Wegen 

erhalten wir 

xo 
_ _  = _ _ - -  X 0 

U bl 

n + 2  

lrll-<   f e-X~ -ut d  
, - -  n !  - �9 u~ I~  \ X o  ] 

(3.5) ,+2 ~ 2 
~ Xo ~ -XO.u.-l(x~_ ) " - - e - -  j e - u  du=e. 
- n !  o 

Ffir ueI2 folgt wegen (3.2) die Existenz zweier reeller Zahlen M > 0  und N >  0 
so, dab 

(3.6) ~ -  o < M n---+ N 

ist, und hieraus folgt dann 

M n + l  n I 

(3.7) IZ2l<(n--1)t, ~ o  -u  e-~~ 2-~o -u g,(xo,u)du 

= r 2 1 + r 2 2 .  

Aus der Schwarzschen Ungleichung und dem Hilfssatz 2.3 (m=2)  folgt ftir 
n = 2  

. ~ -~o-u g.(Xo,U)du 

2K.(4)(Xo +6) 2 1 
<=s~.(Xo) ~ g.(Xo,U)d~<= 6*x~ ' n  

uelr 2 

und damit die Existenz einer Zahl n~=nl(e) so, dab ffir n>nl Tz2<~ ist. 
T 2 ~ sch~itzen wir nach oben ab durch 

MnZx~ 
Tzt<=Mn2xo ,~i~ ~ g,(Xo,u)du+mn,~i2 ~ g"(x~ n! " 
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Verm6ge des Hilfssatzes 2.3 (m=3) folgt ffir n>2  die Existenz einer Zahl 
n2 =n2(e) so, dab fiir n>n2 auch ~ 1 ~/3 ist. Ganz auf die gleiche We[se schliel3t 
man leicht auf die Existenz einer Zahl n3 =n3 (e) so, dab $2 < z ist ffir n>n  3 . 
Die Behauptung des Satzes folgt nun ffir n > max(n~, n2, n3). 

Ist die mit einer Funktion f (x)~M[O, co) gebildete Funktion 

X 

(3.8) F(x)= ~ f ( t )  dt 
o 

ftir x > 0 beschr/inkt, so ist nach Satz 3.1 punktweise 

lira G'~(F; x ) = f ( x )  
tl---~ e:O 

fast tiberall in (0, ~) ,  da die Funktion F(x) auf allen Intervallen [r, R] (wobei 
0 < r < R <  ~ )  absolut stetig ist und demnach F' (x )= f (x )  ist fast iiberall ftir 
x>0.  

Es gilt bier das folgende Paar yon Lokalisationss/itzen: 

Satz 3.2 (AL-Lo kalisation ssatz). Die beiden Funktionen f (x), g (x) ~ M(0, ~ )  
seien fiir x > 0  stetig. Welter gelte (a)f(x)~AL, (b) Ig(x)[<=Q (Q eine positive 
Konstante), ( c ) f ( x ) = g ( x ) f i i r  Xo-6<_x<_xo+6 (0<6<Xo)~ Dann existiert 
G', (f ;  Xo) fiir n >__ [a/xo] + 1, ferner 

! , lira G,(f ,  Xo), 
n---~ oo  

undes gilt 
! ! , ~ lira G.(f;  Xo)= lira G.(g, Xo) 

n - * o o  n - - ~  c o  

Satz 3.3 (A~[0, co)-Lokalisationssatz). Die beiden Funktionen f ( x ) ,g (x )~  
m[0, co) seien fftr x>O stetig. Weiter gelte (a) f(x)eAR[O, ~) ,  (b) Ig(x)l <Q 
(Q eine positive Konstante), (c) f ( x )=g(x )  fi~r Xo-d<_x<_xo+C5 (0<~5<xo) 

falls Xo > O, undfftr xo < x < xo + 6 (6 > O)falls x o = 0 ist. Dann existiert G'. (f ;  Xo) 
fi~r n > [a], f erner existiert 

lim G'.(f; Xo), 
n - ~ o o  

undes gilt 
lim G'~(f; Xo)= lira G'.(g; Xo). 

n - - ~  oo  n.--~ oo  

Die Beweise der beiden Lokatisationss~tze lassen sich ganz entsprechend 
wie die der S~itze 2.6 und 2.11 ffihren. Wichtig ist auch hierbei wieder der Hilfs- 
satz 2.3. 

Fal3t man die Aussagen der S~itze 3.1 bis 3.3 zusammen, so ergibt sich (wie 
in Nummer 2) eine Erweiterung der Konvergenzaussage des Satzes 3.1 auf den 
Funktionenraum A. 

Geh6rt die mit einer Funktion f(x)EM[O, ~ )  gebildete Funktion F(x) 
(s. (3.8)) dem Raum A an, so gibt es zu jedem Intervall Ix 1, ~ )  (wobei 
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0 < x  1 <o  e) einen Index no (der i.a. yon F(x) und x 1 abh/ingen wird) derart, 
dab GI,(F; x) in [x 1, oe) existiert, und ferner gilt 

lim ' �9 G,(F, x )=f (x)  

(punktweise) fast iiberall in [x~, oo). 

4. Monotonie und konvexiffitserhaltende Eigenschaften der Folge {G~} 

Definition 4.1. (Funktionenraum D(k)). D (k) (k=0,  1, ...) sei der lineare 
Raum derjenigen Funktionen f(x)~A, die fi~r x > 0 k-fach stetig differenzierbar 
sind. 

PoPovIcIu (vgl. [10]) nennt eine (reellwertige) Funktion f (x)  konvex 
(bzw. polynomial bzw. konkav) yon k-ter Ordnung auf einem Intervall [a, b] 
genau dann, wenn ftir jede Gruppe yon k + 2  Knoten xl, x2 . . . .  , xk+2 aus 
[a, b] gilt 

[xl, x2, . . . , x k + 2 ; f ] > 0  (bzw. =0, bzw. <0) .  

D abei stellt Ix 1, x2, . . . ,  Xk+2;f] die dividierte Differenz (k+ 1)-ter Ordnung 
der Funktion f (x)  dar. Ftir eine im Intervall [a, b] (k+ 1)-fach stetig differen- 
zierbare Funktion f (x)  gilt bekanntlich 

f(k+l)(O) 
[ X I ' X 2  . . . . .  Xk+2;fl= ( k + l ) !  ' 

wobei 
min xi < 0 <max xz 

i i 

ist. Wir nennen deshalb im folgenden eine (k+ 1)-fach stetig differenzierbare 
Funktion f ix)  konvex (bzw. polynomial bzw. konkav) yon k-ter Ordnung 
auf dem Intervall [a, b], genau dann, wenn f(k + J) (x) > 0 (bzw. = 0, bzw. < 0) 
ist auf [a, b]. 

Definition 4.2. K(+ k) (bzw. K(o k), bzw. K~ )) (k=0,  1 . . . .  ) seien die [inearen 
Riiume derjenigen Funktionen f (x)~D (k+ 1), die konvex (bzw. polynomial bzw. 
konkav) yon k-ter Ordnung sind auf dem Intervall (0, ~). (f(x)~K(_}) ist gleich- 
bedeutend mit --f  (x)~ K(+k).) 

In dem nun folgenden Satz wird die Konvergenzaussage yon Satz 2.2 ffir 
gewisse lineare Teilr/iume yon A pr/izisiert. 

Satz 4.3. Sei f(x)~K(+ 1) (bzw. K(o x) bzw. K(_t)). Dann gibt es f~r jedes xl > 0 
ein no (das im allgemeinen yon der Funktion f(x)  und yon xl abhiingen wird), 
derart, daft 6.(f; x) far x>=xl und fi~r n>n o existiert und die folge {G,(f; x)} 
f~r jedes feste x aus dem IntervaIl [x 1, oo) mit n(n > no) echt monoton abnimmt 
(bzw. konstant bleibt bzw. echt monoton zunimmt). 

Beweis. Die Funktion f (x)  geh6re einem der Rfiume K(+~), Ko (t) oder K(_ 1) an. 
Da f (x)  aus A ist, wissen wir wegen der Hilfss/itze 2.5 und 2.9, dab G,,(f; x) 
auf Ix 1, oo) existiert, falls n>max([a/xl]+l, [b])=no ist. Es sei nun n>no 
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lest. Durch partielle Integration von G,+ ~(f; x) erhalten wir 

a,+i( f ;x)= I g , ( x , u ) f  d u -  I g , , ( x , u ) l f  ' ( n + l ]  
o o u \ ~ / d u  

und kSnnen schreiben 

G,+ l(f ;  x) - G,(f; x) 

(4.1) = o~ g,(x, u) 1 f ( ~ ) - f ( - ~ )  
. L 

U 

Da f ( x )eD (~), folgt aus dem Mittelwertsatz 

(4.2) 

wobei 

G,+l(f ;  x ) - G , ( f ;  x )=  S g,(x,u) - -  f ' ( O , , , ) - f '  du, 
0 bl 

n n + l  
- -<0n ,  u < -  
U U 

ist. GehSrt die Funktion f (x)  nun bzw. einem der Rfiume K(+ 1), Ko (~), K(_} ) an, 
so sieht man unmittelbar, dab ftir n > no G, + ~ ( f ;  x) - G, ( f ;  x) < 0 (bzw. = 0 
bzw. > 0) ist auf [xl, oo). 

Ist die Funktion f (x)  irn obigen Satz global beschr~nkt, so ist speziell no = 0. 
L sei ein Operator, der auf einem beliebigen Funktionenraum F definiert sei. 

Definition 4.4. Wir sagen genau dann, daft der Operator L die Konvexitdt 
(bzw. Polynomialitiit bzw. Konkavitiit) k-ter Ordnung auf einem Intervall [a, b] 
erhiilt, wenn die Bilder L( f ;  x) yon Funktionen f(x)eF,  die auf einem Intervall 
[~, fi] konvex (bzw. polynomial bzw. konkav) yon k-ter Ordnung sind, wieder 
konvex (bzw. polynomial bzw. konkav) yon k-ter Ordnung auf [a, b] sine 

Es soll nun eine konvexit/itserhaltende Eigenschaft der Gammaoperatoren 
untersucht werden. Dazu benStigen wir zuvor 

Hilfssatz 4.5. Sei f (x)~D (k) (k=O, ..., n- [b ] )  und x l > 0  beliebig. Dann 
existiert G,(f; x) auf dem Intervall [x~, ov) f~r n>max([a/xt] + 1, [b])=n o und 
es gilt 

G},k)(f; X)---~.T x"-k+i I e-X"u'-k f  (k) du (k=0,  ... ,  n - I -b] ) .  
0 

Beweis. Wir betrachten das Integral 

1,_s(f; x)= I e-X" u"-~f du (s=O, . . . , n - [ b ] ) .  
0 

Durch partielle Integration erhalten wir 

X n 
(4.3) I,_s(f; x )=  n - s + ~  I,,-~+i(f; x)d I,,_s_i(f'" x). n - s + l  
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Andererseits ist 
d 

(4.4) d~-- I,_~(f; x)= - I , _ , +  ~(f; x). 

Mit den obigen Bezeichnungen k6nnen wir schreiben 

n+l  
X 

(4.5) G.(f;  x ) = ~  I . ( f ;  x) .  

Indem wir (4.5) differenzieren, erhalten wit 

x) n + 1 x" + 1 
- - -  --7~.  I .+l( f ;  G,',(f; - n! x " I " ( f ; x )  x) 

und durch Verwendung von (4.3) ftir s=  0 folgt hieraus 

r . t ' I  

x ) = 7 .  x I , _ M  , x). G . ( f  , " ~'" 

Mittels vollstfindiger Induktion folgt leicht die Behauptung des Hilfssatzes. 

Da die Operatoren G,, und alle ihre Ableitungen positive Operatoren sing 
folgt aus Hilfssatz 4.5 unmittelbar der 

Satz 4.6. Sei f ( x ) e D  (k) (k=0 . . . . .  n -  [b]). Dann gibt es fiir jedes x t >0 ein 
n o (alas in, allgemeinen yon der Funktion f ( x )  und yon x 1 abhiingen wird), derart, 
daft G , ( f ;  x)fVtr x > x  1 und fi~r n >n  o existiert und jedes G,(n>no) auf dem 
Intervall [xl, c~) die Konvexitiit (bzw. Polynomialitiit bzw. KonkavitSt) k-ter 
Ordnung (k=O, ..., n -  [b]-  1) erhgilt. 

Als bestimmte Integrale mit dem positiven Kern g,(x, u) sind die Gamma- 
operatoren G, variationsvermindernd im Sinne yon SCHOENBER6 (vgl. [12]). 
Bezeichnen wir die Variation einer Funktion f ( x ) e A  (= Anzahl der Vorzeichen- 
wechsel der Funktion, wenn die Variable x den Definitionsbereich durcht/iuft) 
mit v [f(x)], so gilt also v [G, (f ;  x)] =< v [fix)], und da G, linear ist, fotgt wegen 
G,(1; x)= 1 und G,(t; x ) = x  (n= 1, 2, ...) die Ungleichung 

v[G,( f;  x ) - A - B x ] < v [ f ( x ) - A - B x ] ,  

in der A und B beliebige reelle Konstanten sind. Die Ungleichung besagt, dab 
der Graph der approximierenden Funktion G,(f;  x) nicht 6fter um eine be- 
liebige Gerade oszilliert als die zu approximierende Funktion. 

5. Die lokale Approximationsordnung der Folge {G~ 
Die Geschwindigkeit, mit der die Folge der Differenzen A , = G , ( f ;  x ) -  

f ( x )  (n= 1, 2, ...) lokal gegen Null strebt, hgngt naturgemS,13 yon speziellen 
Eigenschaften des zugrunde gelegten Funktionenraums ab. Wir werden hier 
drei Ffille untersuchen. 
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Satz 5.1. Die Funktion f(x)eAR[O, co)seifi~r x>O stetig, r sei ihr 
StetigkeitsmoduI und xo(O<xo<OO) ein beliebiger Punkt. Dann existiert 
G,+ l(f;  x ) f i~r n> [a] und x > O, und es ist 

(5.1) [G,+ l(f; xo)-f(Xo)l <(l + xo)co ( - ~ )  . 

Beweis. Sei n>  [a] lest. Ftir xo=0 ist die Behauptung des Satzes wegen der 
Festsetzung (2.8) trivialerweise richtig. Ftir Xo>0 existiert G,+l(f; Xo) nach 
Hilfssatz 2.9, und es gilt 

(5.2) [G,+ l(f; xo) - f (xo)  l < G,+ a(I f ( t ) - f ( xo )  i ; Xo). 

Aus der Definition des Stetigkeitsmoduls co(6) folgt ftir ein beliebiges fl>0 

[f(t)-f(xo)l<-_co(lt-xol)=co ([t-Xo[ n ~ ~-~) 

<(It -Xo[na+X)co(-~) ,  

und aus (5.2) folgt 

1G. + d f ;  x o ) - f ( x o )  I < In ~ G. + ~ ( [ t -  xo [; xo) + 1] co 7 " 

Die Schwarzsche Ungleichung liefert 

G~+ 1(It- xo [, Xo) < G.+ ~((t- xo)e; Xo) 

=G+dt~; xo)-2Xo G+ dt; xo)+ x2o G+dl; xo)= x__~ 
n 

Damit ist 

[G,+~(f; xo)-f(xo)]<[n~-~xo+ l](o (--~), 

und die Behauptung des Satzes folgt ffir fl = �89 
Ftir Funktionen, die sehr rasch anwachsen, wie etwa die Funktion f(x)  = x 2, 

macht der Satz keine Aussage, wohl aber ftir beschr/inkte Funktionen und ge- 
ntigend langsam wachsende Funktionen. Geh6rt die Funktion f (x)  der Lip- 
schitzklasse LipM~ (0 < ~--< 1) an, so folgt aus (5. l) die anschaulichere Abschiit- 
zung 

(5.3) [G. + 1(/; Xo)-f(xo)[ < M(1 + Xo) 
----" Ft ~/2 

Der nun folgende Satz verwendet eine starke lokale Eigenschaft der Funk- 
tion f(x). Ffir seinen Beweis benStigen wir noch den folgenden 

Hilfssatz 5.2 (Az-Lokalisationssatz). Fi~r die beiden Funktionen f(x), 
g(x)eM(O, oo) gelte 

(a) f (x)  e AL, (b) [g (x) I < Q (Q eine positive Konstante), (c) f (x)  = g (x) fi~r 
x o-6<-x<xo+6 (wobei 0<6<Xo). Dann existiert G,(f; xo)fi~r n> [a/xo]+ 1, 
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und es ist 
lim n [G,(f ;  Xo)-G,(g;  Xo) ~ = 0 .  

n--> oo 

Ein ganz entsprechender Satz gilt auch fiir Funktionen f(x)eAR[O , oo). 
Auf die Beweise beider Hilfssfitze (vgl. [8]) soll hier verzichtet werden; ein 
wesentliches Beweishilfsmittel ist wieder der Hilfssatz 2.3. 

Satz 5.3. Die Funktion f ( x )  E A besitze in einem festen Punkt Xo (0 < xo < ~ )  
eine endliche zweite Ableitung. Dann existiert G, ( f ;  Xo) f i i rn  > max([a/xo] + 1, 
[b]) = no, und es ist 

(5.4) lim ( n -  1)[G,(f;  Xo)- f (xo)]  =�89 x~ f "  (xo), 
n---> oo 

(5.5) G , + l ( f ; x o ) - G ~ ( f ; x 0 ) =  2 n ( n - 1 )  f"(Xo)+O fiir n ~ o o .  

Beweis. Sei n>no fest. Um (5.4) nachzuweisen, gentigt es nach einem Satz 
von MAM~DOW (vgl. [5, 8]) fiber Folgen linearer positiver Operatoren zu zeigen, 
dab ffir n ~ oo gilt: 

G,(tk; x " - x  k ' Ok(xo) 1 o ) - o  + - ~  + o ( - - ~ - )  (k=  l, 2) , 

wobei 
lira 9 (n)= 

n.-~ co 

und ffir ein geeignetes ganzes m > 1 

(5.6) lim ~o(n)G,((t-Xo) 2 "; Xo)=0 

ist. F/Jr jede beschr~inkte Funktion f (x )eM(O,  ~) ,  die eine endliche zweite 
Ableitung besitzt, gilt dann 

G, (/ ;  Xo)-f(xo)  

(5.7) - 2 f ' ( x~176176176176176  t-o - ~  
2~o(n) 

Aus den Gln. (2.1) folgt ~l(xo)=0,  tpz(Xo)=X ~, ~o(n)=n- l, und eine einfache 
Rechnung ergibt 

3n+18 
(5.8) G,(( t -Xo) ' ;  Xo)= ( n -  1) (n - 2) (n - 3) x~ 

d.h. die G1. (5.6) ist bereits ffir m = 2  erffillt. Aus dem Satz yon MAMEDOW 
folgt somit ffir beschr~inkte Funktionen f (x )eM(O,  oo) 

(5.9) G.(f; Xo)- f (xo)  = 2(n - 1) 
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Mit Hilfe des Lokalisationssatzes 5.2 bzw. seines Analogons zeigt man nun, 
wie im Beweis von Satz 2.7 bzw. Satz 2.12, dab die behauptete G1. (5.4) auch 
ftir Funktionenf(x)sA L bzw. A R [0, oo) und damit ffir Funktionenf(x)eA gilt. 
Die GI. (5.5) ist eine unmittelbare Folge yon (5.4). 

Die lokale Approximationsordnung lfil3t sich auch dann nicht verbessern, 
wenn h6here Ableitungen als die zweite existieren. Dies zeigt das Beispiel der 
Funktion f (x )= x -2 EA. Ftir x0 > 0 gilt hier 

( n+ l ) (n+2)  1 1 3n+2  1 . ~ _ 0 [ 1  , 
G,(f; xo)- f (xo)  = - -  - 7 7 X - - - _ ~ _ 2 = T .  _ ~ - ~  �9 ll 2 X 0 X 0 f/ X 2 

)i, hnliche Ergebnisse erhalten wir, wenn wir die bisherige starke lokale 
Forderung streichen, daffir aber eine wesentlich stfirkere globale Forderung an 
die Funktion f (x)  stellen. 

Satz 5.4. Die Funktion f ( x )eD (1) sei fi~r x > 0 stetig und Xo (0 < x o < oo) sei 
ein be#ebiger Punkt. Dann existiert G,,+l(f; x)ff tr  n>no (s. Satz 5.3) und 
X > Xo, und fftr geeignete (voneinander verschiedene) r oo) (i= 1, 2, 3) ist 

(5.10) G,. l(f; Xo)-f(xo) = @ [ i t , ,  ~z,, 43,; f ] ,  

undfi~r geeignete (voneinander verschiedene) th,e[Xo, co) (i= 1, 2, 3) ist 

xX 
(5.11) G"+2(f;x~176 n ( n + l )  [ql"'q2"'tl3";f]" 

Beweis. Sei n>max(no, 2) fest. Ftir x0>0 existiert G,+l(f;  Xo) nach den 
HilfssS, tzen 2.5 und 2.9. Nach einem Satz yon PoPovIou (vgl. [11]) fiber Rest- 
glieder in linearen Approxirnationsformeln hat das auf dem linearen Raum 
D (~) definierte lineare Funktional 

R, [ f ]  = / ( x 0 ) -  G,+ 1(f; x0) 
die Darstellung 

(5.12) R, [ f ]  = C. [ ~  , ,  ~z,, 43,; f ]  (Funktional ,,einfacher Art"), 

wobei C =k 0 unabh~ingig von f (x)  ist und die voneinander verschiedenen Knoten 
~i, e [Xo, oo) (i= 1, 2, 3) im allgemeinen yon f (x)  abhfingen, genau dann, wenn 
gilt 

(1) R,[I]=0,  R,[t]=0,  R , [ tz ] .0 ,  

(2) R, If] 4=0 ffir jede Funktion f ( x )eD (1), die auf dem Intervall [Xo, co) 
konvex yon erster Ordnung ist. 

Die Bedingung (1) ist wegen (2.1) erffillt, die Bedingung (2) wegen Satz 4.4. 
Die Konstante C bestimmen wir nun aus der Tatsache, dab sie unabhfingig 
von f (x)  ist. Ffir die spezielle Funktion f ( x ) = x  2 folgt aus (5.12) unmittelbar 

c =  1), 
n 
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womi t  die behaupte te  G1. (5.10) bewiesen ist. Die zweite Behauptung  (5.!1) ist 
eine einfache Fo lge rung  hiervon.  

Aus  (5.10) folgt  noch,  dab  das  Restgl ied posi t iv  (bzw. negativ)  ist ffir eine 
Funkf ion ,  die auf  dem Interval l  [Xo, co) konvex (bzw. konkav)  von erster  
O r d n u n g  ist. 
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