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ASUPRA UNOR INEGALITATI RECURENTE
SI APLICATII ALE LORY)

DE

I. PAVALOIU
(Cluj)

In lucrare se deduc doud inegalititi pe care le verifici elementele unui sir de
numere nenegative in ipoteza cd aceste elemente verifica anumite inegalitati
recurente.

In sfirsit se da o aplicatie a acestor inegalitili la evaluarea erorilor in cazul rezol-
varii ecuatiilor neliniare cu metode iterative cu doi pasi.

Fie dat un sir infinit ¢ = {9, ¢15 - - -, Juy - ..} de numere reale si
nenegative §i doua numere k si o, a > 0.
Dacid elementele sirului G satisfac inegalitatile :

(1) gn < kgn—; + o,

atunci, oricare ar fi g, un element al sirului G, are loc urmiatoarea ine-
galitate

o

% L
( ) gn, < Jo + 1 ) k
care depinde numai de n §i de g, §i nu depinde de elementele care preced
pe ¢, in sirul G.

1. In Nota de fatd ne propunem si generalizim acest rezultat in
cazul cind inegalitatea (1) este inlocuitd cu una mai generald §i anume,
vom presupune ci elementele girului G satisfac urmatoarele inegalitati :

11) /P <Bgn-1 = Y9n—2 Slwaos; 0f <35 Vs il

1) Lucrare comunicata la ,,Colocviu de teoria functiilor convexe cu aplicatie la calculul
numeric’’ din 1—5 iunie 1965, Cluj. .
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In acest caz pentru a demonstra o inegalitate analoagd cu (2) nu se mai

poate aplica acelasi procedeu ca §i pentru demonstrarea inegalitatii (2).

Fie
(1.2) Pl e
&y

unde x; este dat de urméatoarea egalitate :

Sl at
5z 2\“

‘Cu aceste notatii avem urmitorul rezultat :

TEOREMA 1. Dacd gsirul G satisface inegalitdjile (1.1) si in plus
(1.3) n<a

unde ¢, este dat de egalitatea (1.2), atunci oricare ar fi g, un element al si-
rulut G este satisfdcutd inegalitatea :

(1‘4) gn < 01 wi” 4 + -—-OL .
1—8—v

Demonstratie. Mai intii vom demonstra ci inegalitatea (1.3) este
in adevir posibild, tinind seamé& ca ¢, depinde de ¢;. Din (1.2) si (1.3)

avem :

< B9 + Y9

01 S
Z

sau
(y — B) 0 < Y905

B2
trebuie deci sd aratdm ca x; — B > 0 adicad V% + v — % > 0 ceea

ce este adevarat totdeauna.
Trecem acum la demonstratia teoremei enuntate. Se observid fird

nici un fel de dificultate ci daci % <1, atunci y 4+ 8 <1 i invers

Din (1.1) si (1.3) avem :

h <o

9o < By + Y90 + a <Oy + a + acB + ) = 6@ + «[1 + B+ v]
§1 tinind cont de aceasta obtinem :

<P+ +oa<aBr+v)+«[1+(B+7) + (B4 7)?2]
Este usor de aridtat ca

(1.5) Ba, + vy = %
deci

(1.6) 9 < @t + o« [1 4 (B +v) + (B + )7
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In general, dacid presupunem prin inductie ci :
n—3

gn~2 <01m;l % _I_ o Z (B + Y)1
1=0 y

n—2

G L a7+ a ¥ (B £ 7)F

i=0

atunei vom ardta ci si pentru ¢, are loc o inegalitate‘ ana,Idé'gi. Adicé.:
V< By Tns 2 < Q00 (B 1) + 2 Y (B4
si tinind cont de egalitatea (1.5) avem :
9o < 6177 + aj‘_;‘;(ﬁ e

Dacié se fine cont acum de faptul ca ’(5 + v <1, Y >0,8 ‘>_‘0, rezulti ci :
; il

.n <0 @7 + '—'_—-'

In S ‘ 1 1% Pogy

ceea ce trebuia demonstrat.
2. Vom pune acum problema mai general. Fie dat girul G §i numerele

pozitive By, By, ..., Bry k>2 cu conditia :
(2:1) i Bl §ht Z B; & 1
: =0

si girul de inegalitéti :
K

@2) L e ):

k

gk+B+1 Z LH—{—S—}-&, s=1,2_,....

S3 se deducid pentru g,, 90— k +1, k + 2, 2RO inegalitate analoagé
cu inegalitatea (1.4)
' Sa observim mai intii ci ecuatla,.

(2.3) - F()'—Bo—l—plw—i— L Bt — et =0

admite cel putin o ridicind cuprinsg in intervalul (0,1). Aceasta se arata
usor, deoarece F (0) = B, > 0 §i Fy) =-8 — 1' < 0. Fie #<(0,1) rdddcina
ecuatiei (2.3) pe care am precizat-o mai sus Consideram constanta ¢,
pentru care smt satisfacute inegalitatile : & b

| Rid 90\<01 + @ : e
(2:4) 1 h <o+ ol + 8,) : o5 AT

gk<clw +oc(1—|—8—l— M.

5 — ¢©. 5527
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Dacéd tinem cont de inegalitdtile (2.2) si (2.4) avem : -
Jraa < (Bo+ B + oo+ B+ a(l+ 84 ...+ &Y
§i tinind cont de (2.3) avem :
Gota <o+ a (1 4 84 oo 31,
Usor se aratd prin induectie c¢i in general avem :

rss < 0;‘”’1”" +a(@d+ 8+ ...+ 8k+s)_
sau

o

(2.5) gk-{—s <01x71€+8 + 1 = 8

Tinind cont de cele ardtate mai sus, in general putem enunta urms-
torul rezultat : :

TEOREMA 2. Dacd sirul G satisface inegalititile (2.2) cu conditiile
(2.1), ¢, este o constantd pozitivd, astfel ca inegalitdtile (2.4) sd fie satisfdcute
$t @, este o rdddcind a ecuajiei (2.3) cuprinsd tn intervalul (0,1), atunc
oricare ar fi s avem wrmdtoarea inegalitate :

x
1—3

Gor1 < O +

3. In continuare vom da o aplicatie simpli a teoremei 1 la eva-
luarea erorilor in procedeele iterative cu doi pasi.
Consideram ecuatia :

g 2= 9 (a)

unde despre functia ¢ definitd pe intervalul [a, b] facem urmitoarele
ipoteze :

a) Functiei ¢ putem face si-i corespundd o functie de doud va-
riabile F' (z, ¢) cu proprietatea ci F (z, x) = ¢ (x).

b) Oricare ar fi  §i y doud puncte din [a, b], valoarea functiei
F (x, y) pe aceste puncte apartine tot intervalului [a, b]. _

¢) |F(z,y) —F(o,y)| S al®—a'|+ Bly —y'| oricare ar fi
(#,y) si (z',y’) doud puncte din domeniul [e, b] X [a, b].

n lucrarea [1] este dovedit c# oricare ar fi punctele x, §i ; din °

[a, b] sirul :

(3.2) Tyiy = F (0, Zn_y), n=1, 2

eonverge citre solutia T a ecuatiei (3.1) dact « + B <1 si sint indepli-
nite conditiile a), b) si ¢). Pentru a rezolva ecuatia (3.1) vom considera
o altd functie F* (x, y) definitda tot pe [a, b] X [a, b] si care transforms
aceastd mulfime in ea insési sau intr-o parte a sa. Functia F* (z, y) vom
presupune cd este legatd de functia F (z, y) prin inegalitatea

(3-3) AE (#yy) — F* (3, 9)] <8,
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itiva 4 idera in locul pro-
unde & este o constantd pozitiva data. Congideram acum 11 P

cedeului (3.2) procedeul :

(3.4) ot = F* (20, Th-1), n=1, 2, .. 4 :
De multe ori in calculele practice este conyenabil ¢a proce

forma (3.4) si fie oprit cu un criteriu de forma :

eul de

(3.9) |zh — Tm_z| < £

S Gy o £8

dar acest lueru nu totdeauna este.pt({sg})lll d?ﬁizi(i}:i I_%?} (1;1 ;’fa’l{?’o geaggta

it astem alte proprietati ale Iunc , ’ ) o
gglgeﬁfﬁ) 3; icrlgéglistatea (3.5) s& fie satisthcutd la un moment dat, es

saficient ca :

: 23 '
(3.6) E>1-——0L——B

Din (3.4) gi (3.3) avem:

Lal o — ®n 23.
lw:z = 'Y:z—Z\ \<. Otl m:1—1 b= w;z—?, 1 + @! Ly —2 a}m—il +

Dacéd aplicdm acum rezultatele teoremei 1 obtinem :

23
i — ® < <1
|l — @ha) < 6o’ ey 0Ly <Y

3.6) poate fi gatisfidcutd pentru un m

de unde rezultd cd inegalitatea (
2 At
deStulDdzaIﬁ?trg,}n cu g =| @ — Tmoil obtinem pentru diferenta |Z — @l
a T
urmitoarea evaluare :

ii ite 1 i edenl
Aceasta este evaluarea eroril care $€ comite in cazul cind proc

(3.2) este inlocuit cu procedeul (3.4).
Institutul de caleul al Academiei

Republicii  Socialiste Romdnia,
Filiala Cluj

Primita la redactie la 23 martie 1967.
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