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Einbettung yon Inzidenzstrukturen in projektive Ebenen 
mit vorgegebenen SchliefSungss~itzen 

Yon 

F. I~AD0 

1. In dieser Arbeit wollen wir folgende Frage behandeln: Unter welchen Be- 
dingungen kann man eine Inzidenzstruktur erweitern zu einer projektiven Ebene, 
in welcher ein bestimmter allgemeiner Schlie6ungssatz gilt ? 

Wit werden eincn Schliel~ungssatz T als eine Folge eines anderen S bezeichnen, 
Wenn bei beliebiger Wahl der Inzidenzstruktur 3, die Gfiltigkeit von S in ~ die 
Giiltigkeit von T in ~ nach sich zieht. Wird dasselbe nur ffir solehe ~ verlangt, 
welche projektive Ebenen sind, so werden wir T eine pro]ektive Folge yon S nennen. 
Zwei Schliel3ungssi~tze sind (pro]ektiv) dquivalent, wcnn jeder eine (projektive) Folge 
des anderen ist. Es soll darauf hingewiesen werden, dal3 bei der Herleitung einer 
projektiven Folge gewisse Schnittpunkte und Verbindungsgeraden benutzt werden, 
die in einer Inzidenzstruktur nicht zu existieren brauchen. Wollen wir also, dal~ in 
einer Inzidenzstruktur neben dem Schliel~ungssatz S auch eine gewisse projektive 
Folge desselben gelten soll, so miissen wir diese separat postulieren. 

Ffir die Einbettbarkcit einer Inzidenzstruktur ~ in eine projektive Ebene mit  dem 
Vorgegebenen SchlieBungssatz S ist es offenbar notwendig, dab alle projektiven 
Folgen yon S in ~ erfiillt sein sollen. Wir werden -- unter gewissen Einschrankun- 
gen -- beweisen, dab diese Bedingung auch hinreichend ist. 

I)iesem Resultat werden wir eine schi~rfere Form geben, indem wir die keh~eswegs 
konstruktiv hergestellte Menge aller projektiven Folgen yon S durch gewisse mittels 
Wohl definierter Operationen gebildete projektive Folgen ersetzen. 

Ffir die benutzten Begriffe verweisen w/t" auf [1]. 
Die verwandte Frage nach der Einbettung eines ttalbgewebes in ein regul~res 

Gewebe haben wir in [2] behandelt. 

2. Die Voraussetzung des Schliei~ungssatzes S wird mit  V(S), die Folgerung mit 
~(S) bezeichnet. Ist  die Inzidenzbeziehung X e ~ in V (S) vorhanden, so nennen wir 
die Punktvariable X und die Geradenvariable $ benachbart. Zwei verschiedene 
Variablen derselben Art heiBen benachbart, wenn es eine duale Variable gibt, welche 
re_it beiden benachbart ist. 

Wit wollen einen Schlie~ungssatz S als zuliissig bezeichnen, wenn 

1) er allgemein ist, 

2) F (S) nur eine Inzidenz X0 e ~0 enthi~l$, 
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3) Verneinungen yon Inzidenzen in V (S) nieht vorkommen, 
4) Ungleiehungen in V (S) nur zwisehen benaehbarten Variablen vorhanden sind. 

Die Variablen X0 und $0 heiBen Folgerungsvariablen. Kommt X0 (bzw. ~0) in 
genau zwei Inzidenzen yon V (S) vor, so haben wir eine elementare Folgerung (bzw. 
eine dual elementare $'olgerung). 

Wenn eine Menge 11 yon Ungleichungen zwischen Variablen eines zul~issigen 
Seh]ieBungssatzes S diejenige Eigenschaft besitzt, dab sie, an die Stelle der Un- 
gleichungsmenge yon S gesetzt, zu einem s zul~issigen SchlieBungssatz 
ffihrt, so wollen wir sagen, da]  11 eine zu S geh6rige Ungleichungsmenge ist. 

Jeder allgemeine Schlieflungssatz ist projektiv dquivalent mit einem zul~sigen 
Schlieflungssatz oder mit einem System von zul~sigen Schlieflungss~itzen. Ist  n~imlich 
die Relation X ~ ~ in V(S) vorhanden, so erg~nzen ~vir die Punktvariablen mit 
X1, X2, die Geradenvariablen mit $1, ~2, und V(S) m i t  X1 E ~, X~ ~ ~, X ~ ~i, 
X1 e ~1, X E ~2, X2 E ~2, X1 * Xa, ~1 ~= ~, ~2 * ~ und streiehen X ~ ~. Offensichtlich 
fiihren diese Anderungen zu einem mit S projektiv/iquivalenten SchlieBungssatz; 
in dieser Weise kSnnen wir der Reihe naeh alle Verneinungen yon Inzidenzen aus- 
sehlieBen. Enth/ilt V (S) die Ungleichung X1 * X2 und ist keJne Geradenvariable 
mit X1 e ~ und X2 e ~ in V (S) vorhanden, so fiihren wir ein solches ~ ein ; enth~lt 
V (S) die Ungleichung $1 * ~2 und sind ~1, $2 nieht benachbart, so ftihren wir eine 
entspreehende Punktvariable ein. Dadureh erh~lt man wieder projektiv/~quivalente 
SchlieI3ungss~tze. Um noeh die Eigenschaft 2) zu erreiehen, trennt man nStigenfalls 
den SchlieBungssatz in mehrere zuls Sehlie~ungss~tze auf. 

Wir kSnnen also o. B. d.A. die Annahme machen, dab der in der anfangs gestellten 
Frage vorkommende SchlieBungssatz zuls sei. 

Die naehstehenden Operationen ordnen zul/~ssigen SehlieBungss/itzen bzw. 
SchlieBungssatzpaaren projektive Folgen zu, die wieder zul~ssige Schliei~ungss~tze 
sind. 

I. Ausschlieflung einer Variablen aus der Ungleiehungsmenge yon V (S). a) Es sell 
die Punktvariable X ausgeschlossen werden, d.h. es sollen die Ungleichungen 
folgender Form entfernt werden: X .  X1 und ~1 * ~ ,  wobei ~1, ~ durch X benach- 
bart sind. Um das nachstehende Verfahren mSglieh wenigmal zu verwenden, ersetzen 
wir zun/~ehst die Ungleiehungen yon V(S) dureh eine zu S gehSrige Ungleichungs- 
menge so, da~ eine Mindestzahl fiir die Ungleichungen der obigen Art erreicht sein 
sell. Bleiben noch Ungleiehungen yon der Form X *  Xt  iibrig, so fiihren wir fiir 
jede derar~ige Ungleichung die neuen Variablen Y, ~1, ~1 ein, und erg/inzen V(S) 
mit X e ~ ,  Y e ~ ,  Ye~/~, X ~ e ~ ,  X I *  Y, ~/*~/1; sodann wird X*-X1 yon der 
Voraussetzung ausgeschlossen. Ffir eine fibrigbleibende Ungleiehung der Form 
~1 * ~2 fiihren wir die Variablen Y', Y", ~' ein, ffigen der Voraussetzung Y' e ~ ,  
Y' e ~/', Y" e ~', Y" e $2, ~1 * ~', Y' ~= Y" hinzu und lassen davon ~ =~ ~2 weg. 

b) Sell eine Geradenvariable ausgeschlossen werden, so wird das duale Verfahren 
vorgenommen. 

II.  Freie Zusammenziehung. Nehmen wir an, daft eine Variable X in nieht mehr 
als zwei Inzidenzen yon V(S), weder in ~(S) noch in der Ungleichungsmenge yon 
V (S) vorkommt, und dal~ diese Ungleiehungsmenge auch keine Ungleiehung zwischen 
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zwei mit  X benachbarten Variablen enth~lt. Unter  freier Zusammenziehung ver- 
stehen wir das Weglassen (in V (S)) aller Beziehungen, in denen X vorkommt,  oder 
das duale Verfahren. 

I I I .  Gleichsetzung yon Variablen. Sind X, Y zwei der Variablen eines SehlieI3ungs- 
satzes S, so wird ein neuer Schliel~ungssatz gebildet, indem man fiberall, wo X vor- 
kommt,  an seine Stelle Y setzt, und die Beziehungen yon V(S), welche logische 
Folgen der anderen geworden sind, streicht. Diese Gleichsetzung wird durch X :---- Y 
angegeben. 

IV. Folgerungsaustausch. I s t  F(S) elementar (bzw. dualelementar),  so kann die 
Folgerung mit  einer der beiden Inzidenzen yon V(S), welche die Folgerungspunkt- 
(bzw. Folgerungsgeraden-) Variable enth~l$, ausgetauscht werden. 

V. Zusammensetzung zweier SchlieflungssStze an benachbarten Variablenpaaren. 
a) An zwei Geradenpaaren. Wir nehmen an, dal3 S und T zul~ssige SchlieBungss~tze 
ohne gemeinsame Variable sind, dai~ F (S) aus Xo E ~0 besteht,  dab Xo ~ ~i eine Be- 
ziehung aus V (S), Yo E 7o aus V ( T), Yo ~ 7i aus V ( T) oder_F(T) ist. Die Zusammen- 
~etzung von S und T an den Geradenpaaren ~o, ~1; 70, 7i ist ein neuer zul~ssiger 
Schliel~ungssatz, der folgenderma~en gebfldet wird: I s t  eine Variable Y bzw. 7 vor- 
handen, ffir welche die Beziehungen Y e 70, Y0 ~: Y bzw. Yo E ?~, 7o �9 ~ in V (T) 
enthalten sind, so werden die Ungleichungen Yo r Y bzw. 7o ~: 7, wie in I., aus der 
Ungleiehungsmenge yon V(T) ausgeschlossen; die Voraussetzung yon T sei jetzt  
rait V'(T) bezeichnet. Nun bilden wir die Voraussetzung der Zusammensetzung yon 
S und T, indem wit V(S) und V'(T) zu einer einzigen Relationsmenge vereinigen, 
]7o e 7o davon entfernen und die Gleichsetzungen Xo : ~  Yo, ~o : =  70, $i :----7i 
Vornehmen. Als Folgerung der Zusammensetzung nehmen wir F (T) .  

x. 

$ 

Fig. i 

Die in Fig. 1 skizzierten SchlieBungss~tze S und T haben als Voraussetzungsinzidenzen die 
dutch die fetten Punkte angedeuteten und Xo 6 ~l, Xo ~ $2 bzw. Y" e ~", Y' e ~/'"; F(S) besteht 
aus Xo e $o und F(T) aus Y" e ~'. Die Zusammensetzung yon S und T an den Geradenpaaren 
~o, ~i; ~o, yl besitzt in der Voraussetzung die in Fig. 2 fett angedeuteten Inzidenzen und 
Y' e ~", Y' e ~"'; ihre Folgerung ist Y' e ~'. 
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b) An zwei Punktepaaren. Bei 
vorgenommen.  

dualen Annahmen  wird die duale Kons t ruk t ion  

y, 

Fig. 2. Zusammensetzung von S und T an den Geradenpaaren ~o, ~l; ~o, 71 

VI.  Zusammensetzunff zweier SchlieflungssStze an Variablentripeln. a) An Geraden- 
tripeln. Wir  fiigen zu den obigen Annahmen  noch hinzu:  Die Folgerung yon  S is~ 
elementar,  Xo e ~ ist die dri t te  die Folgerungspunktvar iable  Xo enthal tende Inzidenz- 
beziehung, Yo ist n icht  Folgerungsvariable in T, und  es gib$ genau drei Inzidenzen 
aus V(T),  die Yo enthal ten:  Yo e ~l, i ---- 0, 1, 2. Die Zusammensetzung yon S und T 
an den Geradentripeln ~0, ~1, ~2; ~o, ~1, ~2 wird gebildet, indem m a n  die folgenden 
Operat ionen V, I I I ,  I und  I I  nacheinander  verwendet :  Zusammensetzung von  S 

7' Y'o 

Fig. 3. Zusammensetzung yon S und T an den Geradentripeln ~o, ~1, ~ ;  70, ?~1, 72 

Fig. 3 stellt die Zusammensetzung der in Fig. 1 angegebenen Schliei]ungss~tze an den Geraden- 
tripeln to, ~1, ~2; 70, 71, 72 dar. Wird in Fig. 2 die G]eichsetzung ~2 :---- 72 vorgenommen, so 
ist Y'o nur noch mit 71 und ~ inzident und Yo karm -- nach eventueller Umformung der Un- 
gleichungsmenge -- durch freie Zusammenziehung entfernt werden. 
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and T an $o, ~1; 70, 71, die Gleichsetzung ~u :--~ 73, Aussehliel]ung yon Yo aus der 
Ungleichungsmenge, Entfernen yon Yo mittels freier Zusammenziehung. 

b) An Punkttripeln. Duale Konstruktion. 
Die Menge der zuli~ssigen Sehliel]ungss~tze, welche sich dutch endlich vlelmalige 

Anwendung der Operationen III ,  IV, V und VI auf einen zul~ssigen SchlieBungssatz 
S ergibt, soll als die Schlieflungssatzverwandtscha/t [S] bezeichnet werden. Ist  S nieht 
zul~ssig, so sollen die obigen Operationen auf ein mit S ~qulvalentes System yon 
zul~issigen Sehliel~ungss~tzen angewendet werden und die dabei entstehende Schlie- 
l~ungssatzmenge wieder mit [S] bezeiehnet werden. 

~un  kSnnen wir eine Antwort auf  die anfangs gestellte Frage fiir diejenige Inzidenz- 
Strukturen 3 geben, welche die folgende Verbindbarkeitsbedingung erffillen: 

(B) Zu jedem Punkt  A und jeder Geraden ~r yon 3 gibt es einen Punkt  P und eine 
Gerade y yon 3 mit A e ~, P e ~, P e ~. 

]~ine Inzidenzstruktur, in weleher durch zwei Punkte stets eine Gerade geht und 
auf jeder Geraden mindestens ein Punkt  liegt und ebenso die dazu duale Struktur 
besitzen offensichtlich diese Eigenschaft. 

Satz. Eine nicht ausgeartete Inzidenzstruktur 3, in welcher die Verbindbarkeits- 
bedingung (B) gilt, kann dann und nut dann zu einer pro]ektiven Ebene mit vorgegebenem 
allgemeinen Schlieflungssatz S erweitert werden, wenn in 3 die zu [S] geh6renden 
Schlie/3ungss~tze er/i~llt sind. 

Beweis .  Betrachten wit zuni~chst einen Sehliel3ungssatz T E IS], welcher folgende 
]3edingungen erfiiIlt: 1) er ist normal; 2) seine Folgerung ist elementar: F(T)  be- 
steht aus X0 e ~0 und Xo kommt noch genau in den beiden Inzidenzen X0 e ~1, 
X0 E ~2 vor; 3) keine Ungleichung aus V(T) enth~ilt die Variable Xo oder zwei nfit 
demselben ~:~ (i-----0, ], 2) benaehbarte Punktvariablen. L~i~t man yon der zum 
Sehliel~ungssatz T geh5rigen Inzidenzstruktur (siehe [1], S. 27) den Punkt  X0 weg, 
so entsteht eine Inzidenzstruktur T, deren Bild bei einem beliebigen Isomorphismus 
~ir als eine zu IS] gehSrige (yon T hervorgeru/ene) Kon/iguration mit den Trd!lern 

(~1), ~ (~2), ~ (~s) bezeichnen wollen. Es ist zu bemerken, dal~ in T ein Folgerungs- 
austausch ohne weiteres vorgenommen werden kann; die Konfiguration wird dabei 
rdeht beeinflul3t. Dual bfldet man die zu IS] geh6rigen Konfigurationen, die drei 
Versehiedene Punkte als Tr~ger besitzen. 

Wir wollen das Rekursionsschema, mit  welchem in [i], S. 14 alle yon ~ erzeugten 
projektiven Ebenen hergestelIt werden, in folgender etwas abge/~nderten Form ver- 
Vcenden: Man setzt ~o ~ 3. Aus 3~m wird 32m+1 gebfldet, indem man als neue 
~unkte die Elemente einer Menge/'2m yon Geradenmengen aus ~2m hinzuffigt, und 
als Inzidenzrelation ffir einen neuen Punkt  und eine Gerade aus 32m das Enthaltensein 
der Geraden in der den Punkt  definierenden Menge nimmt; dabei soll ]'~m den 
aaehstehenden Bedingungen geniigen: a) Jede Menge e Fum enth~lt mindestens zwei 
Elemente, b) ein Paar yon versehiedenen Geraden aus ~2m, deren Sehnittpunkt 
in ~2m nicht vorhanden ist, kommt in genau einer Menge e F2m vor, e) zwei Geraden 
aus derselben Menge f'~m haben in Uum keinen Schnittpunkt. Die Elemente yon/ '~m 
sollen Ms uneigentllche Bi~schel in 3~m bezeichnet werden. Aus ~2m+~ wird ~2m+~, 
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indem man dual vorgeht; dabei wird die Menge, welehe F~m entspricht, mit/~r2,n+l 
bezeiehnet. Die Vereinigung der ~n ist eine yon ~ erzeugte projektive Ebene. 

Wir bemerken, dab in ~m+l  zwei Geraden stets einen gemeinsamen Punkt  be- 
sitzen und in ~2m, m 4= 0, durch zwei Punkte immer eine Gerade geht. Also gilt die 
Verbindbarkeitsbedingung (B) in allen ~n, insofern sie nur in ~0 erffillt ist. 

Nun nehmen wir an, dab die Inzidenzstruktur ~ unseres Satzes den SchlieBungs" 
s/~tzen aus [S] genfige. Wir werden die Mengen/~2m,//~m+l rekursiv angeben, und 
dabei durch vollst/~ndige Induktion zeigen, dab die Inzidenzstrukturen ~ die 
SehlieBungss/~tze aus [S] erf011en. Dann erf/illt aber auch ihre Vereinigung diese 
S/~tze, also insbesondere den vorgegebenen SchlieBungssatz S. 

Unter der Annahme, dab ~ m  schon hergestellt sei und in ~2m die SchlieBungs" 
ss aus [S] gelten, bezeiehnen wir die voneinander versehiedenen Geraden a~ e ~2~, 
i ~- l, 2, 3, als assoziiert - -  in Zeichen [~1, ~2, ~3] --, falls eine zu [S] geh6rige Kon- 
figuration mit den Tr/~gern al ,  ~2, as in ~2m vorhanden ist. 

Aus [al, a2, ~3] und [~1, ~2, a4] ]olgt [~i, ~3, a4] und [~., a3, ~4]. Es gibt n~mlich 
zu [S] gehSrige Konfigurationen mit den Tr/~gern cr a~, a3 und a l ,  a2, ~r sind sie 
yon den SchlieBungss/~tzen T bzw. T' hervorgerufen, so stimmen sie mit den Bildern 

yon T, T' bei gewissen Isomorphismen ~0, ~' fiberein; wir bezeichnen ~ ~ q~-I (a~), 
i----l,  2, 3, ~-----~0'-1(~), i ~ 1, 2, 4. Man kann o.B.d.A, annehmen, dab die 
Folgerungsgeradenvariablen in T, T '  $~ bzw. ~4 sind (denn ein Folgerungsaustauseh 
ist bier durchaus mSglich). In der Zusammensetzung U yon T und T' an den Ge- 
radenpaaren ~ ,  $~; ~ ,  ~ kommt die Folgerungspunktvariable Y0 genau in den 
Inzidenzen Yo e ,]~, Y0 e ~3, Y0 e ~4 vor, somit hat  U eine elementare Folgerung. 
Man sieht leieht, daft auch die anderen Bedingungen erffillt sind, die man zu der 

Bildung yon D benStlgt. Wir definieren mittels 

{~0(X), X Variable in T, 
~v* (X) ----- ~0'(X), X Variable in T' 

einen Isomorphismus ~* von /) in ~gm. Das Bild T*(/)) ist eine zu [S] gehSrige 
Konfiguration in ~ m  mit den Tr/igern ~ ,  as, a4; damit ist es bewiesen, dab 
[a~, a3, a4] gilt. Vertauseht man die Reihenfolge yon a~ und a~, so erh/~l~ man 
[ ~ ,  a~, a4]. 

Wir ffihren die s Bezeichnung ein, wobei a, fl versehiedene Geraden ~us 
~2m sind : 

G(a, f l )----{?l?e~2m,[a,  fl,?] oder ?----~ oder ? = f l } .  
Es gilt: 

1) Sind ?~, ?~, }'a verschiedene Elemente yon G(a, fl), so gilt [?~, ?~, ?a]- Aus 
[a, fl, 71] und [~, fl, ?~] folgt n~mlieh [a, ?~, ?~]; ebenso folgt [a, 71, ?a], also 
[71, ~ ,  ~'a]. 

2) Aus  =' . fl', a' eG(a ,  fl), fl' eG(a ,  fl) Iolgt G(=, fl) = G(a', fl'). Aus 7 e G(o~, fib 
? 4= a', ? r fl' ergibt sieh nach 1) [a', fl', 7], also ? ~ G(~', fl'); ffir 7 = ~r oder 7 --~ fl' 
ist das evident. Wir haben also G(a, f l)c G(~', fl') und insbesondere a e G(a', fl'), 
f l e  G(a', fl'); man kann also die Rollen yon a, fl und ~', fl' vertauschen und erhglt 
aueh die entgegengesetzte Inklusion. 
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3) Haben die zu ~2m geh6rigen voneinander verschiedenen Geraden cr fl einen Schnitt- 
Punkt A in ~2m, so gehen alle Geraden aus G (~, fl) durch den P u n k t  A .  Es sei ni~mlich 
7 ~ G(~, fl) und y + :r 7 + ft. Da [a, fl, 7] gilt, gibt es in ~2m eine zu [S] geh6rige 
Konfiguration ~(7 ~) mit den Tr~gern ~, fl, 7" Unter  der keine Einschr/inkung be- 
deutenden Annahme, dab ~o -1 (7) die Folgerungsgeradenvariable von T ist, erfiillen 

die Elemente yon ~0(T) W {A} die Voraussetzung yon T, und da T in 32m gilt, 
erffillen sie auch die Folgerung yon T, also ist A e 7" 

Wit definieren jetzt  die Menge F2m der uneigentliehen Bfischel in folgender Weise : 

/~2m = {G (~, fl) [ ~, f l e  ~2m ; es gibt keinen Punkt  A e ~, fl in ~2m}. 

Die an die Mengen/'2m gestellten Forderungen sind erfiillt: 

a) ist evident; 

b) folgt aus 2); 

e) folgt aus 3) und 2). 

Damit ist ~2m+1 wohl bestimmt, zu ~ m  kommen als neue Punkte  die Mengen 
G(cr fl) e F2m und eine Gerade ? ~ ~2m ist inzident mit G(~, fl) genau dann, wenn 

e G(~, f ib 
Nun miissen wir zeigen, dal3 die Schliel3ungss/~tze aus IS] in ~2m+1 gelten. 
Ist  T ein beliebiger Sehliel3ungssatz mit den Variablen X0, X1 . . . . .  X n  ; ~o, ~1 . . . .  , ~u 

Uad (~, 63, e) eine beliebige Inzidenzstruktur, so bezeichnen wir als eine Einsetzunfl 
fiir T aus (~, @, e) eine Abbfldung 

{X~ -->A~, i = 0 , 1  . . . . .  n ,  
M: ~j ->~j,  ] = 0 , 1  . . . . .  # ,  

wo A~ e ~,  c 9 e | und wobei allen Beziehungen aus V ( T )  giiltige Beziehungen in 
(~, ~,  e) entsprechen. DiG Einsetzung er/iillt den Sehliel3ungssatz T, wenn aueh 
~ (T)  einer richtigen Beziehung in (~, 63, e) entspricht. 

~Tehmen wir jetzt  einen beliebigen SchlieBungssatz T aus [S] und eine beliebige 
Einsetzung M ftir T aus ~2 m+t. Wir verwenden dig obigen Bezeiehnungen ffir die 
Variablen von T und ffir die Bildmenge yon M. Is t  X0 e ~0 die Folgerung yon T, 
so haben wir Ao e ~0 zu zeigen. Wir nehmen o.B.d.A, an, dab alle A~ und alle ~j von 
einander verschieden sind (denn M kann widrigelffalls als eine Einsetzung in einem 
aus T dureh Gleichsetzung von Variablen entstandenen Schliegungssatz angesehen 
Werden). 

GehSrt A1 nicht zu ~2m, ist also A~-~ G(a, f l )e/ '~m, und sind die mit X~ be- 
aachbarten Geradenvariablen etwa ~ ,  ~z, . . . .  Su, so ist offensiehtlieh ~ ~ G(~, fl), 
i ~ 1, 2 . . . .  , p. Somit gibt es in ~2m zu [S] gehSrige Konfigurationen mit den 
Tr/igern :r ~z, ~r ; ~q, :r :r ... ; :q,  ~2, a~ ; die hervorrufenden SehlieBungssi~tze 

sollen mit  T~, Te . . . . .  Tv-~, und die Isomorphismen yon T~, T~ . . . . .  T~-z auf die 
entsprechenden Konfigurationen mit ~0~, ~ . . . .  , ~v-2 bezeichnet werden. Es be- 
deutet keine Einschr/inkung, wenn wir annehmen, dal~ ~o~ ~ (r die Folgerungs- 
geradenvariable yon T~ ist, i = 1 . . . . .  p -  2. Wir bilden neue SehlieSungss/itze 
U~ e IS], zun/~ehst ftir i = 0, 1 . . . .  , P --  3, mittels Induktion:  Uo = T;  U~+~ wird 
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dutch Zusammensetzung yon T~+I und Ut an den Geradenpaaren q0;l+l(~+s), 
~~ i (r162 ~+3, $1 gebildet. Man bemerkt, dab in V(U~-3) nur noch die Variablen 
~1, $2, ~ mit X1 durch Inzidenzbeziehungen verbunden sind. Wir bilden nun U~-2 
dutch Zusammensetzung yon T~-2 und U~-a an den Geradentripeln q~;l_~(~p), 
T;~2(:r ~;1-2(r162 ~ ,  $1, $2. Im SchlieBungssatz U~-2 e [S], der dieselbe Folgerung 
Xo �9 ~0 wie T besitzt, kommt die Punktvariable X1 nicht mehr vor. Wir werden 
jetzt  zeigen, wie man gleichzeitig mit der Herstellung der SchlieBungss/itze Ut ~uch 
solche Einsetzungen Mt f~r sie bilden kann, welche neben den Bildpunkten von M 
nur noch Punkte  aus ~2ra benStigen. Es sei angenommen, dab die Einsetzung Mt 
dieser Art schon vorhanden sei. Zur Bfldung von Mt+l versuchen wir zun/ichst ~ den 
Vorschrfften der Operation V entsprechend --  Mt dadurch zu erg/inzen, dal] wir zu 
den bei der AusschlieBung einiger Ungleichungen aus V(U~) eventuell eintretenden 
Variablen neue Elemente lediglich aus ~ m  so zuordnen, dab die neu vorgeschriebe- 
hen Bedh~gungen erffillt sein sollen. Wit  beachten dazu, dab die betreffenden Un- 
gleichungen nur von einer der beidcn Formen sind: X1 * X',  wobei die InzideIlZ 
X'  �9 ~ ftir ein bestimmtes k �9 {1, 2 . . . .  , p} in V(U~) vorhanden ist, oder aber ~l ~e ~t, 
l, ~ �9 {1, 2 . . . . .  p}. Den Variablen X1, X '  entsprechen in der Einsetzung M~ die 
Punkte A1 ---- G(cr fl) und A'  �9 cck, /c �9 {1, 2, . . . ,  p}. Bezeichnet man die neuen 
Variablen mit ~, ~', Z, so sind die neuen Bedingungen X1 �9 ~, Z �9 ~, Z �9 ~', X'  �9 ~', 
X ' .  Z, ~ * ~', und diese sind sicher erfiillt, werm man ffir ~ ein ~r (r */c, r �9 {1 . . . . .  p}) 
setzt, ffir Z einen auf ar liegenden Punkt  C �9 g~m, weleher mit A'  durch eine Gersde 
7 �9 ~2m verbindbar ist (ein solcher Punkt  ist gem~B der Verbindbarkeitsvoraus" 
setzung (B) vorhanden) und s ~' die Gerade 7 (:r * 7, weft Cer und :(g keinen Punk~ 
in ~ m  gemeinsam haben, und darum ist auch C .  A'). Im Falle der Ungleichung 
~ *  ~1, l, j �9 {1, 2 , . . . ,  p}, miissen wir die Punkte P �9 a~ und Q e ~1 in ~2m so be- 
stimmen, dab die Gerade PQ in ~2rn vorhanden sein soll, was nach (B) wieder m6g- 
lich ist; die n6tigen Ungleichungen P .  Q, PQ * o~ t folgen sofort. Somit gelingt die 
gewiinschte Erg/inzung yon M~. Wit beenden jetzt  die HersteIlung yon M~+t, indem 
wir auf U,+I die so erg/inzte Einsetzung M~ und die natiirliche Abbfldung der yon 
X1 verschiedenen Variablen yon T,+t auf ~0l+l(T~+l) anwenden. Durch dieses Ver- 
fahren k6nnen wir die Einsetzungen M, bis M~-3 herstellen. Dutch ein /~hnliches 
Verfahren kann auch eine Einsetzung Mp_~ in U~-~ hergestellt werden, denn bei 
der AusschlieBung der Variablen X1 ~us der Ungleichungsmenge braucht man nur 
solche Ungleichungen zu beseitigen wie oben. Gems den Vorschrfften der Oper~- 
~ion VI ist der Punk~ A1 in M~_~ nich~ mehr vorhanden. 

Wir wiederholen das ganze Verfahren ffir jeden Punkt  aus M, welcher nicht in ~ r a  
liegt. Am Ende ergibt sich ein Schlie~ungssatz U, welcher wie T zu IS] gehSrt, 
dieselbe Folgerung hat  und auch eine Einsetzung M' f/ir U, in welcher den Folge- 
rungsvariablen immer noch A0 und ~0 entsprechen. Wesentlich ist es, dab in dieser 
Einsetzung, mit eventueller Ausnahme yon Ao, nur Punkte aus ~2m vorkommen. 
Ist  auch A0 �9 ~ ,  so gilt Ao �9 ao, da in ~ m  der SchlieBungssatz U �9 [S] eff/ilR ist. 

Ist  dagegen A0 ~ D2m, so kSm~en wir o.B.d.A,  annehmen, dab U eine elementare 
Folgerung besitzt, deim widrigenfalls kSnnen wir auch an dieser Stelle das obige 
Verfahren zur Herstellung der U~ und M~ bis i ---- p --  3 anwenden. Welter wollen 
wir noch die gleichfalls keine Einschr/inkung bedeutende Annahme machen, dab U 
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eine Konfiguration hervorruft  (die dabei erforderte Normalit/it kann dadurch ge- 
sicher~ werden, dab man n6tigenfalls Gleichsetzungen yon Variablen in U rot-  
aiming). Wir betrachten diejenige yon U hervorgerufene Konfiguration, welche man 
durch das Ausschlieflen des Punktes A aus M erhiilt. Einer der Tr~ger ist ~o; die 
anderen zwei sollen mit ~r :r bezeichnet werden; sie sind diejenigen Geraden aus 
der Bildmenge yon M',  welche durch Ao gehen, es ist also Ao ~ G(a', C'). Aus 
[~0, C, C'] folgt schlieBlich ~0 ~ G(~', ~r ~ A0. 

I)amit ist der Induktionsschritt  yon ~2m zu ~2m+1 vollendet. I)er Schritt yon ~2m+1 
zu ~2m+2 wird durch Dualisierung gewonnen. Unser Satz ist somit bewiesen. 
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