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Darstellung nicht-injektiver Kollineationen 
eines projektiven Raumes 

durch verallgemeinerte semilineare Abbildungen 
F. RAD6 

Einleitung 
Wir bezeichnen mit V einen Linksvektorraum fiber einem Schiefk6rper K 

vom Range gr613er oder gleich 3, und mit 5:(V) den zu V geh6rigen projek- 
tiven Raum, d.h. den Verband der linearen Unterr~iume von V. Ein grund- 
legender Satz der projektiven Geometrie sagt aus, dab jede Kollineation von 
5:(V) auf einen zweiten projektiven Raum Y(V') durch eine semilineare Ab- 
bildung yon V induziert werden kann [-1]. Dabei wird unter einer Kollineation 
ein Isomorphismus des Verbandes 5:(V) auf ~(V')  verstanden, also eine bi- 
jektive Abbildung. Wir fragen nun: Kann man auch nicht-bijektive Kollinea- 
tionen, d.h. Homomorphismen des Verbandes 5:(V) in O~ durch irgend- 
welche Abbildungen des Vektorraumes V induzieren? Klingenberg hat diese 
Frage ffir R~iume endlichen Ranges gel6st [2, 3]. Hier werden wir die Frage 
ftir den allgemeinen Fall bejahend beantworten. Die entsprechenden Abbil- 
dungen, die wir als VSL-Abbildungen bezeichnen, verallgemeinern die semi- 
linearen in dem Sinne, dal3 sie nur auf einem Teil W von V definiert werden. 
Dieser Teil wird allerdings genfigend umfassend sein, so dab jeder Unterraum 
von V vom Range 1 mehrere Vektoren aus W enth~ilt. 

Wenn ein Isomorphismus von 6:(V) auf 6:(V') existiert, so sind nach einem 
bekannten Struktursatz die entsprechenden Schiefk6rper K und K' isomorph. 
Ist dagegen nur ein Homomorphismus von Y(V) auf 6e(V') vorhanden, so 
gilt: Wenn K, K' K6rper sind, dann ist K' isomorph zu dem Restklassenk6rper 
einer Bewertung von K. Dieses Ergebnis kann auch ftir den Fall der Schief- 
k6rper K, K' tibertragen werden, wenn man nur den Bewertungsbegriff ent- 
sprechend erweitert. 

Unsere Darstellung erg~inzt das Klingenbergsche Ergebnis noch in den 
folgenden Hinsichten: 

1) Die VSL-Abbildungen werden axiomatisch gekennzeichnet, also unab- 
h/ingig yon einer Koordinatendarstellung in V. 

2) Statt eines Homomorphismus wird eine geeignet definierte Kollineation 
betrachtet, also eine nur aufden Unterr~iumen vom Range 1 erkNrte Abbildung. 

3) Jede der drei ~iquivalenten Kennzeichnungen des Bewertungsbegriffes 
wird verallgemeinert, wie wir das in [5] durchgeffihrt haben. 
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Der erste Paragraph der vorliegenden Arbeit enth~ilt eine Zusammen- 
fassung der Begriffe und S~itze aus [5], welche sich auf verallgemeinerte Be- 
wertungen beziehen. 

Wit stellen die Eigenschaften der VSL-Abbildungen im zweiten Para- 
graphen zusammen. 

Der dritte Paragraph enth~ilt zun~ichst die Definition der nicht-injektiven 
Kollineationen. Dann werden durch VSL-Abbildungen Kollineationen in 
natiirlicher Weise induziert. Der Hauptsatz sagt aus, dab jede Kollineation 4~ 
durch eine geeignete VSL-Abbildung induziert werden kann. Im Beweis er- 
zeugen wir durch ~b je eine Abbildung eines Teiles der Translationsgruppe und 
der Streckungsgruppe mit derselben festen Hyperebene als Achse. In dieser 
Weise verallgemeinern wir diejenigen Methoden, welche Klingenberg [2] und 
Ltineburg [4] aus dem Artinschen Koordinatisierungsverfahren entwickelt 
haben. 

w 1. Verallgemeinerte Bewertungen eines SehiefkiJrpers 

Hier stellen wir einige Begriffe und S~itze aus der nicht-kommutativen 
Bewertungstheorie (s. [6]) in einer verallgemeinerten Form zusammen, wie sie 
in der Arbeit I-5] angegeben wurden. Ftir die Beweise verweisen wir auf diese 
Arbeit. 

Die Bezeichnung ,Verallgemeinerter Bewertungsring", welche in den 
Arbeiten yon Klingenberg in einem anderen Zusammenhang verwendet 
wurde, kommt hier nicht vor. 

Definition 1.1. Es sei K ein Schiefk6rper und K* = K\{0}. Als abgeschlosse- 
hen Schiefk6rper K bezeichnen wir die algebraische Struktur, die aus K durch 
Hinzunahme eines neuen Elementes ~ entsteht, ftir welches man 

Vx~K 

VxeK*u{oo} 

setzt (oo + 0% 0.0% ~ �9 0 bleiben unerkl~irt). 

Definition 1.2. Ein Unterring (9 des Schiefk6rpers K heil3t total in K, wenn 
entweder xe(9 oder x-le(9 fiir alle xeK*. 

Ist (9\{0} dariiber hinaus ein invarianter Komplex der multiplikativen 
Gruppe K*, so ist (9, wie wohl bekannt, ein Bewertungsring. 

Definition 1.3. Sind K, K' abgeschlossene Schiefk6rper, so heil3t die Abbil- 
dung t): _K ~ K ~ ein Homomorphismus des abgeschlossenen Schiefk6rpers K, 
falls die folgenden Bedingungen erftillt sind: 

~0 (x + y) = ~ (x) + 0 (Y), wenn die zwei Summen erkl~irt sind, 
O (x y) = ~, (x) ~ (y), wenn die zwei Produkte erkl~irt sind, 

(K) enth~ilt wenigstens drei Elemente. 
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Definition 1.4. Es seien K, K' Schiefk/Srper und (9 ein totaler Unterring von 
K. Die Abbildung q~: (9 ~ K'  heigt ein partieller Homomorphismus yon K, wenn 

~o(x+y)=~o(x)+~o(y), v x,y~(9, 
q~(x y)= q~(x) q~(y), V x, ye(9, 
~o(x)=0, wenn xr und x-1r 

(p ((9) enth~ilt ein yon 0 verschiedenes Element. 

Es folgt: a) le(9, q0(1)= 1; b) ist xe(9 und x-le(9, dann haben wir (p(x)#0. 

Definition 1.$. Es sei K ein SchiefkSrper und Seine totalgeordnete Menge, 
welche mindestens zwei Elemente enth/ilt. Eine Abbildung v: K --+ S heiBt eine 
verallgemeinerte Bewertung yon K, wenn 

v(x) < v(y) ~ v(x z) < v(y z), 

v(x + y)> rain (v(x), v(y)), 
v(K)=S.  

Es ist zu bemerken, dab wir in S keine innere Operation postulieren. 

Es gelten die folgenden S~itze" 

Satz 1.1. Ist 0: K-+ K-v ein Homomorphismus des abgeschlossenen Schief- 
kgrpers K., so ist (90 = {x lO(x)eK'}  ein totaler Unterring yon K. Die Restriktion 
01 (90 ist ein partieller Homomorphismus yon K. 

Satz 1.2. Jeder partielle Homomorphismus eines Schiefk6rpers K kann zu 
einem Homomorphismus yon R erweitert werden. 

Satz 1.3. Zu jedem totalen Unterring (9 des SchiefkOrpers K gibt es einen bis 
auf lsomorphismen eindeutig bestimmten Homomorphismus 0 yon K, fiir welchen 
(9o = (9. 0 wird in folgender Weise hergestellt: Die Nichteinheiten des Ringes (9 
bilden ein maximales Ideal N in (9, der Restklassenring (9/N ist also ein Schief- 
kOrper. Die kanonische Abbildung (9 ~ (9/N ist ein partieller Homomorphismus 
yon K, dessen Erweiterung gemiifi dem Satz 1.2 die Abbildung 0 ergibt. 

(9/N heiBt der Restklassenschiefk6rper yon (9, oder auch der entsprechenden 
veratlgemeinerten Bewertung (s. Satz 1.4). 

Satz 1.4. Ist v eine verallgemeinerte Bewertung des Schiefk6rpers K, so ist 
die Menge (gv = {x Ix e K, v (x)_-> v (1)} ein totaler Unterring yon K. Ist umgekehrt 
(9 ein totaler Unterring yon K, dann gibt es eine verallgemeinerte Bewertung v 
yon K mit (9~ = (9. Dabei ist v bis auf Isomorphismen eindeutig bestimmt. 

Satz 1.5. Es sei (9 ein totaler Unterring des Schiefkgrpers K, (9*= {xlxe(9, 
x - le (9}  die Menge der Einheiten im Ring (9, und a~eK*, i= 1, 2 . . . .  , n. Dann 
kann man p e K *  so w~hlen, daft 

paiE(9 fiir i = 1 , 2  . . . .  ,n,  

p ai6(9* fiir wenigstens ein i. 
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Wenn Po diesen Bedingungen genfigt, so stellt 

p = z  po, wo ~e(9* 

die Gesamtheit aller p der verlangten Art dar. 

In [3] wurde ein Beispiel mit Hilfe von formellen Potenzreihen fiber einer 
nichtkommutativen totalgeordneten Gruppe konstruiert, welches zeigt, dab 
nichtinvariante totale Unterringe in gewissen Schiefk6rpern existieren. Es liegt 
also hier eine echte Verallgemeinerung des Bewertungsbegriffes vor. Fiir 
KSrper fallen offenbar die zwei Begriffe zusammen. 

w 2. Die verallgemeinerten semilinearen Abbildungen 

Definition 2.1. Es seien V, V' Linksvektorr~ume fiber den Schiefk~Srpern K 
bzw. K', ( g c K  und WcV. Das Paar yon Abbildungen ~p: (9-->K', f: W - . V '  
heigt eine verallgemeinerte semilineare Abbildung oder kiirzer eine VSL-Abbil-  
dung, wenn 

1. s,t~(9, x, y c W ~ s + t ~ ( 9 ,  sty(9,  x + y ~ W ,  s x ~ W .  

2. S ~ K \ ( 9  ~ s - ~ ( _ 9 ,  q~(s-t)=O. 

3. f ( x + y ) = f ( x ) + f ( y ) ,  V x, ye  W. 
4. f ( s  x) = q~ (s) f (x ) ,  V s ~ (9, V x e W. 

5. Es gibt ein B c W derart, dab B eine Basis von V, f ( B )  eine Basis von V' 
und die Einschr~inkung f i b  (yon f auf B) injektiv ist. 

Lemma 2.1. Die Abbildung (p: (9 ~ K'  ist ein partieller Homomorphismus 
des Schiefk6rpers K.  

Beweis. Sei a~B;  dann ist f (a) :k  O. Es ergibt sich fiir s, te (9: 

~o (s + t) f (a) =f((s + t) a) = f  (s a + t a) 

= qo (s) f (a )  + qo (t) f (a )  = (~p (s) + q) (t)) f (a ) ,  
wonach 

q0 (s + t) = q~ (s) + ~o (0; (2.1) 
und weiter 

qo (s t) f (a) =f((s t) a) = f ( s  (t a)) = q) (s) f (t a) = tp (s) qo (t) f (a), 

also 
~0 (s t) = (p (s) (p (t). (2.2) 

Setzt man in 4. s = 1, x = a ein, so erh~ilt man 

~o(1) = 1. (2.3) 

Aus 2. folgt - 1 = ( -  1)-1E(9, es gilt also: se(9 ::> -se(9 .  Damit wird klar, dab 
(9 ein Unterring in K ist, und zwar nach 2. total in K. Die Beziehungen (2.1), 
(2.2), (2.3) und 2. zeigen dann, dab q0 alle Forderungen tier Definition 1.4 erffillt. 
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Wir bezeichnen 

(9o= {silo(s)=0}, 

W o = {x l f (x )=  0}, 

(9*= {slcp(s)~K'*}, 
(2.4) 

W* = (x l f (x )  4=0}. 

(9* ist die Menge der Einheiten, (9o die Menge der Nichteinheiten im Ring (9. 

Lemm,* 2.2. Es gilt 

W= ( ~ s(b) bls: B ~ (9, {bls(b)~O} endlich}. 
b~B 

(2.5) 

Beweis. Aus 5. und 1. ergibt sich sofort, dab die rechte Seite von (2.5) in der 
linken enthalten ist. Es sei nun xe  W. Wir stellen x in der Form 

n 

x= ~ 2ib i, 2ieK*, bieB, bi+b k (f'dr i~k) (2.6) 
i = 1  

dar. Gem~il3 dem Satz 1.5 bestimmen wit ein p e K* so, dab p 2~e (9, i = 1, 2,. . . ,  n, 
p 2j~ (9* ftir ein j. Dann ist q~ (p 21) =I= 0, p xe  W und 

f (p  x) = f ~o (p 2i) f(b~) + O, (2.7) 
i = 1  

da die Vektoren f(bl) unabh/ingig sind. Ware p~Co, so w~ire auch f (px )=  
q)(p)f(x)=O im Widerspruch zu (2.7). Folglich ist p-1~(9. Aus p2ie(9 folgt 
somit 2~sp -1 (9 ~ (9. Dann zeigt abet (2.6), dab x in der rechten Seite von (2.5) 
enthalten ist. 

Aus der Definition 2.1 und Lemma 2.2 folgt sofort 

Lemma 2.3. Es gibt fiir jedes x~ W ein s: B ~ 0 mit 

x = ~ s (b) b, f(x)  = ~ cp (s(b)) f(b). (2.8) 
b~B b~B 

Bemerkung. Es seien gegeben eine bijektive Abbildung f :  B ~ B' einer 
Basis von Vaufeine Basis von V' und ein partieller Homomorphismus ~o: (9--, K'. 
Dann definieren die Formeln (2.5) und (2.8) eine verallgemeinerte semilineare 
Abbildung f :  W ~  V'. Man sieht n~imlich sofort, dab die Forderungen 1 . -  5. 
erfiillt sind. 

Lemma 2.4. 
x,y~Wo,s~(9 ~ x+y~Wo,sxeWo,  

zeW, soe(9o ~ SoZeWo. 

Beweis.f(x + y) =f(x)  +f(y)= O, f (s  x)= (p (s) f(x) = O. f (s  o z) = ~o (so) f(z)= O. 
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Definition 2.2. Eine nicht leere Tei lmenge S aus W soll als (9-abhiingig 
bezeichnet  werden, wenn es p~ . . . . .  p , s (9* und n verschiedene x~, ..., x ,~S 
gibt mit  

k p~ xi~ Wo. 
i = 1  

Im  anderen Falle heiBt S (9-unabhiingig. 

M a n  bemerkt ,  dab  eine (9-unabhiingige Menge  kein Element  aus W 0 ent- 
hal ten kann.  

L e m m a  2.5. Eine (9-unabhiingige Teilmenge S aus W ist linear unabhiingig. 

Beweis. N e h m e n  wir an, dab  folgendes gilt: 

k •ixi=O, 
i = 1  

2i~K*, {xl, x 2 . . . . .  x , } c S ,  x i+x k fiir i4=k. (2,10) 

Wir  bes t immen  p~K* nach Satz 1.5 derart ,  dag  p 2 ~ ( 9  f'tir i =  1, 2 . . . . .  n und 
p 2ie(9" fiir wenigstens ein i. Aus  (2.10) und L e m m a  2.4 folgern wir: 

Y'(p2i)xieWo, p2i~(9" (fiir alle ieN), 
isN 

wobei  N eine gewisse nichtleere Tei lmenge yon { 1 . . . . .  n} ist. Das  widerspricht  
aber  der 0-Unabh~ingigkei t  yon  S. 

L e m m a  2.6. Die Teilmenge S yon W ist dann und nut dann (9-unabhiingig, 
wenn f (S) linear unabhiingig und f IS injektiv ist. 

Beweis. Ist S (9-abh~ingig, so ergibt sich aus (2.9) 

(k ) k f p~x~ = 0 ,  also ~o(p~)f(x~)=O mit  ~o(p~)+0; 
\ i = I  / i = 1  

bei injektiver Abbi ldung  f l S  ist folglich f(S) l inear abh~ingig. 

Sei nun f(S) l inear abh~ingig oder  aber  f l S  nicht injektiv; dann  gibt es 
2 ~ K *  und n verschiedene x 1 .. . . .  x ,eS  mit  

n 

2~ f(xi) = 0. (2.11) 
i = 1  

Nach  L e m m a  2.2 kann  man  die Vektoren  x i mi t  Hilfe yon m verschiedenen 
Vektoren  b 1,..., b,,sB und Elementen  t~k~ (9 SO ausdri icken:  

xi = k rig bk (i = 1 . . . .  , n); 
k = l  
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nach Lemma 2.3 gilt dann 

f (x , )=  ~ alkf(bk) 
k = l  

(i = 1 . . . . .  n), 

wobei aik=q)(tik) sein soil. Die G1. (2.11) ist ~iquivalent mit dem Gleichungs- 
system n 

2~ a,k = 0 (k = 1, ..., m), (2.12) 
i=1 

da die Vektoren f(bk) linear unabh~ingig sind. Die Koeffizienten a~k geh~Sren 
zu ~o(C). Man prfift leicht nach, dab (p(C) ein Unterschiefk6rper von K'  ist. 
Fal3t man die 2~ in (2.12) als Unbekannte auf, so besitzt dieses lineare homogene 
Gleichungssystem eine nichttriviale L6sung in K'". Da die Koeffizienten zu 
qg(C) geh6ren, hat dieses System auch in ~o(C)" eine nichttriviale L6sung 
2~eq)(C). Es gibt also s~eC und ein j mit 

) SjeC*, q)(Si) aik f(bk)=O, 
.= k = l  t 1 

also 

L q~ (s,) f(~) = o ,  
i = i  

k SixiEC 0 , 
i=l 

d.h. S ist C-abh~ngig. 

Bemerkung. Die Injektivit~it von f l S  besagt insbesondere die Gleich- 
m~ichtigkeit der Mengen S, f(S); das wird im folgenden benutzt. 

Definition 2.3. Sei L ein linearer Unterraum yon V. Die Menge S ~ L n  W 
heil3t eine O-Basis yon L, wenn Seine maximale C-unabhangige Untermenge 
von L ~  W ist. 

Lemma 2.7. Jeder yon {0} verschiedene lineare Unterraum L yon V besitzt 
eine O-Basis. 

Beweis. Wit bemerken zun~ichst, dal3 die Menge L ~  W* nicht leer ist; denn 
stellt man ein Element aus L in der Form 

x =  k 2ib/, 2i~K*, bieB 
i = 1  

dar und bestimmt man pEK* nach Satz 1.5, so wird nach Lemma 2.2 px~ W 
und f(px)4=O, also p x e  W*, d.h. pxeLc~ W*. Dann ist nafiirlich die Menge 
61 der C-unabh/ingigen Untermengen von L ~  W nicht leer. Ordnet man die 
Menge 61 nach der Enthaltenseinrelation, so wird O induktiv, well fiJr eine 
totalgeordnete Untermenge �9 yon 61 die Vereinigungsmenge aller Elemente 
aus ~b eine C-unabh/ingige Menge bildet, also ein Element aus 61. Nach dem 
Zornschen Lemma enth~ilt O wenigstens ein maximales Element. 
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Es folgt leicht: 

Lemma 2.8. Ist eine C-Basis S des linearen Unterraumes L yon V gegeben, 
so kann jedes Element x e L ~  W eindeutig in der Form 

x=  ~ p i x i q - w ,  (X 1 . . . .  , X n } ~ S  , Xi~zX k for i+k ,  pi~C*, w ~ W  o (2.13) 
;=1  

gesehrieben werden. 

Wir werden die folgende Bezeichnung benutzen: Ist A ~ V, so bezeichnet 
[A] den durch A erzeugten Unterraum yon V. 

Lemma 2.9. Ist Se ine  C-Basis yon V, so ist f (S)  eine zu S gleichmgtchtige 
Basis yon V'. 

Beweis. Jedes xe  W kann in der Form (2.13) dargestellt werden. Dann ist 

f (x )  = ~ qo (p,) f(xi) ,  
i = 1  

also ist f ( x )  in [ f (S)]  enthalten. Folglich ist f (B)  in [ f (S)]  enthalten. Da f (B)  
wegen 5. eine Basis von V' ist, haben wit [ f (S)]  = V'. Andererseits ist f (S)  nach 
Lemma 2.6 linear unabh~ingig und zu S gleichm~ichtig; damit haben wit 
Lemma 2.9 bewiesen. 

Lemma 2.10. Hat V einen endlichen Rang und ist L ein linearer Unterraum 
yon V, so ist eine C-Basis yon L eine Basis yon L. 

Beweis, Far  L=  V folgt das aus Lemma 2.9, weil dann die Anzahl der 
Elemente der C-Basis mit dem Rang von V' und nach 5. auch mit dem von V 
iibereinstimmt. Ist nun L ein echter Unterraum yon V, so k6nnen wir die 
betrachtete C-Basis S yon L zu einer C-Basis von Vin iiblicher Weise erg~inzen. 
Die dabei hinzugefiigte Menge S erzeugt einen Unterraum L yon V, welcher 
keinen Vektor + 0 aus L enthalt. Denn andernfalls wiirde eine lineare Beziehung 
zwischen den Elementen aus S w S folgen und daraus unter Berticksichtigung 
des Satzes 1.5 sogar eine lineare Beziehung mit Koeffizienten aus C, welche 
nicht alle zu C O geh6ren, was abet im Widerspruch mit der C-Unabhiingigkeit 
yon S w S steht. Da die Mengen S, S unabh~ingig sind, folgt 

]S[<r(L), ISl<r(L),  (2.14) 

und weil S u S eine C-Basis yon V ist, haben wir nach dem schon am Anfang 
des Beweises erledigten Fall 

lsl + Isl = r(V).  

Wegen r(L)+ r(L)< r(V) mtissen also die Gleichheitszeichen in (2.14) gelten, 
und damit ist das Lemma bewiesen. 

Lemma 2.11. Hat der lineare Unterraum L yon V einen endlichen Rang r, 
so ist jede C-Basis yon L eine Basis yon L. 
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Beweis. Wir w~ihlen eine Basis yon L, welche zu Lc~ W geh6rt (dazu geniigt 
es die Vektoren irgendeiner Basis von L mit passenden Faktoren zu multi- 
plizieren). Wir stellen die Elemente dieser Basis nach Lemma 2.2 in der Form 

P 

b*= ~plkbk,  i= 1,2, ...,r, bkEB, pikE@ 
k = l  

dar. Die Vektoren b 1, b2,.. . ,  bp bzw. f(bl),f(b2) . . . . .  f(bp) erzeugen je einen 
Unterraum in V bzw. V', wetche F bzw. V' heil3en sotlen. Die Abbildung 
f :  Vm W ~  V' werde durch 

f ( x )= f ( x )  ffir x ~ l ? n W  

definiert. Es ist leieht zu sehen, dal3 das Paar yon Abbildungen ~o: O-~ K', 
f :  Fc~ W ~  V' eine VSL, Abbildung darstellt. Die O-Abh~ingigkeit einer Teil- 
menge von V, kann jetzt auf zwei Arten aufgefaBt werden, je nachdem ob man 
die VSL-Abbildung (~o,f)oder (~o,f) zugrunde legt. Die zwei Arten der 
C-Abh~ingigkeit fallen aber zusammen. Ist n~imlich S c L in bezug auf (cp, f )  

eine (9-unabh~ingige Menge, so besteht (2.9); ~ Pi xi ist aber in L enthalten, 
wir haben also ~= 1 

n 

won F=(wc  F)o 

und somit ist S in bezug auf (~o,f) g?-unabh~ngig. Der SchluB in entgegen- 
gesetzter Richtung ergibt sich unmittelbar. 

Ist nun Seine O-Basis von L beziiglich (cp, f),  so ist S nach dem obigen auch 
eine C-Basis von L bezfglich (cp, f )  und aus Lemma 2.10 folgt jetzt Lemma 2.11. 

Wir kSnnen nun leicht beweisen den 

Satz 2.1. Ist L ein linearer Unterraum yon V vom endlichen Range r, so ist 
der Rang des Unterraumes [f(Lm W)] gleich r. 

W~ihlen wir n~imlich eine C-Basis S yon L, so hat S nach Lemma 2.11 genau 
r Elemente. Wegen Lemma 2.6 enth~ilt f (S)  ebenfalls r Elemente und ist linear 
unabh~ingig, so dab der Rang von [ f (L  c~ W)] nicht kleiner als r sein kann. 
Aus den Forderungen 3., 4. der Definition 2.I ist aber ersichtlich, dab dieser 
Rang nicht grSl3er als r ist. 

Im Beweis von Lemma 2.6 haben wit bemerkt, dab K"=~0((9) ein Unter- 
kSrper von K' ist. Aus der Formel (2.8) folgt noch 

Lemma 2.12. f (W) ist ein Vektorraum fiber K"= cp((_9). 

w 3. Die nichtinjektiven Kollineationen 
Wir werden einen projektiven Raum als den Verband 5P(V) der linearen 

Unterr~iume eines Linksvektorraumes fiber dem Schiefk6rper K, yore Range 
> 3, auffassen. Dadurch erfassen wir, nach einem der grundlegenden S~itze der 
projektiven Geometrie, bis auf Verbandsisomorphismen, alle Desarguesschen 
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projektiven R~iume vom Range >3. Wir wollen mit ~(V) die Punktmenge 
yon ~(V) bezeichnen, d.h. die Menge der linearen Unterr/iume yon V vom 
Range 1. Fiir P~eN(V), i= 1, 2, 3 bezeichnet ~(P~, P2, P3) die Kollinearit~itsbe- 
ziehung, die dann und nur dann besteht, wenn es eine Gerade G, also einen 
linearen Unterraum vom Range 2 gibt mit P~EG, i= 1, 2, 3. Eine Punktmenge 
soil als fundamental bezeichnet werden, wenn die Wahl je eines yon 0 ver- 
schiedenen Vektors aus den Punkten der gegebenen Menge eine Basis yon V 
ergibt. 

Wir werden den Kollineationsbegriffin einem allgemeineren Sinn ats iibtich 
benutzen: 

Definition 3.1. Es seien F; V' Linksvektorr~iume tiber den Schiefk6rpern K 
bzw. K', jeder vom Range >3. Eine Abbildung 4~: ~ ( V ) ~ ( V ' )  soll als 
Koltineation bezeichnet werden, wenn: 

1) ~(~, ~ ,  ~)  ~ ~(4~(~), a~(~), ~(~)). 
2) Die Bildmenge q~(N(V)) ist nicht in zwei Hyperebenen enthalten. 
3) Die Bildmenge jeder Geraden enth~ilt wenigstens drei Punkte. 
4) Es existiert eine fundamentale Punktmenge, welche auf eine fundamen- 

tale Punktmenge injektiv abgebildet wird. 

Bemerkung. Haben V und V' denselben endlichen Rang, so kann man 
zeigen, dab 3), 4) aus 1) und 2) folgen. 

Wir betrachten nun eine VSL-Abbildung q~: O~K' ,  f :  W-,  V', wo ~;cK, 
W c  V,, und erklgren eine Abbildung f* :  5P(V)~ ow(V') in folgender Weise: 
fiir L~Se(V) ist 

f *  (L)= [{f(x)[x~Lr W}] (3.1) 

(wit erinnern daran, dab [A] den durch die Menge A erzeugten Unterraum 
bezeichnet). Satz2.1 ergibt, dab f*  einen Unterraum endtichen Ranges in 
einen yon demselben Range tiberfiihrt, also insbesondere Punkte in Punkte 
und Geraden in Geraden. Die Restriktion von f *  auf ~(V), welche ohne 
Gefahr eines Mil3verst~indnisses ebenhlls mit f *  bezeichnet werden soil, ist 
eine Kollineation. Denn 1) ist nach den obigen richtig, 2) und 4) folgen sofort 
aus der Forderung 5. der Definition 2.1, w~ihrend 3) sich wie folgt ergibt: Ge- 
geben sei eine Gerade G, d. h. ein tinearer Unterraum vom Range 2; wir nehmen 
eine O-Basis von G, wetche wegen Lemma 2.11 aus zwei Elementen, etwa a 
und b, besteht; dann iiberfiihrt J'* die zu G geh~Srigen Punkte Ka, Kb, K(a + b) 
bzw. in g'f(a), K'f(b), K'(f(a)+f(b)); diese sind aber nach Lemma 2.6 von- 
einander verschieden. 

Definition 3.2. f* :  ~(V)-~ ~(V') soil als die dureh die VSL-Abbildung ((p, f )  
induzierte Kollineation bezeichnet werden. 

Unser Ziel ist es zu zeigen: 

Hauptsatz. Es seien V, V' Linksvektorri~ume iiber den SchieJk6rpern K bzw. 
K', jeder vom Rang >= 3. Zu einer beliebigen Kotlineation ~: ~ ( V ) ~  .#(V') liifit 
sich dann eine VSL-Abbitdung yon V in V' finden, welche eb induziert. 
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Als Vorbereitung zum Beweis fassen wir einige wohlbekannte Tatsachen 
iiber zentrale Kollineationen in 5P(V) zusammen (eine ausffihrlichere Dar- 
stellung findet man z. B. in [-4]). 

Es sei He ine  Hyperebene yon V, Q ein Komplement yon H in V, qeQ und 
O: V ~ K  eine lineare Abbildung mit ~b(H)=0, ~b(q)= 1. Ist h~H, so nennt man 
die dutch 

~h (x)= x + ~b (x) h (3.2) 

V ~ V  eine Elation. Diese induziert die Translation erkl/irte Abbildung ~h: 
rh: ~ ( V ) ~  ~(V), wobei 

~h (P)-- {~h (x) l x e P}.  (3.3) 

Die Abbildung h ~ rh ist ein Isomorphismus der additiven Gruppe von H auf 
die Translationsgruppe T H von ~ (V)mi t  der Achse H; es gilt: 

~h' rh = ~:h+h' �9 (3.4) 

Ist e e K*, so nennt man die Abbildung 3~: V--, V, welche x = 2 q + u (2 ~ K, u e H) 
in 

3~(2 q + u ) = 2  ~-1 q+u (3.5) 

iiberftihrt, eine Dilatation, w~ihrend die induzierte Abbildung 6~: ~ ( V ) ~  N(V) 

6~(P) = {3~(x) IxaP} (3.6) 

eine Streckung ist. Die Abbildung c~ ~ 6~ ist ein Isomorphismus von K* auf 
die Streckungsgruppe D~,Q von ~(V) mit der Achse H und dem Zentrum Q; 
es ist 

c~ 6~ = 6~ ~, (3.7) 

6~ % = ~h 6~. (3.8) 

Wir wollen mit 60: N ( V ) ~  N(V) diejenige Abbildung bezeichnen, welche den 
zu H nichtgeh6rigen Punkten stets Q zuordnet, w/ihrend die in H enthaltenen 
Punkte invariant sind. Die Beziehungen (3.7) und (3.8) k/Snnen fiir D i n e =  
D~, Q u {6o} ausgedehnt werden: 

6 o 6, = 6~ 6 o = ~o, (3.7') 

6 o r h = t o 60, (3.8') 

wo ~o mit der identischen Abbildung gleich ist. 

Die Translationen und die Streckungen sind Kollineationen von ~(V) in 
sich. AuBer 6 o , sind sie alle bijektiv. 

T u operiert scharf transitiv auf ~ ( V ) \ H ,  d.h. 

A, B e ~ ( V ) \ H  ~ 3! vheTu,rh(A)=B. 

Es gilt eine ~ihnliche Eigenschaft ftir Dn. Q: 

A, B E ~ ( V ) \ H , A  #:Q,~c(Q,A,B) ~ ~! 6 ~ D n ,  e, cS~(A)=B. 
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Die entsprechenden Bezeichnungen in r werden H', Q', q', T b, und 
Dn,,Q, sein. 

Beweis des Hauptsatzes. Es ist die Kollineation 4): ~ (V)~ .~(V ' )  gegeben. 
Wir kSnnen eine Hyperebene H in S(V) so w~ihlen, dab die Bilder der in H 
enthaltenen Punkte in einer Hyperebene H' liegen sollen. Es geni.igt dazu eine 
fundamentale Punktmenge gem~iB der Forderung 4) der Definition 3.1 zu be- 
trachten, davon einen Punkt A 1 zu entfernen und aus den i.ibrigen Punkten je 
einen yon Null verschiedenen Vektor zu w~ihlen; diese Vektoren erzeugen dann 
offenbar eine mit ViA 1 isomorphe Hyperebene der gewi.inschten Art. Es sei 
ferner Q ein festes Element aus ~(V), fiir welches Q' = 4)(Q) r H' gilt. Wir w~hlen 
einen Punkt A wieder so, dab 

4) (A) r  (3.9) 

dann ist A G H. Wit bezeichnen 

W ~ = {h I zh ~ Tn, 4) Zh (A) = 4) (A)} 

Wn= {hirhET n, 4) Zh(A)r H' } (3.10) 

w ; :  w . \  w o. 

Es gilt: 
V h~H\{0},  ~p~K~ pheWff .  (3.1l) 

Denn nach Forderung 3) der Definition 3.1 l~iBt sich auf der Geraden A # zh(A) 
ein Punkt A 1 finden, fiir welchen 4)(A1)#4)(A), 4)(AOCH'. Man kann aber 
schreiben: A 1 =zph(A ) mit peK,  wonach dann p he W~. 

Es sei nun he W*. Wir k6nnen einen Punkt B ~ ( V )  bestimmen, fiir welchen 

4)(B)C-H' (3.12) 

4)(A), 4) Zh(A), 4)(B) nicht kollinear sind. (3.13) 

Denn im entgegengesetzten Falle wiirden die Bilder aller Punkte yon ,~(V) im 
Widerspruch zur Forderung 2) der Definition 3.1 auf H' und auf einer Geraden 
liegen. Wir definieren das Element f(h)e H' durch: zf(h)eT ~, und 

"C f(a ) 4 ) ( A ) =  4) "Ch(A ) . (3.14) 

Da T~, auf der nicht zu H' geh6rigen Punktmenge scharf transitiv operiert, ist 
Tf(h) , und damit f(h), mittels (3.14) eindeutig bestimmt. Da die Abbildung q) 
kollineare Punkte in kollineare und die auf H liegenden Punkte in Punkte in 
H' iiberftihrt, ist es unter Beachtung yon (3.13) ersichtlich, dab dem Punkt 
4)(B) bei der Translation Zs~h) der Punkt 4)"Ch(B ) entspricht; es gilt daher 

ZS(h) 4) (B) = 4) zh(B ) . (3.15) 

Dasselbe kann aber fiJr jeden Punkt P gefolgert werden, welcher nur die Be- 
dingungen (3.12) und (3.13) mit P an der Stelle yon B erfiillt: 

Zf(h) 4)(P)= 4) "Ch(P ) . (3.16) 
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LN3t man noch B an die Stelle yon A treten, was wegen (3.12) und (3.15) durch- 
aus m6glich ist, so sieht man, dab (3.16)jedesmal gilt, wenn cl)(P)r Ist 
~b(P)cH' so unterscheidet man zwei F~ille, je nachdem ~(P) mit [~ (A)+  

zh (A)] c~ H'  iibereinstimmt oder nicht. In beiden F~illen sieht man leicht, dab 
r~(P)= ~(P). Es gilt also (3.16) allgemein: 

Tf(h) q~ = ~ %. (3.17) 

Es sei jetzt he Wff. Wir setzen f (h )=0 .  Die Beziehung (3.17) gilt auch in 
diesem Falle, denn es ist ja  ~ (A)= �9 ~h (A), woraus sich wie oben ~ = ~b ~h oder 
% �9 = �9 % ergibt. 

Bemerkung. Nach (3.17) ist es klar, dab in der flit die Definition yon f(h) 
benutzten GI. (3.14) an die Stelle von A jeder Punkt P treten kann, flit welchen 
nur ~b(P)r  gilt. Die Abbildung h-~f(h) und die Mengen W~, Wff h~ingen 
also yon der Wahl des Punktes A nicht ab, insofern nur (3.9) erfiillt ist. 

Nehmen wir wieder einen festen Punkt A, fiir welchen diesmal ~(A)c~ 
H'  ~ Q'. Wir setzen 

(90 = {el 6 ~  D , ,  Q, 4~ 6~ (A)= Q'}, 

(9= {c~la~sDH.q, �9 54(A)r (3.18) 

(9*=(9\(90. 

Beachtet man, dab K((2', ~(A), a5 5~(A)) gilt und Dh, o, auf den durch Q' 
gehenden Geraden scharf transitiv operiert, so sieht man, dab es genau eine 
Abbildung 6,o(4)~D~, ' e' gibt, ftir welche 

a~(~) ~(A)= ~ a,(A). 

Fiir a~(9* ergibt sich wie oben 
b~(~) �9 = ~ 5 4. 

(3.19) 

(3.20) 

Fiir ae(9 o folgt ~o(e)=0, und es gilt: 

Va~(9 o, VP~N(V),  dPb~(p)=(2' oder @(P)cH' .  (3.2t) 

Denn ist ~ ( P ) r  H', so nehmen wir zun~chst an, dab ~ ( P ) r  Q '+  ~b(A), setzen 
(A + P) c~ H =/5 und bemerken, dab q5 64 (p) E Q' + (b (/5), ~ ~ (p)s Q, + ~ (p) und 
daft hier auf den rechten Seiten verschiedene Geraden stehen. Es ergibt sich 
daraus r Ist nun ~(P)eQ'+cb(A), abet ~b (P) 4= (2', so w~ihlen wir 
gemiig der Forderung 2) der Definition 3.1 einen Punkt B, fiir welchen ~0(B) 
weder auf H'  noch auf Q '+  q~ (A) liegt; dann ist, wie wir eben bewiesen haben, 
~b 5~(B)= Q'. Wiederholt man diesen Beweis mit B an Stelle von A, so ergibt 
sich (3.2t) auch in diesem Fall. Ist endlich ~ (P) = Q' und nimmt man (b 84(P) :4 = (2, 
an, so kann man o.B.d.A, auch 4)5~,(P)r voraussetzen; es folgt 
�9 (P)=H'c~ [Q'+~b(A)] und (b(P)=H'c~ [Q'+(p 64(P)], was unm6glich ist. 
Damit ist (3.21) bewiesen. 
12a Math. Z,, Bcl, 110 
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Nun zeigen wir einige Eigenschaften der Abbildungen ~: 69~ K' und 
f : W ~ H ' .  

t) Es gilt: ~ K \ d )  ~c~-~(9o , 

Denn aus (3o18) folgt 4)(~(A)c H. Man kann wegen Definition 3,1, Forde- 
:rung 2) den Punkt B aus -~(V) so bestimmen, dab 

4) (B) r H ' •  (Q'+ 4) (A)). (3.22) 

Es sei nun C=(B+b~(A))c~H. Die Punkte der Geraden B+~(A)  werden 
dutch 4) in 4)(B)+4)fix(A) abgebildet, woraus sicla 4)(C)=4)cS~(A) ergibt. 4) 
bildet die Punkte der Geraden A + C  in 4)(A)+4)(i~(A)=Q'+q~(A) und die 
der Geraden Q + B in Q '+  4)(B) ab; folglich wird der Schnittpunkt dieser Ge- 
raden, welcher ja c5~_1(B) ist, in Q' abgebildet: 

4) ~_ ~(B)= O'. (3.23) 

Bezeichnet man (A + B) c~ H = E, so ist 

(E + 6~-~ (B)) c~ (Q + A) = 6:_~ (A). (3.24) 

Aus (3.22) folgt, dab die Punkte 4)(A), 4)(B), 4)5~(A)nicht kollinear sind; also 
ist 4)(E)% 4)~5~(A). Folglich liegt das B ild der Geraden E +5~_~(B) nicht in 
Q'+4)(A). Hieraus und aus (3.23), (3.24) folgt: 4)5~_~(A)=Q'. Nach (3.18) ist 
somit e-~e(9 o . 

2) Aus h, h' e ~/) folgt h + h'e W n und f (h  + h') =f(h)  +f(h'). 

Unter Benutzung yon (3.4) und (3.t7) erh~ilt man n~imlich: 

I~ 7~h+h,~4)  75h T,h,~z72f(h ) 4) Th, ~.Tyf(h) 7if(h, ) 4)=:T,f(h)+f(h,) (1) 

und daraus fiir den der Bedingung (3.9) geniigenden Punkt A: 

4) 7:h+h,(A)~ H', 

was nach (3.10) h+ h'~ W n bedeutet. Es gilt weiter: 

"C f(h + h') (~ = 1~ 72h + h" = 72 f(h)+ f(h') (7t) "~ 

es ist nun sofort zu sehen: 
T) f(h + h') = T f(h) + f{h'),  

was f (h + h')= f (h) + f (h') ergibt, 

3) Aus c~e(9, he W n folgt c~ he Wn und f(a h)=cp(a) f(h). 

Um das einzusehen, sei zun~ichst c~(9". Aus (3.20) erh~ilt man: 4)cS~-t = 
c3e(~) 4). Unter Berticksiehtigung dieser Beziehung und (3.8), (3.20) k6nnen wir 
schreiben: 

= 6~e(7) Tf(h ) (~q-(1) 4 ) =  Tep(a)f(h) 4),  
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wonach dann ~b Gh(A)r  also cr he W n folgt und 

z f(~h ) qD = ~ z~h ~ z~o(~)f(h ) ~; 
somit ist 

f (o~ h) = qo (~) f (h). 

Sei nun c~(9 o. Es gilt: CbZh(Q)=Zf~h)r162 Wendet man 
(3.21) mit P = Zh (Q) an, so ergibt sich: q5 6~ (r h (Q)) = Q' und wir k6nnen schreiben 

Folglich ist nach (3.10) (mit Q statt A) c~ h a W ~ also f(c~ h)= 0. Andererseits ist 
in diesem Falle ~o (c 0 = 0. Somit ist die Behauptung 3) bewiesen. 

4) Aus he W* und ~ he W n folgt cr 

Denn aus c~eK\(9 wiirde folgen :t-le(9o und weiter, nach den obigen, 
h=ct -1- (c~ h)e W ~ 

5) Aus ct, fl~(9 folgt c~+fie(9 und ~ fie(9. 
Zum Beweis w~ihlen wir aus der nichtleeren Menge W* (s. (3.11)) ein Ele- 

ment h. Aus den Eigenschaften 2) und 3) folgt 

( c t + f l ) h = e h + f l h e W  H, (c~fl)h=7(flh)eWn, 

wonach dann unter Beachtung von 4) c~ + fie (9 und c~ fie (9 sich ergibt. 

Nun wollen wir die Abbildung f: W~ ~ H' erweitern. Wir setzen 

W= (9 q + W n (3.25) 
und weiter ftir 

x = ~ q + w ,  ~e(9, w ~ W  H (3.26) 

f (x) = ~o (c 0 q'+ f (w). (3.27) 

Unter Benutzung der Eigenschaften 1) -  5) und :p (ct + fi) = (p (~) + q) (fl), q~ (e fl) = 
(p (~) q)(fl) ffir c~, fle (9, welche wie Lemma 2.1 folgen, kfnnen wir sehen, dab aus 
s~(9, x, y~ W immer x + y e  W, s x e  W und 

f ( x  + y) ---/(x) +f(y),  

f (s x) = ~o (s) f (x) 

folgt. Daraus und aus den Eigenschaften 1) und 5) wird ersichtlich: 

Das Abbildungspaar q~: (9 --* K'  und f:  W ~  V' erftillt die Forderungen 1. 
bis 4. der Definition 2.1. 

Wir zeigen nun: 

6) Aus he Wn, x e  W folgt Zh X~ W. 
Stellt man n~imlich x in der Form (3.26) dar, so wird nach (3.2) 

Zh x = x + ~ ( x )  h = x + ~  ~(q) h=x+cr h, (3.28) 
also Zh X e W. 

7) Es gilt fiir he Wn, x~ W: r:(h) f (x)=f  ~h(X). 
12b Math. Z., Bd. 110 
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Denn wir k/Snnen unter Berticksichtigung yon (3.26), (3.27), (3.2) und (3.28) 
schreiben: 

~ f(h) / (X) = T" f(h) f (c~ q + w)= ~ f(h) ( ~0 ((~) q'+ f (w)) 

=f(x) + tp ((p (c 0 q') f (h)  =f(x) + qo (c 0 f ( h ) = f ( x  + ~ h ) = f  ~ (x). 

Wir setzen 
Wo = f -  1(0), W * = W \ W  o . 

8) Jeder Punkt P E N ( V )  kann in der Form P = K x, x E W* dargesteitt werden. 

Denn ist P = K  v, vE V so haben wir 

v = ~ q + w ,  

wo ~EK, wEH. Wir k6nnen wegen (3.11) w = p  w 1 mit pEK, WlE W• schreiben. 
Von den Elementen p - i e und ~- 1 p geh6rt gem~iB der Eigenschaft 1) wenigstens 
das eine, sagen wir das erste, zu (9. Dann ist 

v = p ( p - i o ~ q + w l ) = p x ,  x E W  

und f (x) = qo (p-  i cO q,+ f (wl ) =4= O, d.h. x E W*. 
Die Abbildung f :  W ~  V' induziert f * :  N(V ) -~N(V ' ) ,  wenn man ftir 

PEN(V) 
P = K x ,  xEW*,  f * ( P ) = K  f ( x )  

setzt. Man sieht leicht, dab f*  (P) vonder  Wahl des Elements x in W* nicht 
abh~ingt. Beriicksichtigt man, dab f die Bedingungen 3. und 4. der Defini- 
tion 2.1 ert'fillt, so erh~ilt man 

~c(P1, Pz, P3) ~ ~c( f *  (PO, f *  (P2), f *  (P3))" (3.29) 

Wir haben jetzt zu zeigen, dab die Abbildungen f*  und ~b i.ibereinstimmen. 
Aus der Eigenschaft 7) ergibt sich: 

V hE Wn, zy(h ) f *  = f *  z h . (3.30) 

Wir erinnern noch an die Formel (3.17) 

V hs  Wn, zy(h) ~=cb~: h. (3.17) 

Aus f *  (Q)= Q'= q~ (Q) und (3.30), (3.17) folgt fiir h e W/~ 

f *  "c h (Q)= ~cf(h)f* (Q)= "of(h) ~9 (O)= ~ "oh(Q). 

L~il3t man nun h in W n variieren, so ergibt sich 

f *  (P)= ~(P) (3.31) 

fiir jeden Punkt PEN(V) ,  dessen Bild ~(P) nicht in H liegt. Denn genau diese 
Punkte sind es, welche laut (3.10) (mit Q an der Stelle yon A) die Form "oh(Q), 
h e W  n haben. Um (3.31) noch fiir die iibriggebliebenen Punkte zu beweisen, 
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nehmen wir durch einen solchen Punkt zwei nicht in H liegende Geraden, 
deren Bilder bei ~P voneinander verschieden sind, und auf diesen je zwei 
Punkte welche durch �9 nicht in H abgebildet werden, welche also bei ~ und f *  
dasselbe Bild haben (das alles ist m6glich wegen der Forderungen 2) und 3) 
der Definition 3.1). Dann ergibt sich (3.31) aus der Eigenschaft der Abbildungen 
~b und f *  kollineare Punkte wieder in kollineare Punkte zu fiberfiihren, was 
ffir ~b laut Definition und fiir f *  gem/il3 (3.29) richtig ist. 

Die g egebene Kollineation ~b wird also durch f induziert. Um zu zeigen, 
dab (q~, f )  eine VSL-Abbildung ist, brauchen wir nur noch die Forderung 5. 
der Definition 2.1 nachzuweisen. Es gentigt daffir eine fundamentale Punkt- 
menge 2; gem~ig der Definition 3.1 zu betrachten, welche durch �9 in eine eben- 
solche abgebildet wird, und jeden Punkt von 2; in der Form K x, x~ W* dar- 
zustellen. Bezeichnet man die Menge dieser Vektoren x mit B, so ist es klar, 
dab die Forderung 5. erftillt ist. 

Damit ist unser Satz bewiesen. 

Zum Schlul3 sollen noch drei Folgerungen angegeben werden. 

Folgerung 1. Die Bildmenge cb(~(V))={q~(P)IPs~(V)} stimmt mit der 
Punktmenge eines projektiven Raumes 5 ~ (V") iiberein. 

Nach Lemma 2.12 ist n~imlich f ( w )  ein Vektorraum fiber dem Schief- 
k6rper K"  = qo ((9). 

Folgerung 2. Es seien F, V' Linksvektorriiume iiber den Schiefk6rpern K bzw. 
K', jeder yore Range > 3.1st ~: ~ ( V ) ~  ~(V ' )  eine surjektive Koltineation, so 
ist K'  isomorph zu dem Restklassenschiefk6rper einer verallgemeinerten Be- 
wertung. 

Man braucht nur Satz 1.3 auf den totalen Unterring (9 yon K anzuwenden. 
Ist q~ eine bijektive Kollineation, so geht diese Folgerung in den wohl- 

bekannten Struktursatz tiber, wonach K'  zu K isomorph ist. 

Folgerung 3. Ist eine KoIlineation eines projektiven Raumes vom Range >= 3 
in einem Punkt injektiv, so ist sie injektiv. 

Beweis. Wir zeigen zuniichst: Ist die Kollineation f * =  45 in einem Punkt 
injektiv, so ist der partielle Homomorphismus (p injektiv. Im entgegengesetzten 
Falle wiirde es n~imlich ein s o ~ (9o, So 4 = 0 geben; w~ire dann K x ein beliebiger 
Punkt aus ~(V)  und x, y unabh/ingige Vektoren aus W*, so wtirde f *  die 
voneinander verschiedenen Punkte K x und K(x  + s o y) in demselben Punkt 
K f (x)  abbilden. 

Wit haben noch zu zeigen: Werden die Punkte K x  und Ky ,  wo x, y~ W* 
linear unabh/ingig sind, durch f *  in demselben Punkt abgebildet, so ist ~o 
nicht injektiv. Dafiir beobachten wir, dab f ( x ) =  sf(y),  seK* gilt, undo.  B. d.A. 
k6nnen wir s~ O annehmen (denn anderenfalls ist s-1E (9 und f ( y )= s -1 f(x)). 
Also wird z = x - s  y 4= 0 durch f in 0 abgebildet. Wir w~ihlen in K z einen 
Vektor v ~ W*; aus z = 2 v, f (z)  = q~ (2) f(v), f(v) + O, f (z)  = 0 ergibt sich ~o (2) = 0. 
Da 2 4= 0, ist die Behauptung bewiesen. 
12c Math. Z., Bd. 110 
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