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ZUSAMMENFASSUNG

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Approximation
durch lineare positive Operatoren.Eine Einfilhrung in den
Gegenstand findet sich in der Einleitung.Aus der grossen Zahl
von Verdffentlichungen {iber dieses Gebiet greifen wir eine
begrenzte Zahl wichtiger Arbeiten heraus,um dem Leser einen
allgemeinen Uberblick zu verschaffén.Die auf die Einleitung
bezligliche Literatur ist auf S.13 bis S.17 besonders zusam-—
mengestellt, Ein weiteres Titeraturverfeichnis,zu den in der
Arbeit behandelten speziellen Fragen,findet sich am Ende der
Arbeit.

Das erste Kapitel bringt einige Ergebnisse liber Approxi-
mationsprozesse durch lineare positiye Operatoren.Wir bewei-
sen verschiedene Ungleichungen,die spétﬁr bendtigt werden
und alle auf der Jensen-Ungleichung basieren.So zeigen wir
z.B., dass flir Jjeden linearen positiven Operator L Con —>Craa,
der lineare Funktionen invariant lésst,und fiir jede nicht -
konkave Funktion, die Beziechung f4LLf besteht.Mit dieser
einfachen Ungleichung lassen sich mehrere Sitze beweisen,die
im Zusammenhang mit Resultaten von T.Popoviciu iiber die Form
des Restgliedes stehen.

In folgenden Kapitel wird eine spezielle Folge linearer
positiver Integraloperatoren untersucht,deren Konstruktion
auf einer Analogie zwischen gewissen Limitierungsverfahren
einerseits und gewissen Dichtefunktionen klassischer Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen andererseits beruht. Einer

solchen Methode bedienen sich unter anderen W.Meyer-Konig
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und K.Zeller,V.A.Baskakov,M.W.Mﬁller,usw. Diese Operatoren
bezeichnen wir als ,Betaoperatoren",entsprechend der Analogie
zwischen ihrem Kern und der Betaverteilung.In Zusammenhang
damit beweisen wir einige Ungleichungen und Identitédten,so
eine Verschirfung der Gautschi-und Rao-Ungleichungen fir die
Gammafunktion und einige in der Statistik nilitzliche Identi-
titen zur Berechnung der mittleren Abweichung.Ferner wird
eine asymptotische Formel fiir eine beliebige Folge linearer
positiver Operatoren auf verschiedenen R&umen aufgestellt.
Schliesslich wird auf die Approximationseigenschaften der
Betaoperatoren eingegangen,ausserdem werden einige Modifi-
kationen dieser Operatoren untersucht.

Im letzten Kapitel wird eine gewisse Klasse linearer
positiver Operatoren eingefiihrt und untersucht.Es handelt
sich um Operatoren,die den Flicheninhalt erhalten.Eine Folge
symmetrischer Operatoren dieser Art lésst sich mit Hilfe von
Betaoperatoren konstruieren.

Zum Schluss mSchte ich meinen besonderen Dank an
Herrn Prof.Dr.W.Meyer-Kénig ausdriicken flir sein fortwdhr-
endes grosses Interesse wdhrend der Anfertigung dieser
Arbeit.

Mein Dank richtet sich auch an Herrn Dr.M.W.Miller
fiir wertvolle Diskussionen und an die Herren G.Schmid und
H.Widmann fiir ihre Hilfe bei der ﬁbersetzung der Arbeit.

Diese Arbeit wurde zum Teil unterstiitzt von der
Ruminischen Akademie der Wissenschaften und zum Teil von

der Alexander von Humboldt -Stiftung.
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I. EINLEITUNG

Als Einflihrung geben wir einen kurzen Uberblick iiber
die Ergebnisse und Fragestellungen,an die die vorliegende
Arbeit ankniipft.Es sei (Y,l.l) ein normierter linearer Raum
und W eine Klasse von Operatoren,die Y in sich abbilden,
Ist H ein linearer Teilraum von Y,so verstehen wir unter der
abgeschlossenen Hulle von H bzgl. der Klasse w0 den Teil-
raum H(M) derjenigen Elemente fe Y welche die folgende
Eigenschaft besitzen:Fir jede Folge (L;)£:1 c 72 mit
Lim |h - L h) =0 fir jedes heH gilt

n— oo

lim If - Lnf“ =0 .

n-—>oe
Probleme folgender Art werden untersucht

(A) Welche notwendigen und hinreighenden Bedingungen
muss HCY erflilien, damit fiir die vorgegebene Klasse 2
die Aussage g
(%) B(@) = ¥ '
besteht ?

(B) Ist YNH() # ¥ , so stellt sich die Frage nach
einer Charakterigsierung der Elemente von H(222).

(C) Ist H(M) = Y, so fragen wir nach konkreten Opera-
torfolgen aus @  und studieren anschliessend Approxima -
tionseigenschaften solcher Folgen wie z.B.:

-~ Ordnung der Approximation;

Abschétzung und Darstellung des Restgliedes;

Konvergenz auf speziellen Teilrdumen;

Erhaltung spezieller Teilrdume .
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1.Im folgenden bezeichnen wir mit C(X) bzw.M(X),X=[a,b] ,
—o04d <b< oo ,den linearen Raum aller stetigen bzw. besq}l—
rinkten auf X reellwertigen Funktionen.Unter <fo,fl,...,fs>
verstehen wir den linearen Teilraum von C(X) bzw. M(X), der
durch die Funktionen fj,j=0,l,,..,s, erzeugt wird. Flir die
folgenden Operatorklassen wurde das Problem (A) gelbst:

— Menge der linearen positiven Operatoren C(X) — C(X)

oder C(X) — M(X). Hiermit haben sich T,Popoviciu[ﬁO,iE],
H.Bohman [6] ,P.P.Korovkin [17-18] ,V.I.Volkov 431 ,R.Sine {41} ,
C.Franchetti[lB]beschéftigt.Diese Autoren haben hinreichende
Bedingungeh diskutiert,die H erflillen muss.So ist der Fall

H= <eo,el,e2> ,ek(x)= xk,wohlbekannt,Eine vollsté@ndige Behand-
lung des Problems findet man bei M.L.Brodskil[?7] und
Ju.A.§aékin[55—54,56].Fﬁr andere Funktionalriume wurden
hinreichende Bedingungen von V.K.Dzjadyk[9],P.V.Ermakov[l0],
Bl.Sendov[HO],P.M.Anselone[2],M.W.Mﬁller[29],H.Walk [a5] ,
W.Schempp [37] angegeben.

~ Operatorklasse S (gemidss P.P.Korovkin). S ist folgen-

dermassen definiert:Sei ge C(X) eine Funktion mit m Nullstel-

len ,sei ferner Ex (£) = f(xo),fe.MCX). Genau dann gehdrt
o

Fe ¢(X)* zu S(m,g),wenn flir jedes fe C(X) mit sign f=sign g
die Ungleichung F(£)» O gilt. Ein linearer Operator
L:C(X)—M(X) ist in Sp.falls es zu Jedem x € X ein gx e ¢(X)
so gibt,dass L € S(m,gX ) ist,wobei L o(i’) 5 E (Lf) fe=C(X),
ist.Demnach ist S0 die Menge der positiven Operatoren und

B T 81 ees &8 T 000 -
Ein Beispiel,bei dem (x) erfiillt ist, findet man in

P.P.Korovkin [19].Eine vollstindige Lésung in diesem Fall

-9-
wurde von R.M,Minkova und Ju.A.éagkin[25]angegeben;vgl.auch
R.M.Minkova [24]

- Menge der linearen Operatoren I:R—B ,(B,ia ) ein

Banach—Raum mit einem ,festen" Kegel K,die positiv bzgl. K

sind,d.h, flir die

fek ==> Lf €K
gilt. V.8.Klimov,M.A.Krasnoselskii und E.A.Lifschitz{16]lhaben
hinreichende Bedingungen untersucht,denen H— B genligen
muss.Detaillierten Ausfiihrungen finden sich bei M.A.Krasno-

selskiY und E.A.Lifschitz[20]. .

-~ Menge der linearen Kontraktio?soperatoren L:C(X)—>C(X),
flir die | Ll € 1 ist.Hinreichende Bedingungen stammen von
V.I.Andreev[1] und von D.Wulbert [46] .Eine vollsti#ndige Behan-
dlung geht auf Ju.A.éaékin[BB]zurﬁck.

- Menge der Multiplikationsoperéforen L:C(X)—=>M(X),flir

die also L(fg) = L(f)L(g) gilt fiir f,é&;O(X);vgl.V.I.Volkov
4 .

2.Das Problem (B) wurde von V.A.éaskakov{#]und unabhin-
ging von ihm von H.Bauer[5]gelast‘fﬁr den Fall positiver
linearer Operatoren C(X) —> M(X). A.Lupag[22]behandelte das
Problem fiir die Operatorklasse Sm 5

3.Fast nicht mglich ist ein umfassender Uberblick iber
die Untersuchungen zum Problem (C).Wir begniigen uns mit
einigen Hinweisen.Verschiedene Beispiele linearer positiver
Operatoren wurden unter Bezugnahme auf die Limitierungs -
theorie und die Wahrscheinlickeitstheorie konstruiert vgl.
W.Meyer-Kénig und Zeller [23],V.A.Baskakov{3],F.Schurer [39],
J.P.King [15],M.W.Mliller [28],R.Schnadl [38],D.D.Stancu [4Z],
HeWalk [45],P.Kesava Menon[l1l#4},Gr.Moldovan[27],A.LTupag[21],
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usw. Fragen im Zussmmenhang mit dem Studium des Restgliedes

wurden von T,Popoviciu{3l] und E.Moldovan[26]bearbeitet .

Im weiteren gehen wir auf die Frage der Approximations-

ordnung ein.Sei (B ,%.1) ein Banach-Raum und Ln:EB——éﬁg
n=1,2,...y¢ine Folge linearer Operatoren mit

lim |£ - £l = 0 , feB .

n—>»oo

Dann liegt es nahe,Fragen folgender Art zu untersuchen:
(I) Direkte S#tze. Flr eine feste Teilmenge'gfczgg

suchen wir Abschitzungen fiir die Norm des Restgliedes

ff - Lnf“ ,:Ee@? .Im Fall einer Folge linearer Operatoren

L, :C(X) —> C(X), ¥ R :=(-00,+00),hat dieses Problem
zwel Aspekte,einen lokdlen ﬁnd einen globalen., Das soll
heigsen,wir haben die M8glichkeit fir Jjedes fe T den
Ausdruck

|2(x) = (T, £)(0)] » xeX; & X,
zu berechnen (selbstverstéindlich kann X; ={x} sein ),

oder aber den Ausdruck “f—Lnfﬂ:= max \f(f)—(Lnf)(t)\ A
teX

Ist w :(0y,+00) —> (O4+00) eine monoton wachsende Funk-

tion mit 1lim w(t)=0, so hat d®¥ Approximationsprozess ,
t—=0

der durch eine Folge linearer Operatoren (Ln):;l bestimmt

ist, die Approximationsofdnung (:jjiw(%)) bzgl.(%;  wenn

be - gl - Ow@) 26T moe
ist. Oft kann die Norm des Restgliedes durch Verwendung
des Stetigkeitsmodulus wW(f;%5) berechnet werden,d.h. es
sind Abschdtzungen von der Form

lf - L 2l<  c.w(f;2(3)), £€5 ,lin r($) = 0 ,
n-—>co

méglich.

~11-
Gleichzeitig damit wurden in der Literatur asymptotische

Formeln fiir das Restglied bekannt,wobel es sich um die Bestim-

mung von

lim z(n) [£(x) - (Lnf)(x)]

n—=>o0
mit fe® und 1lim z(n) = oo  handelt.
n—>oo

(II) Umkehrgitze. Flir eine feste Funktion w mit obigen
Eigenschaften bestimme man eine Klasse %?C:.ﬂg ,oder z.B.
im Falle C(X) eine Teilmenge von C(X), derart, dass aus

1
he, = 1e ) = (Ow@E) ?, n—oo :
die Beziehung .
f.e’ 5
folgt. Eine Aussage dieser Art bezeichnen wir als einen

Umkehrsatz.

\

(111) Aquivalenzsitze. Man suche e%? Paar (g;;w) fir
das zugleich ein direkter Satz und ein Umkehrsatz gilt.
Dabei kann folgender Spezialfall auffreten:

(IIIl) Die Approximationsordnung ijiw(%)) gsei ,optimal”
fir eine gewisse Teilmenge‘jé aus g; ,d.h, flir das Paar

(j( ,W) gelte neben dem Kquivalenzsatz,némlich
le - mel - Oudyy = e X,

noch zusdtzlich: Aus

1
It - ool = O (wEN
folgt, dass L, die Funktion £ invariant l&dsst,d.h. dass

L f=*¢F fixr n> n

n (o]

ist. In diesem Fall nennt man Tki eine Saturationsklasse
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oder eine Favard-Klasse, und anstat® Xquivalenzsatz gebrauchen

wir den Begriff Saturationssatz. Die folgende Definitioén der

Saturationsordnung (gem#ss J.Favard [11-12]) findet man in
i . -
der Monographie von P.L.Butzer und H.Berens [81:,8ei (Ln)n=l
eine Folge linearer Operatoren,die auf einem Banach-Raum
(EB,H.H) definiert sind,und die auf B (z.B.punktweise )
gegen den Identitdtsoperator konvergiert.Fﬁr@;C:EB gelte
AL | e
(i) aus “f-Lnf“ =Cf(w(ﬁ)) folgt f=L f fiir n>n, ,
(ii) aus\\f—Lni‘l\ =g(w(%)) folgt fe® und umgekehrt,
1
(iii)aus fe S folgt Wf-L fl = O/(W('ﬁ)) )
(iv) ?;-enthélt mindestens ein Element, das nicht inva-
S oo
riant ist bezuglich (Ln)n=l .
OO
Dann sagt man,dass das durch die Operatorenfolge (Ln)n=l
gegebene Approximationsverfahren optimale Approximations-
ordnung (jj&w(%)) besitzt und dass dieses Verfahrei in
Eg saturiert ist mit einer Saturationsordnung (jj(w(ﬁ)).

Weiter nennt man @; die Saturationsklasse des Verfahrens.

(IV) Negative Resultate. Zu einer gegebenen Klasse 202

von linearen Operato:l:'en/]E->> —__—§E3 beschreibe man
eine Unterklasse ‘%Q4C:2E2 und eine TeilmengeiE& von’Eg

derart, dass

lim f£-a £} # 0 1eB, , 4,eW, ,0=1,25...,
n-—>oco

ist. Einen Satz dieser Art nennen wir einen Satz mit nega-
tivem Charakter.Oft erhilt man negative Resultate {ber

das Prinzip von der gleichmissigen Beschrinktheit.
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II. CHARAKTERISTISCHE EIGENSCHAFTEN VON
LINEAREN POSITIVEN OPERATOREN

l.Dieses Kapitel k&nnen wir durch die Existenz einiger
Folgen positiver linearer Operatoren Ln:O(K)~—%'C(K),n=1,2,°n.,
K={a,b] mit -ew<a<b<+oo , motivieren,die die folgenden
Eigenschaften haben:

- Sie erhalten lineare Funktionen;

- Auf C(X) konvergiert die Folge (Ln)z;l punktweise

gegen die Identitit;

- Die Approximationsordnung bzgl. C(E)CK)'ist vollstdndig
bestimmt durch den Teilraum der Polynome zweiten Grades;

-~ Flir jedes nicht-konkave x) fe o(K) gilt

P , n=1,2,...

Probleme dieser Art wurden schon verschiedentlich, jeweils
fiir sich, behandelt (3] ,[5], [15],117],[19],26],[29]). Eine
einheitliche Behandlung findet man bei T.Popoviciu [24],der
die sogenannte neinfache Form" des Restgliedes entwickelt.
Hierzu betreibt er zunidchst ein griindliches Studium der
dividierten Differenzen.Einen neuen Beweis seiner Resultate
erhalten wir unter ausschliesé&cher Verwendung der Jensen -
Ungleichung, die eine wichtige Rolle in der Approximations-—

theorie spielt. Dariiber hinaus gelangen wir zu zusdtzlichen

%) Eine Funktion £:Kk—R heisst nicht-konkav auf K

genau dann,wenn flir jedes Tripel von Knoten xje K,Jj=1,2,3,
gilt
[Xl’x2’X3 ;f] =2 0

-19~
Ergebnissen.
Zur Veranschaulichung des Resultats von Jensen beweisen
wir zuerst, eine #hnliche Ungleichung unter schwicheren
Voraussetzungen:

HILFSSATZ 1.1. Ist f£:K——R ,K=[a,b] ,zweimal differen-

zierbar und gilt

2me £ frx) & 2M, ,xeK, dann gelten fir

jedes System Xy2XygeeesX, VYOI Punkten aus K und fiir Jjedes

System von Funktionen wj:K————>[0,409),j=0,1,...,n ,

2 wj(x)=1 ,Xe K, die Ungleichungen
8:0

: L ]
mg ) w; (0w (%) (x5 )’2 £ T (0K

Og¢i<j¢n
(1.1) (xeK) ,
2
M z wa (x)w. (x)(x:-x%x.)
f O<i<icn i J i 73
wobei o

Jx(f) :=4;= wk(x)f(xk) - f(zk—éwk(x)xk ) .

Beweis. Zundchst bemerken wir, dass aus 04 w, £ l,x.e K,

k=0,1,...,n, folgt )
n
1
2 wk(x)xkeK )
K=0O
Die Jensen~-Ungleichung gewdhrleistet flir beliebiges xe K
I (g)> 0

fiir jedes nicht-konkave g auf K. Da die Funktionen

xe K .

fi:=f-mee, , fyi=Mge,—f , e2(t)= 2 picht-konkav sind i
erhalten wir

I (f) > 0 , k=1,2,
was flir k=1 die linke, fiir k=2 die rechte Ungleichung

liefert. In der Tat haben wir filir k=1
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T (£ =;0 w () E(x) - f(;o, w (0)x) - ‘
B mfig“ Wk(x)xkz - (&‘Wk(}c)xk)z} > 0.

Durch Anwendung dér Binet-Cauchy Identitdt
n n ) b2l n
(%;o _akck)(%::o bydy) - (£k=0 akdk)(go byey) =

=Z‘ (a:b.-a.b:)(c:d.-c.d.)
e NI I I

mit ak=ak(x):= wk(x)xk s Cp 1= X o5 Gy i= 1,bk=bk(x):=wk(x),
k=0,14...,0, ergibt sich

L 2
);J‘ Wk(x)"ke - (;0 we (%) =

(1.2) .
= 2 Wi(X)Wj(X)'(Xi_xj) ’
OLLegLn :
womit die linke Seite der Ungleichung bewiesen ist,. Analog

verfihrt man bei der rechten Seite.

ANWENDUNG 1.2. Sei B :C[0,1)—> €10,11,n=1,2,..., die

Folge der Bernstein Operatoren, definiert durch

(3,0 - ) FQ-0"F o) (xel,1, e 00,1),

K=0

dann gilt in der sup-Norm :

1. Ve -Bf\= (j(%)

rec®io,11,

2. lim £ - B £l = O , rfeclo,] ,
n--»g00 .
sowie
3. £ ¢Bf auf [0,1]; n=1,2,...,

filr jede nicht-konkave Funktion aus CJ[0,1] .

21—~
Beweis. Sei ek(t)=tk,k=0,l,,... Wir setzen in (1.1)
wk(x):= (E)xk(l—x)n'k, X 1= % yk=0,15...,n. Unter Verwenduhg
von (1.2) erhalten wir die Ungleichungen
(1.3) mf(BneZ—eg) & B f -fg Mf(BneZ—eg) 5
Hierbel haben wirvorausgesetzt ,.dass f € C(2>@,l] mit
2mféf"(x)$ 21"1f ,X €[0,1], ist. Nun gilt aber
1 .
“Bnea - ezuéﬁ— 3 n=1,2,... 3

hte - Bnﬂ\é % ,n=1,2,...,8chliessen kdnnen,
»

so dass wir auf

nit M€ (0,+00).
Die Funktionen e, Jk=3,4,..., gind aus 0(2)[0,1],

ferner ist

°1~ %o

Be =-¢€
n
< n

o2 Bp®1 = €1 » Byep = 65 4

Daher folgt

, mlo1,... .

1im e, - B e =0
= “ k n k“

Berlicksichtigen wir, dass HBnH= 1 ist ,so ergibt sich mit
dem Satz von Banach-Steinhaus ;
lim fi£ - B £l = © .

n—oo
Schliesslich kann (1.1) auch fiir Funktionen £f:Kk— R

fe C[0,1] g

mit beschré@nkten dividierten Differenzen zweiter Ordnung ,

me éfxl,xe,xa; flg M, »x; € K, i=1,2,3,
bewiesen werden. Ist speziell me = 0 , so folgt aus (1.3)
£ BT , n=1,2,... .
2. Es sei M(J) der lineare Raum der beschrénkten Funktio-
nen . definiert auf einer beliebigen Teilmenge J= R o

Wie {iblich sei dieser Raum mit der Norm Wfl:= sup|f|,fe M(J),
3

versehen,
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SATZ 1.3. Sei L=M(Jl)*—9>M(J2) ein linearer Operator
mit der Eigenschaft

(Le‘o)(x)> m3>0 y X€J5 .

L ist genau dann positiv, wenn der Operator i:M(Jl)__;M(JZ)

definiert durch

JLE ,  feM(d)) ,

beschrédnkt mit || Ij= 1 ist.

Beweis. Sei L ?ositiv. fe_M(Jl) ,\f(t)lé W2l ,te I
impliziert
[Ey@| < G el Be )G =hel ,  xed, .

Daher gilt

d.n. 121 =ife | =1 .
Zum Beweis der Umkehrung wihlen wir eine positive Funktion

fe M(Jl) .Wegen

£
o
AN EA
ist
o
0<e, - E <1,
£
woraus “eo - Wfir“f; 1 folgt .

rir ILll = 1 gelten die Ungleichungen

~ f * f
Blegm 2P € e 22 <1

Hieraus schliessen wir auf

A

Le, - Lf, £ 1,
£
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was Hquivalent mwit f.fo> 0 1ist.
KOROLLAR 1.4. Ist L :M(J;)—> M(J,),n=1,2,..., eine Folge

linearer Operatoren mit Le, = & ,0=1,25000, und ”Ln"= 1,

n=1,24...; dann ist (Ln)gzl eine Folge positiver Operatoren.
Ein weiteres Ergebnis,das die wohlbekannte Bedeutung der

positiven linearen Operatoren ebenfalls unterstreicht,ist der
SATZ 1.5. Sei Ln:C(K)~——>C(K),n=l,2,...,K=[a,b], eine

Folge linearer Operatoren mit der Eigehschaft

Tm fr eh<hsl , feo(k) , 0 .0:= max|.| .
n—>co » K

Gilt dann

lim “eo'— Lneo“ =0,
n—»oo : .

so existiert zu jeder positiver Funktion p, peC(K), eine

natlirliche Zahl nj = no(p) gg, dass, I p > 0 ist fiir
alle ny» n . o
Beweis. Wir setzen )¢:f 2&% p(x) und g:=e_- ng

Da }¢ > 0 ist, folgt

o1 -2
Vah = 1 -5 <1

und

(1.4) Tm |naell<t.
n-¥00

Wir nehmen an, es gidbe eine Folge (Xk)zll.C: K sowie eine
Folge natiirlicher Zahlen (nk);;l mit
(Lnkp)(xk) P8 (o)l W02l S 5 ol

0.B.d.A. sei (xk)ﬁll konvergent. Dann ist

Tim T qf > Tim (L. o)(x )>» Tim (I_ e )(x ) =1
k—‘-)m“ " R e A=A N ’

im Widerspruch zu (1l.4).
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7u diesem Satz wurden wir durch ein Resultat von V.I.
Andreev [2] inspiriert, der fiir die Folge (Ln)gzl - die er -~
weiterte Voraussetzung

k

lim fe,, - Lyell = 0 ek(t)_= t° , k=0,1,2 ,

n—>oco
macht.

3.Im folgenden betrachten wir zwei lineare Riume X(I) ,
Y(J):reeller Funktidnen, dieé auf I bzw., J definiert sind.
Dabei sind I,J endliche oder unendliche Intervalle der reel-
len Achse. Ferner ist L ein linearer positiver Operator
X(I);__>Y(J) , wobeli ICJ ist; und schliesslich gelte
eo,ele.X(I), e 101 E Y(J) , Ley = e ;o k=0,1.

Wir bemerkén,dgés’in diesem Fall I 2 J gelten muss.In
der Tat, ist I = (c,d), so folgt dus cﬂ<el(t)<1d , dass
(1.5) c(Leo)(x)<(Lel)'(x)éd(Leo)(x) , xXedJ ,

d.h. cc<x<d , xed , oder TSI gilt,

Gilt zuz#tzlich Le = e , SO ist fir jedes fe X(I) die
Funktion foLel wohl definiert. Dies kann durch die Tatsache
motiviert werden, dass in Folge (1.5) _c'<Iel<.d ist, d.h.,
(Le))(x)e I, xe7 .

4.Wir beweisen nun einen einfachen Satz,der zahlreiche
Anwendungen gestattet.Wie oben seien I,J Intervalle von R
mit IE€ J.Sei £f:T——>TMR eine nicht-konkave Funktion erster
Ordnung (s. T,Popdviciu (23] ).Der Epigraph von £ ist
definiert durch

epi f ={(X,y)6Ix’R ly;f(x)} 3
Bekanntlich ist eine Funktion g:I—— R genau dann nicht-
konkav (von erster Ordnung), wenn epi g eine konvexe Teil-

menge von IXR  ist (f27],8.25 ) .
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SATZ 1.6. Es sel L:X(I)—— Y(J) ein linearer positiver

Operator mit Le = e,. Ist feX(I) eine stetige nicht-kon-

kave Funktion auf I, so gilt

(1.6) fole; £ Lf .

Beweisg.Fir XOG.J setzen wir

o, = ( (Tep)(x)), (I£)(x)) ) € IxR

()
Der Beweis ist sofort erbracht, wenn o e epi I gezeigt ist.

epi £ ist eine abgeschlossene konvexe Teglménge von’maa . Der
Satz von Ascoli-Mazur (s.[81,S.55 ) sishert die Existenz einer
Hyperebene (H) mit der Gleichung

C1X + Co¥ + Cz = o , (X,Y)é“2a ’ CKEWQ ’
so dass epi f auf einer Seite von (H) liegt; nehmen wir an,
es seil

X + cp¥ + ¢z > O L flir  (x,y)eepi £
Andererseits gilt fiir jedes telI : GF,f(t)) e epi f ,
woraus folgt

eyt + () + 0530 , tel
Unter Berlicksichtigung def Eigenschaften von L erhalten wir

cl(Lel)(xo) + cz(Lf)(xo) + cz > 0

d.h. dx liegt auf derselben Seite von (H) wie epi f
o

das ist jedoch nur fiir dk € epi £ mbglich.

o .
KOROLLAR 1.7. Ln:X(I)——i—>Y(I),n=l,2,a.., sei eine Folge

linearer positiver Operatoren,die lineare Funktionen invari-

ant lassen. Ist f eine stetige nicht-konkave Funktion aus

X(I), dann gilt

£<T,f , n=1,2,... .
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Beweis. Da Lye; = €7 , n=1,2,... , ist, folgt aus dem

a

£(x) < (LD, xel,

fiir jede stetige nicht-konkave Funktion f .

obigen Satz

DEFINITION. Mit DE(J) bezeichnen wir den linearen Raum
aller reellwertigen Funktionen f auf J, flr die ein me und
ein Mg existiert mit

pf < [xl’XZ’XB; f]ng
fiir alle Punkte 'Xl,x2,X5 aus J. Hierbei isﬁ [Xl,Xg,XB; £
die dividierte Differenz zweiter Ordnung.

Eigenschaften von D2(J) wurden von T.Popoviciu diskutiert
[22] .Bekanntlich ist jedes fe;Da(J),J =1a,b], stetig wund

geniigt iiberdies einer Lipschitz-Bedingung.

Mit der i{iblichen Bezeichnung ek(t) = tk, k=0,1,2,setzen
wir ( )2
Le e, - (Le
(1.7) Ay = —2Z L :
Leo :

Hierbei miissen wir beachten, dass Leo # 0. Diese Einschrén-
kung mag durch die Tatsache motiviert werden, dass es lineare
positive Operatoren L gibt,fiir die (Leo)(j) = 0 ist fur ein
bestimmtes g . Es sei z.B. L:C(K)——>C(K) der Operator
definiert durch

@E)(x) = (2= 3e)? £(x)

wobei 30 eK ist.

, xekK ,

SATZ 1.8. Sei K=I und X(K), Y(I)je ein linearer Raum

reeller Punktionen auf X bzw. 1. Sei ferner D2(KXEE X(K).

Weiter sei L:X(K)——>Y(I) ein linearer Operator mit Leo¥0.

Fiir_jedes fe;D2(K) gilt dann

-

—o7-

Le
(1.8) mp.A@) LE - f(iE%)Leo_é Moo (L)

in jedem Punkt von K.

Beweis. Wegen
a$e1(t)< b , tekK =ia,bl,
erhalten wir
a(Leo)(x)é(Lel)(x)< b(Leo)(x) s XeI .

Da ferner Le > O ist, gilt

(Ley) (%)
(Le ) (x)

»
K flir jedes xeI .

b
Ebenso ist A(L)» 0 , was durch Anwendung der Schwarzschen

Ungleichung gezeigt wird. Sei

’ xel ,

(Tf)(X) = -CLT:LT(E). (Lf)(X9
o
Y

und
gl:=f-mfe2 ] g2:=Mfe2-f .
Die Transformation T:X(K)———aY(I):ist ein linearer positiver
Operator mit Te = e« Uberdies sind g, und g, nicht -
konkav, denn
[xl,x2,x5; gi]:[xl,x2,x3; ] - mf[xl,xg,xa; ey) =
=[xi,x2,x3; £f] - me > O
und
[Xl’XE’XB; go1= Mp - [xl,xe,xa; £f1>0
flir jedes Tripel (xl’x2’x3) aus E° .
Bei den obigen Ungleichungen haben wir [xl,x2,x5; e2]= 1

verwendet, d.h. e2€;D2(K). Mit (1.6) gilt

(1.9) g oTe; < Tgy , k=1,2 .
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Fir k=1 in (1.9) erhalten wir die linke Ungleichung, fiir k=2

die rechte Ungleichung in (1.8). Aus

Le Lf - m..Le
1 _ £ 2
Teq= T Tg1=Tf—mf.Te2 = ————L ’
o} e
o}
Le Le
1.2
goTe; = f(fgl> - mp. (557)
o o
folgt n8mlich
2 -
Le (Leq) Le Le
1 1 o2
t(gg)le, - oe T3 e
0 o o
Ebenso zeigt man
M.Le,~Lf Le. Le
£7°2 _ 1.2 1
Tepm —Te,— v 820701 = M) - flge)

womit der Satz bewiesen ist.
Dieser Satz gestattet uns die Darstellung einer gewlssen Klasse
von Operatoren.

DEFINITION. Sei KCI ; i_,ij,i, & Y(I). MWLy iqaiy) ish
die Klasse der linearen positiven Operatoren L:DE(K)—————aY(I)
mit den Eigenschaften

(Te )(x) = i ()50

(Ley ) (x)

(Ley) (x)

, X1 ,

i, (0)i(x),

iy(x) + io(x)ilz(x) .

KOROLLAR 1.9. Sei L € JJJ(i_,i;,i,). Dann gibt es zu

jedem xe K ein lineares Funktional QX:DE(K)———aﬂ? mit den
Eigenschaften
me < 0, (£)L My
(T2)(1)= (£oi))(X)i (x) + 0,(H)iy(x)
jeweils fiir feDZ(k) .
Beweis.Aus (1.8) folgt

mpip (0 & (LG = (£oi (W1 (NDL Mpin(x)  xEK .
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Daher gibt es eine Zahl Qx(f);ex(f)e_[@f,Mf]so dass
(M2) () 1= (L) (0)=(£01 ) (x)iy (x) = 0, (£)i,(x)
ist. Die Idinearitidt von M:D2(K)———>Y(I) zeigt, dass die
Transformation f—> 6 _(f) ebenfalls linear ist.Sei ay,b e K,
k=1,2,3, und
Mg =[bysbpebss £7

Dann gibt es zu jedem xeXK ein Tripel (rlx’r2x’r5x) aus K2

e =[a]_,3-259-33 f] ]

mit
ex(f) =[blx’r2x’r3x; £]
(s.T.Popoviciu [22],5.8 ).
KOROLLAR 1.10. Fiir jedes n=1,24... sei Ln:C(K)———>C(K)

ein beschrinkter linearer Operatoffyder lineare Funktionen

invariant ldgst. Dann gilt

1. Fir jedes n=1,2,..., ist L, ‘positivyw.
2. Das Restglied f-I_f ist nichBbositiv fiir jede nicht-

konkave Funktion f ;

%. Die Ordnung des Approximationsprozesses bzgl.D2(K) ist
v 2
t

die Ordnung bzgl. ea(t) =
Beweis. Die erste Behauptung ist eine Folgerung aus- Satz
1.3.,die zweite folgt aus dem Korollar 1.7, die letzte folgt
aus der Tatsache, dass zu jedem gegDe(K) ein ege[ﬁg,Mg]exi—
stiert mit
le - T8l = Gg.l\e2 - Lne2“ = N2
Diese letzte Gleichung folgt unmittelbar aus Korollar 1.9, mit
1o=eo,1l=el,i2=Lne2—e2 g
2. Obige S&itze kdnnen auf die folgenden bekannten Spezihl-

.fdlle angewandt werden:

¥ mit fLall=4



~30- . -31-

a) Bernstein-Operatoren.

b) Meyer-Konig und Zeller Operatoren Mn:C[OJ,ZQ——-—)C[O,l]E III. DIE BETAOPERATOREN

n=1,2,..., definiert durch (siehe[17] und [5]) '

OO
ki k k
Qo)) = (10 ) (FxEe(p) .
k=0 11__=_Von einer eindimensionalen,stetigen Zufallsvariablen X auf

( xe,) feco,q , (Mnf)(l) i=£(1) ) . dem Intervall (0,1) sagt man, sie besitze eine Beta-Wahrschein-
c) Szdsz-Mirakyan Operatoren Sn:M[O,+oo)—-—->M[_O,+OO) 3 lichkeitsverteilung mit den positiven Parametern p und g,wenn
n=1,24..., wobei . die Frequenzfunktion definiert ist durch

(8,000 = 0% D @S oy . fir  xe(-20,0]
( x€ [0y400) 5 £€ M[O,+00) ) . b () = (o) = f;ir xe (0,1)
‘ Psq” 7 B(p,q)

Wir bemerken, dass die obigen Operatoren auch auf allge-
i 0 fiir xe[l,+00) .

meineren Ri#umen definiert werden k&nnen. Ebenso konnen diese
15 2 2 ]

Ergebnisse zum Teil auf die von M.W.Miiller [19] eingefiihrten Ist it:= E(X) der Erwartungswert und (= E{(X")*) } aie

Gamma-Operatoren angewandt werden. Varianz von X, dann weist man leicht nach, dass gilt

= —2_ un.d. O_al =
- 5 P D)

Wir definieren die Beta-Kerne ﬁ :KxK ——>[0,+00),n=1,2,.
"

..,K:=[0,1] , durch

(2.1) . E(t,x): bi,a(t) ;p=p{n,x):=nx+1;9=q(n,x)=n+i-nx .

Es sei nun feC(X) und in eine Zufallsvariable mit der
Verteilung definiert nach (2.1). Wir fragen : Wie verh#lt sich
‘ die Differenz 4

- - nx+l
2(E(X))) - E(#(X )= £(F5) - Bﬁ(t,:c)f(t)dt
<3
‘ fiir n—s> +o00 ? Da f stetig ist, handelt es sich im wesent-—

lichen um die Untersuchung der Differenz

A
£(x) - S g(t,x)f(t)dt .

o]
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Allgemein studieren wir in diesem Kapitel die auf gewissenT wobei /F'= i

p+q
Funktionenrsumen definierte lineare Transformation Beweis. Offensichtlich ist
f—> E)B(t,.)f(t)dt
] gA ,
Q . =] b t t- dat =
I b, (B =X

Dazu schicken wir einige Hilfsmittel voraus. °

2. Im folgenden gebrauchen wir die Bezeichnungen

2 A
2pr,q(t)(>\-t)d’c - é bp,q(t)() -t)dt =
(2] .

(@) =1 , (a),:= a(a+1)(a+2)...(a+n-1) , n>1. =
F(a,bsc3z)= ,F(a,b;c;52) ist die hypergeometrische Reihe A i}
' i = 22 \by (8t - 2p\b ) (t)at + ()A._)\) ;
mit der Variablen z und den Parametern a,b,c, d.h. es ist 3 Pyd ) p+l,q

L ]
(a8) (Pl Lk

s B Mit (2.2)-(2.4) erhdlt man
_——_szz’.ET fir q# n ,

P4

L EoBEEE T=(p D)+ E%Cﬁj[ﬂp,l—q;ml;?\)- §%F(p+l,l—q;p+2;))] =

(a+n+l)k(b+n+l)k k

. . ——— . —————————— i —.

Z s i
Zn+1’x—o (n+2)y kT Bur (es=usy 2>5+4
- _ ==+ S ) [F(p+l ~q;p+13 N0 - EA(r-A)F(p+l,1-q;D+2;
wobei n=0,1,2,... . Diese Reihen sind fir |zi<1 absolut -)L PP, o p+l)k E 1)
)
konvergent. 2')\ u )‘) ’
=(p-N)+ F(O,p+q+l;p+1;0)- 2EA(R-N)F(1,p+q+1;p+2;0)| =
HILFSSATZ 2.1. Fir BE(0,1] 5 (Pya) € (05+00)%(0,+ ), Y —_— ’ sp+10)- B (- yP+a+1;P+2; %
xe (-1,1) gilt ! _ : ,.
g = o = (-2 %ﬁﬂlbp,q<)> 1 - BHGNB(L, pravl;pes ) ) :
(2.2) Sb (t)dat = F(p,1-q;p+1; P) |
Pyq 2 B( )
o P p,q . - .
wonit der Satz bewiesen ist.
(2.3) cF(a,b-l;c;x)=cF(a-L,bsc;x) - x(a-b)F(a,bjc+l;x) I Man beachte, dass im Fall A =M. die Gleichung (2.5)

o b :
(2.4) F(a,b;e3x) = (1-x)°¢™2 bF(c—a,c—b;c;x) . Qi cEent in

Diese Formeln sind in [7],S8.87,8.58 bzw. S.64 bewiesen. E(|x- I) = (1-M)b s
a )L ) P+q)k )¢ b,q )L

SATZ 2.2. Ist (p,q) € (0,+00)%(0,+00) und AE K:=(0,1), ) :

=== wo X eine Zufallsvariable mit Beta-Verteilung ist.Gleichungen

dann gilt . N
dieser Art flir zewisse diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilun-

,
§bp,q(t)|t—')\fdt = (p-X) +
(2.5) '

+ 27‘p 1=X)y, (1)[1 p+1()‘ -MF(1,p+q+l;p+2; ))}

gen waren in letzer Zeit Gegenstand verschiedener Untersuchun-

gen.Einen zusammenfessenden Uberblick findet man in [10].
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SATZ 2.3. Fir yeX und >0, gilt

Al SR
(2.6) 1> ’

[&%(l— ENF(E P, (E)+ E:(l— EPF(EYL, ( 5&)J )yip—)&)

wobei
&= max(0,y-%)
F(z) = F(1,p+q+l;p+2;2), )¢.= —521—6 i

&= min (1,y+5)

Beweigs. Mit
- . W

i(w) = &bp,qm(y-t)dt
Ea.
I = g p,q(t),t—yldt
&
erhalten wir
A
(2.7) gbp,q(t)lt—yld'lh gbp,q(t)\t—y\dt -3
lE-y1>% °

und weiter

A
pr,q(t)lt-y\dt = 2i(y) - i1
o

[
[l

3 3
L pr,q(t)(y—t)dt - § bp,q(t.)(y—t)dt -

2

2i(y) - i(g) - i(g)
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Wegen (2.7) ist
(2.8) gbp,q(w!t—yldt = i(E) + i(Ey) - (1)
E-y1>%
Aus Hilfssatz 2.1 folgt
i(l) =3y _)L s

o)
und fir wek w

i(w) = yg NOLL —)kgbpﬂ NOIE
o

[=]

D

W . 0 ] =
-—-(—L)-pB s [F(p,l Q;p+L;w) -(——%—pﬂ 5 Pép+1,1 q;p+2;w)

= W
- ﬂﬁliﬂlsz,q(w)[j(l,p+q;p+1;w)- Sl y-F(l,p+q+l;p+2;w)] =

2
w!l;w)x b (w) L ¥ Sizwzif—)*z F(w)b Ov)
b+ 5

Zusamnmen mit (2.8) folgt daraus die ﬂéhauptung.

Formel (2.6) ist niitzlich in der Statistik, da sich die
Wahrscheinlichkeit P(|X-y|> $ ) in'expliziter Form allein
unter Verwendung des Mittelwertes:der Dichtefunktion und der
gegebenen Parameter y, Q; darstellen ldsst. Man erkennt,dass
die Formel (2.6) fiir diese Wahrscheinlichkeit sehr einfach
wird, wenn y mit dem Mittel M {ibereinstimmt.

SATZ 2.4, Ist (x%,0) € (0,+00)=xK, dann gilt
o-1

-1
e \{' T l_ =
(2.9) [(X+l)(x-¥9)} &< x40) < x(x+e)] )

X

Beweis,Flir 6=0 oder =0 hat man Gleichheit. Es sel nun

0
8¢ K. Bekanntlich ist



-36—- -

)} = (-1)3 , 3=2,3,...,

ax

signi—d—g— (1n l_(x)

(siehe E.Artin [41). Mit j=3 und PF(x):= 1ln Tkx) erhalten

3x) < o ]

Diese Ungleichung liefert uns

xe(0,+00) .

)

e

7}
—— e e

(2.10) ‘[xl,x2,x3,x4; F] < o0,

WO [Xl’x2’x3’x4; F] die dividierte Differenz der Ordnung 3
auf den Punkten xj,xjQ_(Of+oo),j=1,2,3,4, ist.
Setzen wir in (2.10) nun

X=X , X,=X+0 P x5=x+l 5 x4=x+1+9 ’

so0 bekommen wir

_IEEigl. <: ( g')]gil
rkx+l) [g X+

0
fiir jeden Punkt (x,0) - aus (O,+00)XK ,und daher ist
r— s-1 o
ﬁtﬁ% < t(t+s)] 2, (t,8)€ (0,+0)<K .
t+1

Flir ti=xtl-s

f§x+1z
(x+0) rzx+9)

, 9:=1-s erhalten wir daraus
-0

< [(x+9)(x+l)] e s

womit auch die linke Seite der Ungleichung (2.9) bewiesen ist.

Die Ungleichung (2.9) ist eine Verbesserung der Resultate

Von W.Gautschi[9] bzw. B.Raja Rao[25] ,welche besagen

(n+1)°-1 << 2 n®-1 y n=1,2,...;0€K ,
. rzn+l)
ZWo
(2.9")  (x+0)°t << —r(}g—g—l <x9'1 y X (0,+00);0€K .
rtx+l)

J——
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3. Wir untersuchen nun die Approximationseigenschaften
gewi;ser Folgen von linearen positiven Operatoren,deren Kerne
die Beta-Kerne (2.1) sind. Neben den Riumen C(K),LP(X),M(X)-
d.h. Raum der beschrénkten Funktionen f£:K——>R -, R(K)-d.h.
Raum der reellwertigen Riemann-integrierbaren Funktionen -,
betrachten wir den folgenden Raum W(p,r). Es sei (p,r) ein

fester Punkt in (0,1)%(0,1) und

1= tp(l—t)r 9

dann bezeichne W(p,r) die Menge der Fuhktionen f:K——IR ,flr

(2,11) w(t) tek ,

die gilt " ’
£ o)
t ’
FOIFe ==

mit einer gewissen Konstanten M. Auf dem Raum W(p,r)definie~

wir die Halbnorm

lell, = sup_lw(t)e(e)]
tekK

ren

W £ ewlp,r) .

DEFINITION. Unter dem n-ten Betaoperator verstehen wir

die Abbildung f——> an mit 1

4
(B £)(x) := S)’%(t,x)f(t)dt =
o]

4

1 i nx n(1l-x)

- ST gt (1-t) £(t)dt , xek ,
o

vorausgesetzt,dass fir jedes xe¢ K, f(.))%(.,x) aus R(K) ist.

HITFSSATZ 2.5. Die Funktionen bn:K————>TR ,definjert

durch
B(nx+1l-p,n-nx+1-1)

B(nx+1,n+1-nx) » X€ K 3n=1,2,...,

bn(X) =

gehbren zum Raum W(p,r), genauer gilt
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und wegen (2.13) %_
n
1
= ZI-_-(_ L|. e (o}
(2.12) : ) 0 bn<X) < W(X) ., XeK .
S — < %K Sy xehimeln
Andererseits folgt aus
wobei w durch (2.11) definiert ist. e > rznx+l—p)4 rtn-nx+1—r) P>
Beweis. Wir zeigen zuerst, dass flir n=1,2,... i I [(nx+1) r?n—nx+l)
' 4 i s
(2.13) Pt <L _[iﬁigl__ < e 3n n?P*T oPtT 1
[(ar2-p-r) . ;>(nx+l—p)¥(n—nx+l—r)r ~
w(x) (1+ & ) (12"

gilt. Dazu verwenden wir (2.9') und die Ungleichungen
-ab_ ab
c

(2.14)
e

b

cH+
. c < (1+ %)a <7
(zum Beweis von (2.14) siehe %.B.D.S.Mitrinovié [18],8.267 ).

Weiter haben wir

rEn+2)

[(n+2-p-1) .

an+i—p+l)
Y(n+l—p+l—r)

r(n«?ﬁ_ .
tn+1+1-p)

> (n+l)p(n+l—p)r > oPtT

Analog gilt

——EKEigl—— < (n+2-p)p(n+2—p—r)r = p+r(1+§32)p(1+2::9:£)r<:
fzn+2—p—r) o : . n n2
(2-p)p+(2-p-r)r 4(2-p)p_+(2-p)
< oP*T. e " < nP*T e i <
I
3n
< Pt ¢
woraus (2.13) folgt. Weiter ist nun
r—nx+1fpl :rzn—nx+1-i) an+2)
b (x) = 5 . _
rtnx+l) rkn—nx+l) an+2—p—r)
<(nx)“P(n_nX)-I‘ _ﬂf}ﬁl—
rzn+2—p—r)

,a,b,c € (O,*tj-

n-nx

mit der rechten Seite von (2.14). die AbBchitzung
1

T Imx(1-x) .
. . o
b (x) > € ) , XxeK .

SATZ 2.6. Die Folge der Betaoperatoren stellt eine

Jeichmissig beschrénkte Folge von Operatoren zwischen

olgeﬁden Riumen dar : N

hf

a) oK) —> oK) ,
B) Il —> (X ,
¢)  R(K)—> C(K) , ,
&)  W(p,r)—> W(p,).

Beweis. Da die Beta—Kerne stetig auf KxK sind,gilt offen-
%ichtlich a)- ¢). Zum Nachweis der gleichmissigen Beschrinkt—
. oo
heit der Folge (an)n=1 beniitzen wir fiir a),b) die Beziehung

(siehe[12],8.108)

n
||[Bnl|_=_ mex S;E(t’}{)dt =1 , n=1,2,...,

fiir ¢) die Beziehung

HB | = max

(t,x) =1 1,2,000
(t x)erg% ’ o i
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Fiir den Fall feW(p,r), d.h, wenn

M
e < ﬂ% , tek,
ist, gilt
4 B(t,%)
B )] € @®\EDGE) & Mpe \ =By dt =
= Mg (%)

wobel bn wie in Hilfssatz 2.5 definiert ist.

Daher folgt aus (2.12)

| (B, £)(x)| < Mg g F(% , xek ,

ES

mit

Bl

Yg £ =

Zum Nachweis von [B [ < C<+oo, n=1,2,...,benlitzen wir

Mf.e 5

noch folgende Abschétzungen :

_ 4
Ve, £l = sup w(x) g B, x)w(6)£(6) | <
(<]
1B (t,%)

< el 'ilépﬁ[ w(x) ) T dtjl -

i

3n
= Izl suwo [w(x)bn<x>J < e el

d.h. fir n>» 3 und g e W(p,r) , lell, <1 »

haben wir
“[Bng"w <2 ] n=3,4,... ,
und daher

“IBn"w < 2 3 n=3,4,_,, .

_41_

eh(t):=th,h>(h die Ungleichung

1 (o]
LN leh(t)l < My - ST ., tek,
0 -
M i= p+h i rr .
€h (p+h+r)p+h+r

gATZ 2.7 (Die Approximation von: eh).Fﬁr h>» 0 sei

eh(t)=th ,te E.Fiir xe K,x£0, gilt dann
(2.15) eh(x).exp(- E&%igl) <:(Bneh)(x)sfeh(x).exp(hiﬁill)
n=1,2,¢0.

7um Beweis beniitzen wir die Identitét

Yan+h+l)... rkn+2)

B(nx+h+i,n+l—nx)

(Bney) () = BnxsT,n+I-nx) TCax+1) [tn+h+2)
nd die Ungleichungen ) 7& il
(2.16) (nx)h < _ﬂwﬂ‘l<(nx)h, e =
[(nx+1)
(2.17) 0 P.exp(- BB [(2) < 0B (- 21,

\
. [zn+h+2) n+s

Da die Gammafunktion eine logarithmisch konvexe Funktion auf

0,+00) ist, gilt

[Rw]c_ag [Ra)}c_b. U—(C)T'a

o Oxagbge<+ce . Setzen wir a=nx,b=nx+l,c=nx+h+l so
ergibt sich die linke Seite von (2.16); da f_ eine positive
unktion auf (0,+o0) ist, ist die Ungleichung auch fiir x=0

erfiillt, Mit a=nx+l , b=nx+h+l, c=nx+h+2, haben wir

Wir bemerken,dass e,€ W(p,r); allgemeiner gilt sogar mit
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| |_( nx+h+1) h X'% e lgx
(2.18) T K (nx+h+l) - FZX) = Vo x e s xe (0,+00)
Flir x # 0 ist 'ﬁr tel% giit fefner
fznx+h+12 < (0x)B (14 h+l) (nx)h exp( gh+1 y . e 1 p tP1-%)4 < 1t ] pPq? ] sz+q) e
[(nx+1) P,a TA- B(p,a) — U875, )P [(p). [(a)
Wihlen wir a=n+2,b=n+h+2,c=n+h+%, und denn a=n+l,b=n+2 , ; ; 1
= pq 12(p+q)
c=n+h+2, so erhalten wir 4 HI-t) || 2% (o) € .
(n+h+2)_h < E11_+2_)_ < (n+1)” -h . N . .
T?n+h+2) HILFSSATZ 2.9. Die folgende Ungleichung gilt :

und aus (2.14) die Ungleichungen (2.17). Aus (2.16) und (2,
folgt schliesslich (2.15).

| . )
A
12(p+q)
1 2
2.19) gbp,qu*’- ﬁ—q’“-<ﬁl/fc§%6 ; :
o

Auf Grund von (2.18) gelten die Ungleichungen (2.15) au ol
Beweis.Wegen Satz 2.2 .ist

fir x = 0, n&@mlich

. ;
0K (Be (OB | 1Ll 4 ol Co oy
: n e q<t)’t' 5§ald = 516 pra175+q Pp, q(p+q) ’

o
Woraus mit Hilfssatz 2.8 die Ungleichung '(2 19) folgt.

liefert uns Satz 1.8. Durch einfache Rechnung erhalten wir

Weitere Approximationseigenschaften der Funktionen eh(h> 2)

EILFSSATZ 2.10. Flr Jedes n=1,2,..., und xe K gilt
fiir A(IB ),definiert nach (1.7), : :

n+2 ®(n+2)
1 _4
1 12(n+2) : > 9

:. \’23'3'(n+2) i = u ®Cn+ 2) )

_
4 )
O<A(IB y - (nx+1)(n+l—nx) < 1 , l .
T(n+3) 2.20) (t, x)lt— at < di=2x 2
2 o bid +
(n+2) (n+5) ﬁ l nio T (ar2).
so dass RO Vl -
h - Beweisg. A v‘2. ) mit \ = p = ZXt halt i
oy - B IR o, o BSels A (25) mse k- B omacen v
SATZ 2.8. Ist bp,q die Dichtefunktion der Betavertelluz}%(t x) It‘ nx+1ld—t 2(n}(c:li;§ral+l—nx) )g(gxiéa ’
s0 gilt 1 ld (2.19)
n J
12(p+q L Lot
1
oY) < T |[Fory © » TEK % T
‘E(t’x) ,t— nX+1 ,dt 1 2(nx+l)(n+l—nx) 5 <

Beweis. Nach den Stirlingschen Formel gibt es ein ©=6(

0€(0,1) derart, dass
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Aus
nx+1
n +2

n +2

lt—xlv< It—

nx+l _ I
folgt dann schliesslich
_ 4

9

2
l/is’(n+2) :

x e K und _5 >0

ll—le
n+2 "

1
gj%(t,x)lt—xldt <

[=]

Fir beliebiges gel
I x i= {t;tek , 1t-x1 <%}
12,}{ t= K\Il,x
Da A
S ja(t,x) |t-x}dt + S ﬁ(t,x)\t—x\dt = Sj&(t,x) 1t-x\dt
I x ~= I, _" - o7
2 2,X
ist, gelten auch die Ungleichungen _ %
' |1-2x]| 2 .
ﬁ(tax) ft-xldt < »d=1,2 .
n n+2 g(n+2)
Tx b

SATZ 2.11. Sei e, (t)=t",k=0,1,...,und Qé(t,x)= le-x|9

j=1,24..., dann gelten auf dem Intervall K folgende Gleichun

45—

—455x3+710x°=343x+48
. n+>

siehe (2.6)

;x2(n—6)+x(n—6)+2 1
“(n+2)(n+3) 4(n+3)

(5n2—86n+1205Y2+(26n—120)Y+24
(n+2) (n+3) (n+4)(n+5)

(an_Qp (x)
(B, L2 (x)

B, Ly (x)

<

il

<

(n>27) ,

wobei

Y := x(1-x) .

L}

SATZ 2.12. Die Folge der Betaoperatoren, betrachtet als

Abbildungen C(K)—> C(K) oder M (®)y—> Ll(K),konver iert

punktweise gegen den Identit&tsoperator C(K)—C(K) baw.

(Boe )(x) = e (x)
Be)(x) = e (x) + $75%

0 50 + B | )
(B0 () = o300 + ARA=OGm0) 3A=m) (o) (el
N 2(3-4x)(2x-1) (4x-1)
n+4

([Bne4)(x) _ 94(X) + 2(123(2(3;23)()(5—}()(2‘}{) +

5(1-x)(2=3x) (3x-1) (4=3x) |
2(n+3)

8(3-4%) (2x-1) (4x-1) (1-x)

n+

() — 11 ().

Beweis. Gemdss dem Konvergenzsatz von Korovkiﬁ[l{] ist
der Fall C(K)——C(K) klar wegen der Btnktweisen Konvergenz
auf dem Teilraum <eo,e1,e2> . Man e?hélt dieses Resultat auch
aus Sstz 2.11 oder Satz 2.7. Die Behauptung unseres Satzes ist
auch fiir die Operatoren Bn:Ll(K)———L>I}(K),n=1,2,..., gliltig,
wie sich aus dem zum Korovkinschen analogen Konvergenzsatz von

V.K.Dzjadyk [6] ergibt.

HILFSSATZ 2.1%. Es sei w definiert wie in (2.11).Dann
: - o] . .
gilt fir jedes xeK und n>6 die Ungleichung

(t,%)
)'E'::, e lt-xlat < (& ) -

A
(2.21) g

[«]
Beweis. Nehmen wir im Satz 2.9 nx+l-p anstatt p und

n+l-r-nx anstatt q ,so bekommen wir
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_ _nx+l-p
n+2-p-r

at <

TE’“*”I

JwE

1
bn(x) 2(nx+1=p)(n+l-r-nx) . 12(n+2-p-1)
n+2-p-r ®(n+2-p-r) i

<

wobei b, nach Hilfssatz 2.5 definiert ist.Aus (2.12) folgt

weiter

17
b o gial e
w(x)\2®n w(x)‘f?n
Wegen
nx+1-p 1-p-x(2-p-r)
lt—xlsglt— n+2-p-r I n+2-p-r S

< I ~nxel-
S t. n+2-p-r
erhalten wir

e

t—x at V + b X <

nw(x)

womit die Behauptung bewiesen ist.
SATZ 2.14. Sei Bn:w(p,r)————>w(p,r),n=l,2,... . Dann

gilt fiir jede Funktion fe W(p,r),flir die alle Punkte des

festen Intervalls [x1;x2] (0<x gx2<l) zweigseitige Stetig

keitspunkte sind

lim |£ - B £} =0,
n—sco Wy [Xq 3%5]
wo
e := sup wig) ,» &e Wip,r) .
Wy [Xq 4 X0) %%

Beweis., Sei & > 0. Dann gibt es ein von Xetxl,xé]

unabhéngiges &= o(e) € (0,1) derart, dass

47—

£

\£(e) - £(x)) fir |t-x1<% ,
21wl
wobed
- __E____
Jwh = ooy 'T > 0.
M
Weil £ aus W(p,r), d.h. If(t)lﬁgﬁré),tE:% ,ist, gilt
fir  [t-x/>%
e 2ol < f [z o texly
00
so dass fiir (t,x) e kxK gilt .
o £ Me [ it-x lt-x|]
|2()- £(x)] < ST 5 Lo ) )

Aufgrﬁnd der Positivit#dt des Betaoperators und der Tatsache,

ist, haben wir

dass e, € wip,r), Be,=¢,
(t,x
w(x),f(x)-(an)(xﬂ < % ?g (X)&E%K%ji'lt—xldt +
M
:

erhalten wir

A
gﬁ(t,let-xmt .
> n
Mit (2.20) und (2.21) fiir n>n,

= 1+ 51

w(x) |2 - B )| < § + x efx %] -

NE
Deshalb ist fir n >'n1(£) 1= max(no,l+ %;;I )
flzc=) - (B, £)(x)| < & )

w,[xl,xej ==
womit der Satz bewiesen ist.
0
Wegen w(x) > 0, xeX , und we C[%xy,%x,] liefern die

obigen Ungleichungen
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max ‘ f(x) - (anf)(x)l <&, fir n > ng,
[x1:%5 ’

d nach Satz 2.1l
o 1=2
(Byep)(x) = x + 555+ , xeK.

wo E = % , 0<m < min w(x) . Der im folgenden Satz vorkommende Raum DZ(K) wurde auf S.26

° Y_Xl ) Xg]

KOROLLAR 2.15. Sei B :W(p,r)—>W(p,r),n=1,2,....Dann

definiert.
SATZ 2.17 (Darstellung der Restriktionen von B, auf dem
gilt fiir jede Funktion fe W(p,r), fir die alle Punkte des

Raum D2(K)). Fiir jedes x,x€ K,gibt es ein lineares Funktional

festen Intervalls [_xl,xej (0« X < %54 1) zweiseitige Stetig-

I n;Dg(K)———éTR derart.,dass fiir jedes f &€ D2(K) mit
keitspunkte sind ’

lim max |[f(x) - (B f)(x)l
n—>oce [xl,xéj

ig\'_xl,x2,x5; f]él‘/[f, X.EK, gilt
0 .

2) (B, = £(EES) o, (030, n=1,2,...,

4.Wir fuhren die folgenden Bezelchnungen ein. Sei J ein el

B _2a-202 _ (a-2x)2 | (2- 5%) (5x-1)
n+2 ‘(n+2)2' n+3%

Intervall und s eine natiirliche Zahl, dann bezeichne }{ @) xe K.

den Raum der reellwertigen Funktionen, die nicht-konkav der b) mp < 0 (£) ¢ Mi‘ . n=1,2,
< O9%,nl < = cee o

Ordnung s auf J sind. Ebenso sagen wir, dass fe}( (3
= Beweis. Benutzen wir die Formeln von Satz 2.11, so

+
ist,genau dann wenn -fe ‘3{ (J).Dabei nennt man f£:J——>R t
! S rkennt man, dass B € M(jé,ji,jé)?wo

nicht-konkav der Ordnung s, wenn fiir jedes System von s+2 o
. -1 o _ nx+ n -
Knoten X ,XjjeseyXg,; aus J die dividierten Differenzen 3o () s 30 =755, ) = 3,0, xek .

der Ordnung s+1 n:i__chtne'gativ sind, d.h. wenn Daraus folgt aber mit Folgerung 1.9 die obige Darstellung.

[Xo’xl""’xs+l’ 1> KOROLLAR 2.17'. Sei fe 0(2)(K).Dann gibt es zu Jjedem

ist. Im weiteren setzen wir zus#tzlich voraus,dass ]{: (I)<Clxe K ein Punkt vy s Ty.n€ K» 50 dass
—————=" Jx.n BE SERE

Der folgende Satz liefert uns einige Eigenschaften der

+ 3,05 (B £)(x) - £ nx+1 - XLJ-_X) Fu .
Betaoperatoren auf dem Raum _\Kl . o =n -2 - 2n (yx,n) tzp(x), xek,

+
. . s e ]
SATZ 2.16. Fir € K (K) gilt lin nz (x) = 0 , xe K .

n—>co

1-2x
2.22 f(x+ < (B f)(x K . .
( ) (x+ 557) S (B,£)(x) ’ x € 5. In diesem Paragraphen wollen wir einige asymptotische

Beweis. Nach Satz 1.6 ist ‘ormeln aufstellen. Es ist bekannt,dass das asymptotische

2[Bpe @] < (B0 , x€ K ,

Verhalten einer Folge linearer positiver Operatoren durch

figenschaften auf einem gewissen Teilraum,nimlich dem Teilraum
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der Polynome, bestimmt ist. Die Ergebnisse die unten erzielt Im folgenden Satz werden einige Eigenschaften des Raumes

werden, gehen aus von Arbeiten von P.P.Korovkin [14] . W(p,r) ausgegeben.
?

R.G.Mamedov [16] ,M.W.Miller [2C}M.W.Miiller und H.Walk[21] , HILFSSATZ 2.18. 1. Mit f,g aus W(p,r) sind auch |fl, fg,

F.Schurer [287] und HsWalk [30]. ftg aus W(p,T).

Wir beniitzen die folgenden Familien von Funktionen.Finr

2. Die Familien von Funktionen

eine naturliche Zahl %k ,x beliebig aus K %€ (0,1),defini (}
. ’ & ? ( ! ), ) 3 Qk(-gx)s (-,X)a ’A%(.,X),(T_f)(.,X),(Zf)(-,X:} ? x€K ,

definiert nach (2.24), gehSren W(p,r) . an.
3. Sei W :K—> [0,+00),W,(t)€W(p,r),

wir die folgenden Funktionen fiir t € K :

Tq (8, m0=(6-00%, L (t,m= o (5,0))
1 fir \t-x|2>§

t,%)=

’)5’( & {O fir |t-xl <9 .

Wenn -f eW(p,r) und f(zm_l)(x),fz(am)(x) existiere

te K, eine Funktion,die nur flir t¢=x yerschwindet,dann gibt es

eine positive Konstante Ccderart,dass flir jeden positiven

Integraloperator L:W(p,r)—> W(p,r)

dann sei ams

‘ (k)
(T£)(t,x) :=£(t)- %-f—;‘iﬁ Q(t,x) -

- [ﬂ(?m)(x)-f&?m)(x)} (50005, 3 (68
P _ (Zm)!

@b (2.25) (M=) » o ) , xek ,

oilt, wobei 7\8 nach (2.24) definiert ist und w die Gewiqhts—

funktion ist,die den Raum W(p,r) festlekt.

Beweis. Die erste Behauptung ldsst sich einfach beweisen.

Wenn fe W(p,r) und f(2m)(x),ft(2m+1)(x) existiers Zum Beweis der zweiten beachten wir,dass jede beschrinkte

dann sei Funktion f:K—>R zu W(p,r) gehdrt.Genauer:Ist feM(K) und

am
()
(B£)(t,%) :=£(%)~ Z;f—kiﬂ Q (t,x) -

|fi< M, so gilt -

I oM
|f(t)[4ﬁﬁ , tek,

f(2m+1)(x)+f(2m+l)(x) Q2m+1(t,x) i
2 (Pm+1) ! 1 T
Mg i= _&—_*_f M.
DEFINITION. Ein linearer Operator L:W(p,r)——>W(p,r) u : (p+x)P

ein Integraloperator genannt, genau dann wenn :
A

WL (6) > Cg. Ag(t,%), G :=inf  [w(tdw (8)]
S E-xi>g
A(t,x)
b( 1] o
W (t) > Cg T » tek ,
ist, erhalten wir nach Anwendung des Operators L die Abschétz—

ng (2.25) mit CO:=c$ i

1. (L£)(x)= SC(t,x)f(t)dt mit C stetig auf Kx K
2. (Leo)(x)= eo(x) , X€K

3. Flir jedes x€ K und feW(p,r),f(.)C(.,x) aus R(

ist.
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0
HILFSSATZ 2.19. Es sei FXOQ c(K) fir ein XOG_K gegeben
mit der Eigenschaft *

Fxgz o, Fxo(t) =0 <> t=x, ,

und Ln:w(p,r)———-a-w(p,r),n=1,2,...,(LnFX )(XO)¥O, eine Folge
o

von positiven Integraloperatoren.Flr feaw(p,r),f(xo)=0 )

existiere
(2.26) 1im B L p <ioo .
t>x_ F_ (%)
o "X,
Dann gilt :
I. f ist stetig in X, 5
II. Aus (2.26) folgt genau dann
(L £)(x_)
(2.27) lim n 2 =
pse (TF, )0x)
wenn fiir jedes % , 5€(0,1),
A
(Ln_ﬁi>(xo)
(2.28) lim — 2 =
n—>co0 (Lano)(Xo)
ist

Beweis. Ein #hnliches Resultat fiir den Raum der beschi
ten  Funktionen, erhielt P.P.Korovkin in seiner Monographie

Es gelte (2.26); flir jedes &> O gibt es dann ein >0

derart,dass

(2.29)  (A- €)DF, (t) < £(£) < (A+€)F, (8) fiir It-x 1<
o (o]

ist.Setzen wir

:= sup w(t)lf(t)l
it-x 1 >0
und
me:= inf F_(t) >0
° |t—xol>6 %o
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(o] ¢
o gilt fiir t€K ,It-x,1>% > %e(0,1) ,

M p

2.30) - 5 B (1) w0 < o i (0

o
2.29) und (2.30) liefern uns die Ungleichung

t o
‘f(t)l < —DEF—XDS—)—I, « (are)E, (8) , tekK,
mstp(l—t) o
|.h, es gilt

lim £(t) = £(x )=0 .
t—axo

ist.Dann gibt es ein % ’
»

€ (0,1),und eine Folge (ﬁk);:l von natlirlichen Zahlen derart,

ir nehmen an,dass (2.28) nicht erfullt

ass L1 ‘
A
(L, £&)(x)
'2.31) ey T ° > c>o0 , k=1,2,0.. .
(LnkFXo)gxo)

Jie Funktion g .sei definiert durch 'g,-)T Fi .Offensichtlich
(o]

st geW(p,r).Aus Hilfssatz 2.18 folgt daher,dass es eine

onstante Cl>,0 gibt mit
' As
(T, 8)(x,) 2 Oy (T (%)
egen (2.31) zieht dies

(Lnkg)(xo)

>0

al @

—/
(T, F_ (=) 1
T SR
ach sizhn, im Widerspruch zu
: t)
lim = T

t>x
o) ?o

= lim F_ (8) = 0 .
t—;xo 0

Aus (2.26) und (2.28) folgt:fiir jedes &> O gibt es ein >0

und eine naturliche Zahl no=no(2) derart, dass
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(a- 97, (8) < £(8) < (a+ T, (1) fure lo-x 1 <O HILBSSATZ 2.20. Ly:u(p,r)——>W(p,7),071,2,...,besibze
(o] o}

die gleichen Eigenschaffen wie im Hilfssatz 2.19,und (ml,m),

und (mz,m) seien zwel Paare natiirlicher Zahlen mit mj;=m+1,j=1,2.

(1,28 (x,) i

pann sind Ffolgende Beziehungen dguivalent:

X
(TP, )(xo) £ 3
N (T,28) (x,)
Weiter haben wir (a) 1im Z—_figf—_g =
lsét) 0 £ 3 Ms(t o n—>00 (L3 b (X,
=M, 22 )+(A— 5)F, (1) < £(£) < (&+ )P, (£)+M, g5 2t €KY i .
° ° (L= (%) : -
T A SPS J O TR
Daher folgt (®) lim [9) O XE K, 24T, x,)b-x]
s 28 n>co (In w (%)
(L, 22)(x) (L, 49 (x,) : :
n w o € (T, £ (xy,) £ n w' "o 0
My e aE e ———— (T2 tme)(x)
oy ) o) ¥, (o) R O lin 0 oGy
R . n—>>c0 = N7 m ¢
so dass fiir n >’no Beweis. Es geniigt zu zeigen,dass (A) Hquivalent zu (B) ist.
(Lnf)(xo) < & Sei nun (A) erfiillt,dann erhalten wir (B) wegen
S SR S ' e
(L, F, )(x,) R x.)
nx "o e m, 7770 g 2m hg(t,xo)
ist. Im Beweis haben wir Sieiie W(p,r) benilitzt, was aufgy lim Lk — lW(tS RO
W —>x, m(t,xo) t—>x
der Ungleichung . : : ’
)S(tix’) md unter Anwendung von Hilfssatz 2.19.Sei nun umgekehrt (B)
o 1 o] . [ ) HOS .
) w(t) é; w(t) ? tek , erfiillt;dann schliessen wir auf (A) mit (2.32), d.h.

2y, @Sty

stets gilt.
e 0
(L, Qi) (%) @ (L) (x)  n—soe

<

>
Wir machen nun eine Bemerkung,die nlitzlich ist bei der

Aufstellung von asymptotischen Formeln fiir die Approximatiol . . M o AR )
Bei praktischen Anwendungen wird man in (C) das Paar

durch lineare positive Operatoren. Wir schicken dazu folgenﬁi j i . . ] - e
(m+2,m) wdhlen.Die gleichen Untersuchungen kSnnen fiir Operatoren

Ungleichung voraus:Flir jede natlirliche Zahl s gilt

? a t,
LSS RONUSNNN

und daher
: -8 @)
(2.32)  @2A8(x) € B (T=)(x,) , xek .

-n:M(K)———?M(K) oder C{K)—> C(K) - ahgestellt'werden, wobei wir

anstatt w eine positive Konstante zu schreiben haben.
SATZ 2.21. Sei L :W(p,r)—>W(p,r),n=1,2,..., eine Folge

;ositiver Integraloperatoféh.Sind-fﬁf f,geW(p,r) die Trans-

formationen Tf und Tg'(siehe (2.24)) definiert, dann folgt
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s O )
fir xoeK aus /} _
. (Ln W )(Xo) _
lim =

(Ln'g_);,—a"m>(xo) «
n—>o (Ln ..(7-1».4) (Xo)

(2035) l = O
nia: (Ln_()-am)(xo)

die Beziehung

die Beziehung

(1m0 (e) 2P )P @znG) P D)o PR () |

13
nifhx(LnZg)(xo) . g(2m+l)(xo)_g('2m+l)(xo)
i s

(2.34) m = .
(T8 (%) (20 3o (2W) s

Dabei setzen wir noch voraus, dass f£2m)(xo) + fgzm)(xo) # § vorausgesetzt,dass nicht zugleich 'f£2m+l)(xo)=f£2m+l)(xo)

ist, wenn giam)(x0)+g£2m)(xo) =0 ist, in welchem Falle wil und g£2m+l)(xo)=g£2m+l)(xo)_i§§.

die rechte Seite von (2.34) je nach dem Vorzeichen des Wir wenden nun einige der obigen RBsultate auf die

ZBhlers als + oo oder - oo auffassen. Betaoperatoren Bn:w(p,r)—4—€-w(p,r);n=l,2,.;., an.Dazu

§gﬂgi§f“Wif_erhalten schicken wir folgenden Hilfssatz voraus.

y (Tf)(t,xo) . f(am_l)(t)—f(am_l)(X6)— ¥Gz%i-f$3h_l HILFSSATZ 2.23. Es gibfweine von n ‘unabhingige positive
tifxb.flgm(t,xo) —tifxo (2m) 1 (t-x) el © 50, dass o
£2m) (2 3220 ) 250 B AW & SE X
2(2m)! Beweis. Mit bn wie in Hilfssatz 2.5 gilt
Hilfssatz 2.19 zugsammen mit 2.20. liefert . a b, (%) 4;
O @re)(x,) 2020 (x y42(2m) (5 (B, =72 (X) = pramTp ) StnX_P(l-t)n(1_x)_r(t—x)4dt ;
lim = 2(2m)]! ’ °

n—am'(Lnﬁlzm)(xo)
so dass (2.34) erfilillt ist. :
_Q_i < —(—)'2 J. n>3 xe R ;
Fiir einen Funktionenraum mit anderer ,Wachstumsbedingung" W 2(x) N wix) ' n,x 7 F 0 ?
diesen Satz R.G.Mamedov [16] aufgestellt. dabei ist

Auf analoge Weise kann man beweisen: -

=) coEch ey Gueeps) ok _
- K=o i [?nx+1-P)T?n+2+k—p—r)<

SATZ 2.,22. Sel Ln:w(p,r)——>w(p,r),n=l,2,..., eine Folge
& Z 2
L Ayn +A5p +A,n 4. ..

von positiven Integraloperatoren.Flir die Funktionen f,ge W(}

R : u 3 2
sei Zf,Zg definiert, dann folgt fir x,€ R aus Byn +B5n -

it
A4=x4—4x4+6x4—4x4+x4= 0
A5*2<7-2P-2r>Xi—4x3<1—p)—12(4—p—r)x4+6(5-2p)x5+
+6F9—2p—2r)x -12X3(2—P)-4(5—I‘—p)x4+2(5—2p)x3 =0
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und B4=1. Es gibt daher eine positive Konstante C derart,da

_C
o

ist, woraus mit (2.36) die Behauptung (2.35) folgt.

Jn,x 4;

SATZ 2.24. Es sei B :W(p,r)—>W(p,r),n=1,2,...3

Funktlon feW(p,r) mit _einer beschrénkten Ableitung zweiter

_59_

wobel w(f; o) der Stetigheitsmodul  und '£/l2m nach
(2.24) definiert ist.
Satz 2.11 liefert fiir die Betaoperatoren
3 &l _
[B—C)-u< - = 9 n>27¢
“ o 4 l6n2 n3
. 1
Wir erhalten daher mit m=2 und 8: Croll

Ordnung auf [X),%X5] (0<% LX< 1 ) gil

lim n [E(x)-(B £) ()] = (2x-1)¢" (x)- X1X
n—>>00

Beweig. Fur mél ,g(t):-c)a(t,x) (x beliebig aus [x,x

und Tf definiert nach (2.24) erhalten wir aus Satz 2.21

(B, ) (x)

1im (n+2)(n+55
n—» oo (B Qa> (X)

im >
n»oe n(nx(1l-x)+6x"-6%+2)

lim n(B Tf)(x) =

N—>00

= -f(ﬁf %}}; n [(an)('x)—f(x)+ %%fl(x)]

Wegen Hilfssatz 2.23 und Satz 2.11 kOnnen wir schreiben

(B ﬂ‘* 1(x)
lim ——2X¥_~
n—so0 (B Q_l)(x)

?
und mit Satz 2.21
(B,T£) (%)

lim £(x)
n—>eo (BHCZQ(X)

= 3 ,

womit die Behauptung bewiesen ist.

6. In [15] hat M.W.Mliller zusammen mit dem Verfasser

gezeigt,dass fiir eine Folge
von linearen positiven Operatoren gilt

£ inf {1+

“f-Lnf“ m=1,2

' (x) ,xelx,

Ln:C(K)——4>C(K),Lneo=eo,n=1,2,

ML, Qul b wies), >0,

SATZ 2°25. Fir n »27 und f €C(K) gilt

l\f—rB o) < (3 - —)w(f Vn‘ o

camg 206, Tir £ec)(X) und w>27 gelten die

folgenden Ungleichungen :

- Bzl Al (e
iz -2l < == e
und
: - 2 -3
le - gzl < B 4 2wy

o+

Beweis. Es gibt- sicher ein G,Q:Q(x,t), derart,dass

2(x)-£() = (x-t)E'(x) + (x-t)[£'(O)-£'(x)] .

Pir xeK gilt also

£(x)- (B £)(x) = 2281 (x) + (B F)(x) ,

F(t,x) = (x-t_)[f-(e)-f'(x)]
Ferner ist

(2.37) |2(x) - B £)()| <-“—§—f"— + e Fl, xex .

Wie im Beweis von Satz 2.4 aus [15] schliessen wir,dass

- gilt

% 3 ~
he_ 7l <w(f';%){“zan2“£+ S “[BHQL,_“} , D=1y24eee .

fiir jedes positive
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Unter Verwendung von Satz 2.11 mit §= i;: finden wir
_yn

BFn<i 5 R }W(f‘;1)<

1, 2Nn+3 * 16\ n\n n
<AL= 3 > 27 .
16\n : = B

: -2 .
Ebenso, mit $= n3 ,kSnnen wir schreiben

, -3 a2
1:%: e { 1 +f%,-%fcu(fwn3) < Zweyn®), n>

2\n+3

Verwenden wir in (2.37) diese Abschitzungen fiir “BnF“, 50
erhalten wir die ‘gesuchten Ungleichungen.

7. Wir zeigen nun weiter ein umgekehrtes Resultat fir
die Folge der Betaoperatoren. Die Beweismethode ist &hnlich
wie die von J.Karamata und M.Vuilleumier {13] .

Mit O<a<b<1l sei

4 1-2a

2 1n =g ~ a_(—l—a-)' ? xef_O,a]

L 1-2 ‘

(2.58) ta,b(x):: 2 1ln T—= = Eri:§7 ’ Xé(?,b)
2 1n gip - gy o xelb,1l .

Wir bemerken,dass

1. ta,b € ¢c(X)

2. 1lim

n—>o00

Weiter definieren wir die Funktion =z durch
2 1
X » xe10,5]
(2.39) 2(x)= { A ] .
Laof , = .

Gl

s gilt

1lim n[z(x) - ([an)(x)] = p(x) , X'EK\{%}

n-—>s
x(5%-3) ) X_G—’[o’%)
p(x) :=
(1-x)(2-5%)  , %€ (3,1]
.h.
(2.40) p(x) < O fir Xé%\{%} i

SATZ 2.27. Sei Bﬁ;C(K)———*C(K),n=l,2,...,die Folge der

Letaoperatoren.Die Funktion f&C(K) besitze die folgenden

heiden Eigenschaften:

1) Es gibt ein Paar (a,b),0<a<b<l,derart,dass
; i Y ===
(B £)(x) = f(X). + (3 . XeK\ia,b} yD—>+00 ;

ta;s(l)f(o)—ta,b(o)f(l)
ta,b(l)_ta,b(o> af

LTS

‘Dann gibt es zwei feélle Zahlen C; und C, EQ? dass

[ty p(R)-(Byty 1) (0] <0,x€ (0,2) Uca, 0

£ = Cl e Cz'ta,b .

Beweis. Sei <e ,t, > der lineare Teilraum von C(X),
v

isr von e ugd ta,b erzeugt wird, wobei ta,b nach (2.38)
iefiniert ist. Fiir
a(x) := ta,fﬁ?:ﬁificov [ 6,508, (03] + £(0)
(x€X)
}ét
a(t) = £(0) , te[0,a] ,
a(e) = £(1) , selv,1f ,

RS <eo’ta,b> 0
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Weiter gibt es fiir £ & <e°,ta b> mindestens einen Punkt
X1
o
_5’ 3 %eK ,80,4ass
£3) - a3) # 0 .

Wegen f-qe&C(K) gilt sicher eine der Ungleichungen

oder

-p(® < lin 0 [£(T)-(B W) ()]

n—> o0

Zusammen mit Ungleichung (2.40) erhalten i
ir

(B £)(X) - £(%) # o’(%)

max [£(x)-q(x)] >0 -, min [f(x)—q('x)_] e '
xeK ] xeK im Wied
im Wiederspruch zur ersten Bedi
o i 2 edingung,
ie Behauptung unseres 8§
e o oy q(x)] S O . atzes unterscheiq
. xeK iiblichen Umkehrsitzen dadurch, dass

Wir deflnleren F durch

F(x x)-Mz(x)+ max|f(t t)+Mz(t) xekK . rechte Seite der 5 )
(x) = q(®)-Ma(x) ek x]2(4)-a( ) : _ asymptotischen Formel fiir eine
Funktion von Null verschieden ist,

Einerseits stellen wir fest,dass .
8.Wir definieren eine weitere Folge von Betae

2.42 f(x) < F(x x €K p
( ) (x) (x) ) ) B, :C(K)—> C(X),n=1,2,..., durch
und
' £(0)
(2.43) a(x) < F(x) , xek, _ )
A . . . b - — 3 e _
gilt, andererseits ‘iber 1n_m1ndestens einem Punkt X (2.44) (B, £)(x)= m(tnx l(l-t‘)&l-l_nxf(ta b
£(x) = F(X) J

ist. Aus (2.43) schliessen wir X & [O,a]U[p,l] ,wihrend £(1)

. : - 1 o -
aus der zweiten Hypothese X #£ = folgt. Deshalb gehdrt x zu Unter Verwendung friherer Sitze aué Rapito und_w:m!

dLs ; .
(a,b)\if& .Aus UnglelGhung (2.42) folgt B csen wir den

2.2 g
n ( ) ()’ i 900

und daher definiert nach (2.44) gilt: R

(B,£) (X)-£(x)=(By; £)(F)-F(X) € (BF)(X) - (X . a) Bpe, = e , k=0,1

Ferner ist
- (Be,)(x) = e,(x) x(1-x)
. : 2 ak: sn= =
(B, 1) (D)~F(D-(B,0)(D-a(®- M| ®2)@-2®] S« REeR (= e in e
(EneB)(x) = ez(x)+ gl-ﬁi?—x) b 2x(1r-lic%(2x—l)

d.h.
n[a(®-@,a)(®)] < a[E@-@,D @]+ w20~ ,2) (3]

b) 251% (1 _yn(1-x) ” A
(BHQA)(X)= nB(n}(c}ni?lx) < 2¢e — 7
n
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(B Q&)(X) x(1-x) ¢

n+1

= 1- 6x(1-x)(3 —5X+1)
(Bn£l4)(x) an?nil)?%+§)?£+5§ = <

< E%(% )

¢) Fiir eine nicht-konkave Funktion f auf K ist

£ < B, f , D=1,2,...

d) 1im fr-Bfl=0 R

fe 0(K);

e) Fir f€C(K) mit beschrinkter Ableitung 2.0rdnung

9 q e
auf dem Intervall [Xl,xejg; K gilt fir jedes x,

.

x €[x),%,]

lim n[£(x)-(B,£)(x)]

)| XS lEXZ f"(X)

£) Besitzt f£:K—>R beschrinkte dividierte Dif-

ferenzen von 2.0rdnung,d.h. gilt

ne £ [Xl’x2’X5; f1< Mg 9 XiGK )

dann ist flir xe K und n=1,2,...

XA-x) o £ (B,£) (x0)-2(x)

g) Fir feC(X) ist

le(x)-E ) (x)] < (e
x€K, n=1,25.0.;

und

"f—'B f" < (l+ T— )

n) vir recI(x) ist

le-B2l < (o7 +

xgl—xg M

n+1 £
)w( £ \Pﬂl_-_xl) ;

(£; ———J , N=ly2,0..

W(f' ;- ),n-1,2,...

\n

7
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i) Aus
= 1
[an = f +0’(H) . N—> too
mit fe C(K) folgt: f ist eine lineare Funktion

auf K.
3) ﬁber die Saturationsklasse
— : N . 1
Sat.K1.[[ ] :={fec(K), I£-B £l = Cj(ﬂ)}
gilt:

sat.K1.[B] = Lip(P1(x)
wobei Lip(l)l(K) der Raum der Funktionen f:kK—R

»
mit f'e€Lip 1 auf dem Intervall K ist.
Beweig. Es gilt

(8,00 rre 0k L () md) (et

. xek
€Yl n(n+l)...(n+k-1) ’k=0,i,.-- .

N o
Setzen wir in Satz 2.2 p=nx,g=n(l-x), A =x , xeK , 80
erhalten wir 3y

(1-x)
@,Q 00 = 20T F

nB(nx,n-nx)

Diesen Ausdruck sch8tzen wir mit Hilfle der StirlingschenwFormel
ab. Die dritte Behauptung folgt aus Satz 1.6, wihrend die
punktweise Konvergenz gegen die Identitdt wegen a) statthat.
Genau wie im Bewels von Satz 2.21 (mit w:=1) finden wir die

asymptotische Formel e). Wegen

= = : €178
A(Bn) = Bne2 - 62 = ——n+1

ist f£) eine einfache Folgerung aus Satz 1.8,
Aufgrund der Ungleichung

le0-@ )@ < f1v T EBQP@} we:6) , xex 550,
und der SHtze 2.2 und 2.4 aus [15] gilt g) und h)
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Den Umkehrsatz bzw. den Saturationssatz verifiziert man mit
Hilfe eines allgemeinen Ergebnisses von V.G.Amelkovid [1],
ndmlich: ,Sei Ln:C(K)———+C(K),n=1,2,...,eine Folge von linearen
positiven Operatoren mit den Eigenschaften:
i) Fiir jedes geC(K),geC(e)[xl,xz] V(X »%,] & K,gibt es
eine Funktion V:K——R  derart,dass V > O auf[x;,Xj]

und
lin 7 [g(0)-(Te) (x)] = - V(x)g"(x) , xex;,x]
ist, wobel r,>0 , %igbrn =+oo H
ii)Fir foG_C(K) gilt
Ity - Tt o (k) pee

[1’ 2]
Dann gilt:
(1
£, G_Llp( )l([xl,x2]) s
und im Falle

le. -1 £} - o) A Sioo
¢} n CJY.xl’XQ] T, 2 2

gilt: fo ist eine lineare Funktion auf [xl,X2] ot

9.Eine weitere Modifikation der Betaoperatoren sind die

Operatoren %n y0n=1,2,.,.., definiert durch

4
~ 1 [nx n-Inx] _
(B,£)(x) = R Lo = md) gt J (1-t) f(t)at =

4 ~
( E (t,x)£(t)at
(o]

sN=1,24...3xe K ,
wobel

o~ n nx] n-
)nb(t,x);= (041 ()t (38D s (t,%) e KxK
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In {11} hat L.V.Kantorovitch die Approximationseigenschaften

der Operatoren Kn:C(K)——>-'§§;‘ Al T2, ZL

(K £)(x): Z(n+l)b k(X) ff(t)dt s, X€EK ,

(o) by, (0= (xF(-0)PE (k=0,l,...,n;n=l,2,...),

untersucht,wobei fx der Raum der reellen Polynome mit HSchst-
grad n ist. Wir zeigen nun,dass diese Operatoren mit den ﬁn
in Verbindung stehen. Wir suchen dazu die adjungierten Opera-

toren ‘ﬁnx zu den Operatoren %n,n=l,2,..? . Wir erhalten

4 A
" 5 ~nt
(B %) (x)- g%(x,t)f(t)dt=(n+l) g([nré.] B (10" e (e)at-
o o

n-4
+ -
_(n+1 g ([-]:) [nt] _X)n n 3f(t)dt=

o k

n-A
=(n+1) ) @ (1-x) g f(t)dt ,
k=0

7,- .
d.h. - %_
e L
BEE)(x) = 20 (n+l)bn,k(x) gk f£(t)dt , %K.
m

Die Darstellung von @nxf zeigt, dass die Adjungierten von
%n,n=l,2,..., von gleichen Typ wie die Kantorovitch-Operatoren

sind.
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IV. INHALTSTREUE OPERATOREN

Ist K =[0,1], so sagen wir,der gegebene Operator

T:R(K)———R(K) ist inhaltstreu , wenn

A |
g(Tf)(s)ds = _gf(s)ds , feR(X) .

o
In diesem Kapitel werden wir eine Folge von linearen Operatoren
Ln:R(K)————>R(K),n=l,2,..., angeben, die folgende Eigenschaften
haben :
(8) L (R(K)) = &, » 0=1,2,...,d0he L ,0=1,2,..., sind
Polynomialoperatoren.
(B) L

n
(C) Auf dem Raum der stetigen Funktionen konvergiert die

ist positiv.

Folge (Ln)gll punktweise gegen den Identitdtsoperator
C(K)—>C(K) .

(D) Die L,,n=1,2,..., sind inhaltstreu g

(E) L, ist ein symmetrischer Integraloperator.
Diese Operatoren konstruieren wir mit Hilfe der Betaoperatoren.
Genauver definieren wir die Operatoren Ln:R(K)—————ﬂ sN=lg2q00ay
durch

(3.1) (L E)(x) = (BB E(x) , xeKn=l,2,... ,

WO Bn der Bernsteinoperator ist.

Gem#iss Satz 2.6 ist B f € C(K) fir fe&R(K).Fir ze C(K)
mit z(x) := (an)(x) , x€K, erhalten wir nach einfacher
Zwischenrechnung

. A :
z(2) = (n+1) g b, L(8)F(E)AE  ,§=0,1,0..,030=1,2,. ..,
2d

o
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wo b ,3=031,00eyn wie in (2.45) definiert ist.

n,Jj
Daher ist

A
l hgl .
=1 L2 = Sf(t)dt :
§=0 =]
Berilicksichtigen wir

4 n X
g(Bngxt)at -2 e, gecm
o §=0
so finden wir
A

-A
Sf(t)dt = E'(BHZ)(t)dt
o

\]

oder
A

£(t)at
o

4 ;
((Lnf)(t)dt ,» n=1,2,... ,
lo)

d.he L ,n=1,2,...,51nd inhaltstreue Operatoren.
Wir bemerken,dass auch die Kantorovitch-Operatoren

diese Eigenschaft haben; denn offensichtlféh ist
K+d

A Ll A A
§kan)(t)dt = 2 (.f(t)dt =u§;(t)dt .
o

K=o K .
A o

Eine von (2.45) verschiedene Darstellung der Kantorovitch-

Operatoren wird gegeben durch

A
(K, £)(x) = .Skn(t,x)f(t)dt
mit . ‘
kn(t,x) = (n+l) bn,[(n+l)t](x) 1 (t,X)E Kx K ]

woraus ersichtlich ist,dass sie aber nicht symmetrisch sind.
Mit 'ﬁn*,n=l,2,,.., haben wir ein weiteres Beispiel nicht-
symmetrischer Operatoren,welche ebenfalls den Fliécheinhalt

erhalten.Vermutlich wird daher die Menge linearer Operatoren

mit den Eigenschaften (A)-(D) sehr umfangreich sein.
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SATZ 3.1. Die Operatoren Ln,n=l,2,...,definiert auf R(K) ilt
. Col - on LEE U g ; i
nach (3.1) besitzen die Eigenschaften (A)-(E).Dariiberhinaus ii‘(x)dx = ﬁ 5 f(%) . n=1,2,...
. k=0
gilt °©

Beweis.Wegen (3.3) ist

n A
(3.2) (0 = (a+1) ) fbn L0, L ($)E(E)at .
ks 5 : (B, € (BB OE , xeK.

Beweis., Seil

£, = 1) ) by L, GOb (), (5,0 € k<K ,
K=0

Andererseits gilt filir eine nicht-konkave Funktion f

f(x) £ (an)(x) .. XeK ,

und 2z definjert wie oben; dann gilt . (siehe O.Arami [3]) d.h.
n
k ;
(L, £ (x)=(B2z) (x)= 2 bn,k(x)z(ﬁ) = g{n(t,X)f(t)dt s ()€ (B ENR) € (L E)(x)s , €K .
© k=0 : 3
womit (3.2) verifiziert ist.Wegen {a(x,t)= 1g(t,x) ist der Deshalb gilt flir jedes n=1,2,... ’
Operator Ln symmetrisch?'Die Konvergenzeigenschaft folgt 4 , - A
schliesslich aus (jf(x)dx < e ;f(ﬁ) é J\f(X)dX
(o]
(Lneo-)(x) = eO(X) oder A i
1-2x o di k
(Lo )(x) =(Be))(x) = e (x)+ 375% lf(x)ax - = %r(xg o i
(L.e,)(x) =(B.e.)(x)+ x(1-x) 1 - 5n+6 Vermutlich wird eine Funktion f mit d'lesen Eigenschaften
n-2 n 2 n (m+2)(n+3) 1 X
auf der Mgnge io,ﬁ,...,ﬁ,...,1§ kon?tant sein.
( xeK ; n=1,250.. ) & Als Abschluss zeigen wir
Es sei noch erw#hnt,dass es eine Konstante C>0 mit SATZ 3.3. Pir eine nicht-konkave Funktion f gilt
C -4 s
(L Qlf)(x) < s xeK;n=1,2,0.. , 1 k e
n S = G4 2 ) 2 <« lewar £ ) e
gibt,so dass wir-wie bei den Betaoperatoren-verschiedene k=4 o e
asymptotische Formeln und Abschdtzungen erhalten. Bodadglee .
Mit Hilfe dieser Operatoren (Ln);::l beweisen wir Beweis. Wegen Satz 2.16 haben wir
den folgenden Satz flir die Betaoperatoren (Bny;=l . £(t+ l;ft) <& (B E)(8) , tekK,
SATZ 3,2, Flir eine nicht-konkave Funktion f auf X mit und damit
. n-2,
(3.3) &) < B, 0)E  ,k=0,1 njn=1,2 b ()eEL) & (1 L) (b) t ek
o n’ = n n e i AR It bl ok I ALl | n_g,k n = 'n—2 ? *

K=o
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oder

A
< Sf(t)dt , N=2,%,...

-4
1 k

£(8) & (BO)(®)  , teE,

erh&dlt man durch Integration

Y 1
jf(t)dt < =

o

Aus

(&, n-1,2,...,

K=o

womit Satz %.% bewlesen ist.

KOROLLAR 3.4. Es gelten die folgenden Ungleichungen:

L/ 2
1 Zf 1 N=+N-1 1
(5-5) ﬁ:T In N < - E -~ In N < ——Eg—— ﬁ n N
N=2,3,...
Beweis. Mit n=N und £(%) = 1 T folgt aus der linken
L+ N
Seite der Ungleichung (3.4) die rechte Seite von (3.5),
Entsprechend erhalten wir mit n=N-1 , £(t) = —=— die
+_—

linke Seite von (3.5) aus der rechten von (3.4)(vgl.[18]8.187).

[5]

le]

E

[
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