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"SUR LA LONGUEUR DE CERTAINS INTERVALLES D'INTEIPOL
3 : e b

POUR DES CLASSES D'EQUATTONS Dmﬁzmmmﬁs Lmiqmas
' DU SECOND ORDRE

ATTON

Dumitru Ripsann G

§ 1. L'objet de cette note ést le méme qu'en [i]. On considére

des clagses d'équations différentiel;es lindaires du second ordre,

détermindes par le fait que les maximums des valeurs des coefficients

sont des nombies donnés, qui déterminent 1a classe respective, les

mémes pour toutes les &quations de la classe et on dtudie 1

a manidre
dont varie la longueur 4°

un certain intervalle d'interpolaticn de 1a

classe, alors que les nombres'respectifs brennent toutes les valeurs
' positiv

¢s, compatibles avec une relation entre eux, donnée

d'avance,
L'instrument ar

investigation est une méthode comprise dans

les
relations (8) - (11),

- On considére 1'équation
- n L
1 @ T+ y +p(x) y=o0

dans laqueile 1eﬁ coefficients pi(x) et pe(x) sont des foncti-

ons continues, non identiquement nulles dans un intervalle
 [o,5] de 1a variable aveo L0 donné d'avance.
On écrit

N_ = (x50 (s=1,2)
8 X‘EE:L]'PSXI) A

; ik
(b(P(K?)

B (P) = e, C COE — { P :,5:‘_ )
: 2 Z—T;?ﬁ,ar Q | . I

ey




I —

139

Dans ces notations on a ls

PROPOSI%[‘IDN Te lL'inteI‘f’alle @, Ac(]'\l, lq)) est _un intepva lle
dlinterpolation pour la classe j_’(f-;ll,h-l ) € [i], proposition 1)
La relation donnee entre les nombres Ii

i e e g G S T

, et I--';a s'éerira song
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la forme ‘

fE k.l 4

Pl M) =07 (w0,

On dés:.gnera pa:c (G) la cpurbe 4!

iy 0 )

équation }J(I.l,F ) =
située dans un pla.n rapporte aux asxes rect
coord.nnnées oml, oM

4 z, e \/—-4,/4_"7" e (5) angulaires dc
C /-f/a ! 1'grc d'OI‘igine J i

ésigne le 1oaar1tbme naturel et arc cos o et par (C ) l'arc de (C) situ
désign

kle quad.rant M1‘> o, M,> o,

ol log ‘e brentds siatnent du cercle trigunométrlque.
8 le

diatement ( [2]et en utilisant (2) ) que

dans
0 ccmp}_‘is dani

AR immé On fera - relativement & 1a fonetion F(

1;112) de (5) 1'hypo-
' . ,0 thése suivante:
Y0, "Ba@) >0, BRI Gy BE(P,) il | o
B, (p)>0, 55 : HYPOTHESE 1. L 'équation en 1'inconnue 1, :
RN o= 5
B4 & 1B ,
B, (0) = lim By (p) = » PN -t - : () P u) = aveo I, = p Mf
o+ (P) :
B,(c0) = 1in B, : ‘
(3) =B (1;) lim B2\P) gk /g-yoﬂ 1 admet un nombre fini N> 1 de racines,
; —} 14 =
B‘;_(%[.) /ﬁm B:L(P) = Bé(};) liﬂl BQ(P) e 2. Oes racines peuvent s'édcrive de manif‘are explicite
Mgk B (P) = ! = : e T
o nm.z B)(p) = By() ;aiﬂ;+ ‘i konnsi kRt ¢9) iy = Gk (s =TF)
st

‘f
o E) pour (p) fonctions un]_fcrmes.
enfin par r'(ml,m ) la classe d'éguations ( (?
On désigne

( )1 M. avec M_ (s =1, 2) nombres positifs don- 3. 81 1'on des.igne par T, le domaine d'existence de la racine
% 8
laquelles max HP 5

t‘."—:ﬂ"‘-—

Mo, 4 6 (p) ( au sens: dans lequel & (p) prend des valeurs réelles
T — <
nés et on eyrl %7 B1(P) si 0<Lp j'ﬂ;l" z1; EoOgiee alors T est un intervalle ou 1g retuuon d'un nombre fini
/1 2 o '
I 4 i > X d'inte"valles (s = ,N e
A(Ml,fna) = E.L_ ! ﬂ; 5
; 9 o e “"%J,,}?_T 4. I1 existe N ( 14N < U ) racines @) qui dans 1e
(i[.) T m— BE(P) Bt //"}2
g ’ . '

domaine i8R =1, ﬂ (o, bo) sont Dosrtlves et 4 dérivée seconde

; continue, Ges racines seront désisnées par ?Jl(P) Folp)
' ™ M, ,M,)

Ao(ml,mz) = min ( L, 4(My,M; ] et 1eu.lrs_ d.oma:.ne,s : %
A

= 4
yn rappelLie 3TV interv ; =] tinte Ola'tl.on pOUJ."
X u'un iD'LGI‘ ﬂlle est un 1nvTer al](‘. o bt - I'P

i stanvalle est um
1 (M. ,M,) si cet interyalle est
la classe iy 2o

1z classe

"“’T (p)
respectifs par Pl' Pe, S PN an
(o]

Dans c¢es notations, la racine

Q(Ir H: ? EP) G-O.Uﬂe rouxr tu IOD.CL'I

Jibp b ex]

0 Q 5 e e £ € | ( expn

A2 1 raguective l? ) de 4) 1t . on
lat } 1 18.q1e  .d 3,"..,31'1 ae gedpe L > XX ess] on Si:
ik O p !
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AN, ls) = AC Py SGpy pt{) (p)) = QP)

si Oépéz;

(
(8) =§.__é_-/..._ si | P:.i

%“@
e

2

"
&Y
3]

|...l

P e
L]

\ -

; 7, A 1
8L = B,(p) si P> I
\ @P ) 2

N

\

| <

LH 5 i 1'No
2n

&tudiant donc la variation des fomctions @p) et p)

i t déterminer la
de (&) lorsgue p parcourt le domaine PE, on peu

menidre dont varie la lonmgueur des intervalles d'interpolation
me: =

[g, 45(p)) ot , selon (4) et (8)

g

(8,) A%IJ) = min (T, Aé}P)) s = 1,0,

La va 1at.ton r\.Spthlve est donnée par le signe des dérivées

\p/

s ‘/54/@ Cztﬁ) 5lp) = ___%%ﬂ
= > @déﬂJJ 4,/3?;,2«953) 8 Qﬁﬁ.{)

Py 4B G
dyamtos _i%/;_f e Eﬂ/f‘f/?)\/-/?nfﬁzw
i G@(p} 3 M- )rccos —-{—

—

= &
| 2SS 2P
kﬁ@(m 2 ) - @ - 4p'>§c9'5(p;_ 2= T7

For conséquent

ﬁw

- 4 gogz%w‘ U

é@ ) = észp)) 8 = E”E‘

———
‘ o
L)
N
\

I —

Ahq
donc-
; e 1 . R ) T =
(11) 58 Cé? () = 5z Rp) , e Cg) (p) = - sg By,
8 = l'NO .

Les relations (8)-(11) constituent , comme mentionné, une mé-
thode de détermination de la variation de la fonction A(l".rll;‘lulz) =
= A@p) de (8) lorsque Nl et W, varient conformément & la condi-

tlon (5.

dux §§;2;- 4, on utilisera la méthode mentionnée dans le cas
de guelques formes particulidres de la fonction b(Ll, ). de (5],

A 1'except10n des notations des §§ 1. et.5., les lettres utili-
sées ont des significations différentes d'un paragraphe & 1'autre.
Si - ainsi que c'est le cas dans ces paragraphes, au point 45 de
l’hypothésé&i., l'indice (:) sera supprimé en (8)-(11), pour 1la

_commo&ité de 1'écriture, -

§ 2, On prénd:.:'a‘ d'abord en (5)

(12) ‘ P(lip,Mp) = My + M, - ? j

f constante positive donnée. En ce cas, on a le.

L g A 4
THEOREME 1. Si en (12) { ( i ), ‘alors lorsgue p croit de

0 oo, A(p) décroit de man;é:ce monotone de 5 =

a Q. & Ig_r i
£ » alors A(p) varie selon le tableau suivant
| e RS p* co
ap) | oo A% 7 4??:
ob i px = p, = racine (unigue dans 1'intervalle (—-— ,Jg))

de la fonction C (p) de (14) si (—--) 1?{
px- %_- Bi g-
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l
p- = p, = racine (unique dans 1'intervglle (0, —-) de

1 ¢
1g fonction Cl(p) de (4) si § > 8

¢ o) si (3232 Lol & 2p
- ApS) = P Faoih > -
(pe) s £~ s

avee 1+'J(]g—1)p+(l—2p)\/l+r’£ m
Loz + £ - up) '

- ; U g -
héordme 1 est une version " en la variable p" du théorime 1

i
2 . :
; l__] qui est énoncé " en la variable L’ll", de sorte gu'une
ae N 3 (= e

i i ésen-—-
| tionstration de cette version est inutile, Cependant, nous prés
denon a8 L

2

ne aémonsiration immé-
~ons, en utilisant la mé thode proposée, une i

l
théortme, pour assurer l'unité de la note, dans laguelle

/]

diagte a
1
les théorimes s'énoncent et se démontrent " en la va_rlable p"

Uinonstration. Avec la forme (12) de F(Ml,ma) on a dans les

) £ = (0,=0)
notations de 1'hypotndse gﬁl(p) = —%-O(-l +/ 1+ llip’ y By = (0,00),

de sorte qu'en (8) \
l.
( 4 (p) =j a + /1 + 40p) Bi(e) st 0< ¥ < ¥
=y : 3
(13) )\ (p) =‘e%'- 1+ \/1 + 4tb) B (p) si | P g
et en (9)
'f/b(p)-_ ;__:/f._z. Celgo/ ﬁ )(=1+ 4p i Jl-r AE ) >0
/& S g O //+
A= Lo [A5E Nr=73
(1) ,\ 1(p) = ——‘z,L-—zDJ(l— 4p)(1+ l-lfp) + los —-—ﬁ_?\JF
\! / —H—/; 4
lo (p) = /—q/ah‘{ \/( 1+ 4p)(l+ M)-ue cosz-—\/-—
Ce L//Q[Z—ff'/»f[b_) ﬁ
d= sorte gu'en (9) ‘ .

(15) sg A (P) = 580, (s=1,2)

ta

ok a pH

443-

ol

"f«/#“’—f/‘)\/f b
._‘7:=-._1_6P+4(]_-£)p +(1+4€p).,( +4¥p

(16).
' ég"c'@ % Q)

L ' id.ant:.'té

| {_‘(,1?) [l + 6‘1: ~ 4&1 f)p +(1 +4£p). /1+4?pi W) =

-‘Jp P(p): P(p)

<2+£JJ—4f(3+€)p 1 422
dit que les éven‘buelles racines pos:.tiVes de Q). flvurent oblig

Sa=
" toirement pa.mi celles de P(p).

On supposera d'abord
(18) i _' /f;e L3
auquel ‘oas P(p) de (1'7) a une seule racine positive
. BT+ G272
=TT

'p=p

: fl-ﬁ-[—:" N /2.&?»1?,7 A
et Q(p ) =

T e e

de sorte que si j-ﬁ 3 b alors Q(p ) > 0, donc Q(p) > 0 pour

P> 0 et si /> 1l , alors Q(p ) = 0 et en tena.nt compte gue

" Qlp) = 2&2+£)p + a3_p ¥ see bour p petit, et Q(e2 ) = £ avec

- E=18g (1- ‘]6 il s'ensit que pour 'f> 1, sz Q(p) =
Or, en (17) P(z;) = ;;(—8+f)(1+f) » Par conséquent sz (p - z%) =
8g (8-2), ce qul donne les tableaux 1 - 5, od Al({fJ Ag(%:)

2(1 + /I HE ) -Gl 1B ) ) o Lo autres rubrlques du tableau 2
son‘t celles du tableau 1.

g (py-p).

“(14) et les tableaux 5 et 3 donnent
//+\/77"_ ‘= ‘/ﬁ?x 4944 WF&
arccos = = /)1

NP & /oz [ 2 e 7:;)

S 1-4p; ) (1+4ﬂle

J (1ea0,) (el




b

ququal cas (13) et {2) domlent Al(pl) -¢(p1) . 12(_'92) _d}‘(u
avec ¢ (p) de 1! enoncé du théoréme , ce qui, avec les tableaux

1 - 5 démontre le theoréme dans l'h.vpothése (18). Dans l'h;ypothéaa

complémentaire, c'est-4-dire ,LV _1, on a en (16)
by (3 +46 )
/%fé/af-[/'-ﬁﬁﬁfj-f-&f

2p) =
1 ;
C1(p) » 0y

selon le tableau 1 (ou 2), ce qui démontre le théordme.

> 0, de sorte qu'en (11)

Ca(p)< O 'y par Bu.lte. an_ (14) 01.(1.;) % °1(¢)" o
G,o(p) -, 02(71-'-) = 0 , auguel cas (15) it que A (p)y- A (p) varient

p 0 11; e
¢(p) G i
C1(p) + |
Cé(lﬂ S
G (p) |= o0 —~ 0
C,(p) o~ L
RN w4
Aé(p) , -
L) |se N A,[LF) '
42(p) z[‘f/ g
Ap) |eo s el

‘Tableau 1. (0 <4< 1)

LR
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A R e
P o S T P, 0 J
|¢() R 0 —I
G{Cp) : +
Gé(p) ey
o - )
L 0 "\ 0., )7'\/€—g—j
Tableau 2, (1445 (-—2J )
N #
g : PO P2 o0
C(p) + 0
,Ci(p) ‘ * - 1
02'€p) I - 0 ﬁ‘)
cl(P) [-—, 0 ,—-‘7 ; (0} |
, C5(p) ) AV, Colp,) ¢ /1 JE-%>0
4, ) ' 2
L) | Sl e o]
400 oo™ »%—/ ]
() L ' Z]
e b® S oo
-A(p) "o e AL™) A \7‘2*:"‘:——,’

Tableau 3, (52 =/ g




q4p

clp) +

C;_(P) L+ /

Gé(P)

C]_(P) -‘m/f 0

C5(p)

0 ‘/vﬂm/i'-%-"

A,(p)

'Ai(ﬁ) =

A ) (00 N\

As(p)

Ap) &b ™ 1

Tableau 4. -9

P 0 Py

=

c(p)

C]'_(p)

]
Go(p)

6, (p)| =070 ~

Co(p)

Ai(P)) - 0

Aé(p) |

A, (@) l oo \/ Ay (pq) o

| “2(°)|

‘I.q()) LDO\‘.}A(P)

av

§ 3. On prendra en (5)

(19)

avee e constante positive donnée.

En ce cas on a le

SN A
THEORENE 2, A(p) de (8) varie selon le tableau suivant

e i 2 R
F(Lxl,IuEJ = M] + L—ig -

P 0" =X >0
o) | oA s A Z

o p* est 1a racine (unique dans 1‘1L1ter\relle (E g 90)) de 1a

fonction GE(P) e (21) et A(p™) =
Démonstration. Avec la forme (19) de ‘( g 2) on a dans

notations de 1'hypothés

Cﬁ(p) =
(20) A, (®) =2—\z1 +p B(p),

en (9)
B(p) =
(21) (@)
02_(P_)_

de sorte qu'en (9)

C(p) =

/+ ),//4—
~i1-4p + log

’% /=1 + 4p = arc cos

' ; by
sg 4.(p) = sg C_(p)

5L - - )

Vs

theoréme. i

3 auquel cas (20) et (2) donnent A,

-—jﬁh_/

B = (Cy00 ) , de sorte qulen (8)

1) = = /I 5 B,0)

» Ce qui donne le tableaun &, ol 4

4(/+ 7
——AECI;) = ., lequel, avec (21), donne
\/-1

/
z

/.,'73 y ©6 qmi, avec le tableau 6, démontre le
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e & P _"O I]r 5 px' D(-—’]

c(p) + 0 -
¢, (») ¢

O;(p) = 0 +

Ol(P) ---DO/:? O : : o3
G, () 0 T 0y (2 - AT e
2 . iy

A, (p) -

- - 0 4
Az(P)

A, (@) (@'5) \J/Qf [Li)

X
As(D) \AE(-}f) = AP )j” jg,
o)) (230 g 105 [ }
_Tablezm 6.

5 4, On prendra enfin en (5)

-

N ob. A sont des constantes données,
L (=] ] }

.= Byl
P(I 1) = My 1

(22)
avec ab(a+2b) # 0 et 1?‘) 0.

En ce Capy O & 1o
-( '\m‘—-'a F 1"] a3 J
PHEOREME 26 L e BL +.2/,'7
4(p) déeroit de maniére monotone de
A(p) varie selon le ‘tableau ‘

<0 , alors lorsgue P croit de O gof:)

co & O.

é 1

(el < =

2P 8l 0, 2 —-_52 5 3 .

suiwant : : J : S A 1

A(p) croit de manidre monotone de 0 & oo .

'Démnns‘bratiozll. Aved 1a Torme (22) e BN Iyl ) on a dans les
‘notations de 1 'h{_ypu thése
. @& +2bh
(23) %(p) = K p® ‘avec X = Z >0, n =—¢f2/.3#c- et Py=(0,20)
de sorte qu'en (8)
Al(p) - 27” B, (p) s10Lp £ &
(24) /o
%@>=—E%;Bgm 5l s b Zak
m-l
°2 P rapy ax p" ot cwp - u]
Cy(p) = =~ TR + log —?L//'fm
(25) : B 2[2{/4_2' ) — 7] R 2/-0
—A 42 7/
- arc cos —
02(9) = - 7 2\/-..’
2/2.(/+2 %v;)/;*—’?ﬂ] e

449

Py = zecine Tunique dans 1'intervalle (0

fenmvlon 9y (o) gb (25) s O —Fom

) §)) de la

1
=25 < 3

7

Lo}
|
b
1

' =3 i
S _(a_b?

p, = recine (unigue dans 1'intervalle ( » o0 J)de 1a

foncuon O, (p) de §2'=; -2"- ——_—‘5 o e
2 a+2b c
ot |
(D, M8 8l D é &k
¢)31_ hey T aw2b 5
fortsbarme Ty
{
(PE) Bi J"-'( -—-—é———'é -_%-

| 2
¢(P) A /éo?” [2(4+2 ’77‘1_//7 m] Lok

(o]
/5‘“’12532'5

, alors lorsque p croit de 0 & °C ,

et en (10)




45D
m=-1 -~ 2
(26) Cp) =Kp !i2(1+m)(l+2m}p-m Y
.
Bn (25) et (28) Yo Pl £ 0 (cf. (29) et 1'h3fpothése
ce+2 5
a—f—é

de 1'&noncé du théordme), €t 1 + I =
G 42E:.

On supposera d' abord

(27) Voet a+b#0 (1L+m#£O eb 1.2 0.)

T T e . ; : oy
in ce cas, on peut avoir

(1°. soit 142w O golam 0 Lol L)

(28) ;?_20.801'.1: 1+2m £0, 1+m>0 (si-l(m<—%)
230.30'1*5 i+ 20 >0, 1+0>0 (si—%<m< 0.)
,/"za'.u cas 1% de (28) -en (25) B(p) = 0 pour p = Rl(m) =

= et en (26) C(p) = O pour p = R, (m) —

\_ Qli+2m) : : 2/xr7n)!~f+z;a
| au cas 2° de (28), em (25) B(p) = O pour D = Rl(m) et

en (26) C(p)< 0 pour p} 0.

\ A cas 3° de (28), en (25) B(@) S0 pourpz O et

Len (26) O(p) =0 pourp = B,y(m) .

Tes fonctions Bl(m) et Ra(m') varient selon les tableaux 7 et 8e

En (2%9) !
77 t
30 R - R = -
1
| o |- -3 b i
' Rl(m) .&_ /7 + o / 0 7 %
Tableau 7« _
‘ m =l =1 = % = % 5 % &P o
‘T‘ng‘(:u)}; St 7 -2 T=> Fod S %-'\[0 /{%

a9

/ 454
A AN

On peut remarquer - du fait que
2\/}5

>1. = que

Gy %si en (9) B(p) <0, alors C;(p ) > 0,

02,(P)< 0. , par Gonséq_uent A]'_(P) {\, O A'(p) - -

- (29), (30), (51) at les. 'hablea.ux
7 et 8 donnent les tabl
9-12, od Al(zr) = AECE) s il s g

Ie'.

e gt R (m) e
B(P)V ol e g : . &
C(p) i
01(p) é
C,(p) ' .
Cy(p) [+o0 N 0 |
G, (p) B I G e i Z%i
i () + |
A4,(p) - .

L |0 2 A&)
| 42 . ﬁi[,f 2 A
A(p) 0 s L

‘43_/ m<4

Tableau 9 ( ———0
- @a+3b 2o




P2

g =" /f?,[»f e i
Alpp) M 0

o = A L)

o
A ) ™=

(T ol S~

Pableau 1l.

b,m:—;’{')

(R

3

Cp)

2 - R =
1 (p)

GQ(p?

%) ()

0,(p)

Ai(P? |

(D)

Al (p)

| 40@)

A(p)

_ 1o

(25) et les tableaux 12 et 10 donment

N

e
g 2

O (B(m)) P70

0 Ty —

Pl&)

0 f‘ qﬁ (p1)¥4_ (pli W

Tablean 12, ( 0 < & ok o TN

7TTTE;

afc.én?zgﬁaz : Z?Z—?hfyjk2’7?%i/£2: »-7257

auquel cas (24) et (2) dorment A1(p1)‘=§ﬁ>(pl) » 4>(p,5) =§ij(p2)

. aveo SZS (p) de l'énnpcé du théordme, ce qui , avec les tableaux
9-12 démontre le théoréme dans 1'hypothése (27). Dans 1'hypothdse
complémeﬁtaire.on peut a}oir soit m = -1, soit my 0,
on a en (25) B(p) = £ (1-2p) et en (26) Cc(p) = - ad
auquel cas on a le tableau 9 avec Rl(—l) =k

< 0) v 44(p) et Ag(p) de (24) sont évidémment des fonc—

tlons décroissantes (comme produ

244/0;_ s A A ) 0 s 1l

its de fonctions décroissantes po-
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e tableau 13 et démontre le théo~

gitives selon (3)) ce qui donne 1

===
f:l(m e WL

Ar(p)

ndne.

e o\
0

(4_.:-2}:\ < .0 ,m'>-0)

Pgblean 13«

b1

s les nntations de 1'hypo-

REMARQUE 1. 1°, 8i dans le théoréme 3 on prend a = -b

et 1'on tient compte qu'en G€ cas et dan

thése du 8 17 N, = Ly Ml =C,01(p) = [—g-— , on obtient le théoréme

4 de @.]. ;
= 1, et 1'on tient

2% gi dans le théorémne 5 oD prend a =

compte qu'en ce cas el dans les mémes notations No= 1, Ml ..?’l(p)
Fik

2z L
(457)3 done My /{ -3/3'3 , on obtient le théoréne 5 de
5. La methoae proposée au § 1, donne comme nentionnd

la va,riatlon de A(p) de

en ce

(8) quand F(MI,ME)! de (5) est

Dal‘agraphe 5
mé-

11 est &vident que (8) domne jmmédiatement gusai une

donnés.
(Ml,m2) de (5) lorsgu'en

thode ”ulvej.se - qu:l. donne une fomction F

(8) MNeo = 1 ef, gelon la convent:.on de 14 f

Alp) de (8) est

avec /\ (p) donnée.
parucullé“e de F(kl,m ) 4 paz exemple

(32) By, iy) = My = qﬁ J
avec 5
20, %,)
si Bi<p =
AL

(35) (PLQP)= _‘_____/5) = -

|
1\ "

in du § 1, 12 fonection

donnée d'avance,
11 suffit en effet de prenﬂre

N
He

ST

auguel cas, o1 gcrira A(p) —-/\ @)

en (5) une forme B ) T
1(P): B]_(P)i Bi(P)p respectivement Bg(p)' Bé(P) B”(p) B
? p) sont des

4155

0‘\"‘ A G T e g
(P) est une fonc tlon donﬂee, posl L t & dé eg BeCor
LV & rivees seconde
Gontinue dans l in bervalle (0' O ) de }.a Va."lﬂble. :
as l unation 6 adme t ' emne e racir (5]
En ce C 3 equa ( ) evidem nt la le
| geu (=8

(34) : =
iy = P = P1®) , selon (3) et (33)

positive et continu
e dans 1'intervalle (
O o0 ) de 1
8 Vvariable.

(8), (33) et (34) donment

(35) 1 =\ @)
et (32) et (33)
25 ( &
My = g
(36)  F(Qip,My) = ) b
_ [ = S ) 4L > x
e =y
La méthode "inverse" proposée est comprise en (3
trée par (35). ' bid sl
REM B 0, 84
ARQUE 2, 17, 8i en (32) on écrit p = s on obti
7 on oblient la

I‘Qprésenb tion pa.!.‘améb lque Suluante pl lél- Ce p {2 LR ol = =
a I (en arar ) de la »ela

t on ou p us e Cbeﬂlant de arc ‘C ag 5) J'

. M. =M = : oW
(3}{) gl 1 = M) él(p) i My = Ms(p) = p?bl(p)
P EW©P) aves b 1®) de (33)

ol .'Pa.r hypoth&
e se,/\ (p) (avec /\ (p) de (33)) est continue
_ ervalle (0, ©© ) de la variable et (2) et (3) disent
sent gus

fon 1025 L rvalles o J spec ena
con nues dﬂns es nte (0 3 } ‘esp L
ct ) -bj ] +t ] e 1 oy o ot
! 2"_ 9 o d-e la V E.rlﬂble- Il s'ensuit que ¢ 1 (DJ ( avedc (f[ : ] L /
(33)) nb ue dﬂ.n Le v 1 e (6] de la v 1..“1Jb’]..‘5 \
rva l ( 3 =0 ) = ¢ a
3 L OD. Peub Iem'arqu'el qu-en (2; ) lﬂ' (p) 5 Ob Elclll" en ‘_L.L'loldqaj.l

dans 1° ;
expression (8) de A(p) , V‘-@(p) par A O




1
) 2 o siD(p éﬂ

15h
(9) - (11) donnent ‘ -
et m?w < w;). 0,0 - z——f*;g;/l@ :
il s Z ;
1 f-/l:: e A’ € 55T
M:;.(P)= 49(8(7?) GZC]‘:") \‘/“"7‘;{'7_{5 A[/;)..
CHAFTIRG” . PO,
— arc cosS 2\/};— i . >r E
e /o 8 = 2A@) + (-1 + 4 @) =
. A Z) /\() 2)
¢, (p) =WWC{/§ » Op(0)= '\/_Tf/—é’f/)é
Y 2 (/35/6”/( 3 M/m ke

() = (@ B(®)) = 2/\(p) +(-1 +/10DIA ) +
k\ + p(-1 + ‘%p)/\ @
\sg Ci(p) = sg0(p) 3 88 O (0) = ~ =8 C(p)

et (37) et (2) donnent

[T
: \ Dy(p) = g/) ,]Ko
|
l

st0Lp = 1?
Mé(n)=.\ c.//?’/}[/) Oé/“’) = D, (@)
£ 701/74{:3 A are cos ——=
L6 J : G

G | 2.0 =

51 p. = 1:

D(p) =Acp) B St 4p)/\ (p)

l P} = ""2 024/9
| E(p) = /\.(n) - 24p /\(p) + 4P 2(1.= 4p)/\ (p)

1 z
\8s Dy(p) = - 88 B(p) 5 =8 Dy(p) = 55 E(p)

(41)

)’ 5_.4 3 2(13) %}\/'1 TP
t

15%
(39) et (55) donnent
- 2B,p) [/ i- éyom/a,)fﬂ/d @

/\/ ? \Z__;i?ﬁ A §/s)~/3¢)/ v2 @
%

26 //:.) J:W/lz/o)%)/a) W%;ﬁ |

sl pgzlf

aves D(p) de (39) et B(p) de (38).
On se servira de la notation swivante :
' NOTATION . On désignera par (Zl) et (A) les régions du
AZD CQJ quadrant M; > O , M27 O des axes OM; ,
C @ ) oM, séparées par la parabole (P)
a g

—>pqd'équation 4l = M (fig.l).

Pig, 1
REMARQUE 3, 1°. (36) et (3) disent que l'arc (C,) et la para-
bole (P) ont un seul ‘point d'intersection :
l M (Mg £ M = )
gy v My megma)
At ) (%)

2°, En (33)

AE-9 <Nekr - KBS 2N ae)
/\(%;+é) =A\CE) + E/\’(_:._)+_§_f,?”(%+@g)
(7; s)—/\( )-ax’i(,;-c4&>
('z;+éJ=/)(%)+gA(zf&,f)

0 £6<£1,s8= 1 4 ' , de sorte qu'en (38) et (39)




(43)

158
F sl aanlz) - e (3 ) +EEA (rﬁa)#m & - @2)) |
lig)=2/ %) %6 eAR) BN crs'emf\(z +8,5))
%-2):/\(%)—32/\1(11;)+t€(8/\(1}f)+

+1/W711 -69 +2/\(E -&s)) aszr’\(n;ﬁ‘é))
%I_-+£)_—./'\(E)+3£/\('ZI)+_£(8/\('4')1-

: " ; 3 M 2
. %/\ﬂ('}? +88) + 2/ (ﬁ +f“7fij + 8'5/_"( 1% +G,8)

Tn utilisant (41) et les développements

X i:r-—ziz- 2;({¥AE+1BE>—+.;.)-
Elo':' 7~ z\/z J 3- 5 :
Ly
(42) arc cos 4 2((1-3&+-]=%E T )
e 7
: 1
(0 &£ & < 1;)
on a en (38)
lim Ml(P) 1lim M{(%F - llEiM]_(p)
(43) Joird = £t /b‘“’ *'4 )‘)
= lim Ml(z; +& ) = Ml(n') ?Z_‘(/( /\(E) +/’\ (T(:
£ o+
et en (39)
lim M (p) = lim M (E —a.) = 1in ME(P)
(44) Y s ‘ /-"*“" '
= lim Mé(-}; +¢ )= Mé(;:]j) (%/}Cq_) =/ (z;_))
£ gy Ly A(}
de sorte gue ; (L Y
: ] ; ) S
a, 7t —2/1[9/1'““3/14)_

|53 AE) 9l)1311)

.

- peut recourir, selon le cas, soit aux équations (36), soit

. ; relations :(3‘?)-(59).' LRI

do fait que les équations (47) ne pasrmsitent pas de déduirs d: uz-

recourir aux relations (37)-(39) qui domnent
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- 3%, 81 l'on s'intéresse &

o]
B

la forme de l'arc (C ) de (5),

[11]
&

§ 6. On utilisera pour conc_:ld_re la méthode proposée au $5 au
cas ol en (33) ' '
A\ @ =xp"

avec K) 0 et m constantes données.

(e)

En ce cas, (36) et (5) donnent comme equat*ono de la courbe

(C) (ou plus exactement de l'arc (C_ %)

&)

it Sl
Bl si (C (2l
‘\//‘77,, "9/771.: Z\/M:_/
47) ; 2\
Vil ) e
/7]
e arc cos L SN 8t (6 )<= ()
, > i .
\ \/ér‘ﬁ’)‘z' M/ 3§ Q/x/ﬂj‘:u brd it
Si l'on s'intéresse & la forme de l'arc (C_ ) il est préféravle,

nidre explicite l'une des variavles comms fencwion da L'autrs

‘ A (@) 51 0 < p £ z]iz
M1(P)=

g &

4,(p) si P2y

avec 4,(p) et A,(p) de (24) ; B(p) de (25)

(48)
: ?L’b e BJE_(P) si 0< p £ % 2
M,(p) = pr(ph . 7
—Z p* "™ B3(p)  si PE

Ot e (0=2m s £
Dy(p) = - = il 4 + log M

=2 rw-ﬁé?v—n/o

2 A
AL g
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# L g
"Dy(p) = \/ fﬂﬁ{jﬁ - arc cos
A/ -Zovavhﬁﬁzyb : '25?5
(48) - E(p) = Kp (1= ?.’m}‘2 ;-Bm(l + ;m)g
sg Dy(p) = - 58 E(p) 3 88 DE(,P) -—-_-7 _E@)_ :
On supposera d'abord ,
(#9) m L0, mé-3
et on crira 8 :
; — A +22 2 (m) é-—
(50) Racm) = ; /goﬂ ’ 1y, = ‘2’7” (/1"2 7:?)

La variation de fonctions Bz(m) et 34(m) de_(SO) est donnée

par les tableaux 1l4-15.

n -l—ce 0 -]5 Pl
s
R3<m)7lif’i’a/°/,ﬂ
Tableau 1&.
s o L

=0
1
T

£
£

1
i :
pm|e v 3 N o 7

Tableau 15.

8im < - — , (48) et le. tableau 9 dlsent que M, (p) est posi— :

tive et croissante dens 1' 1ntervalle (0 ,°© ). SElon la remarque 2,

1(9) de (37) admet une dérivée seconde continue dans 1'1ntervalle
(o0 ,00 ), done Ml(p) Pamts pour pYy 0. Par conséquent M (p) =
= Ml(p)(ml(p) + 2le(p)) B0 pour p > 0, ce qui donne le tablean

16.

| (52)j : M2<E3= H

464

o : La variation o
(51)-- : g S Ml(,P) 4 (48) .est donnde par les'

| tableaux 10

) g - :
2 da?é-les rubrigues 4,(p) et A5(p)

s ; Tableau 16'(m<..l)

17, ob (44) et (46) donnent ;

c?-f77 CTA§7C?:HQ/
fezrr=y o)

Le tableau 17 et (51) donnent le tableau 18, ol

s G M2(R (W) =

Py o8l - % <'m<-1
b (otn - 2
= Il- 8i | 3];
o B —_% <m <o
<25€?2?' af. /= % e %
- M (Px)= 2\/42' gi o g
(53) ' }( - Bk
: 'ﬁ PlJ si —g Zm ot 0

_-—/2_2-1" ‘8l m:-%-

\ P\1¢> (Pl.) si —%4 n < 0

avec py, Do et4€25 (p) de 1'énoncéd du thiordna

- E i e R, (48) et le tableau 14 donnent le tableau
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\\ : 5 IJL' 5 (m) ="0)
i) :

u(p) . 2 -

ui(i) =

D,(p) 4

NIRY

ok catl s

+ uy(E) ¢ Mp(Ry(m))  +

|
2, \00 e 0]
% |

fa2ad] 3
| —7

lih;r(.—u.) ; —0— / 1 J
. gableau 17, ( =3<£ m <0)

x (=
e M () ™Sa ’
/'7’( MECPX) 71 ﬁ

1 0
Tableau 18. ( - 5 m )

(43) et (46) donnent

(10), ( \/4__/_[/-2”*’5”’/"/%} P
o

L+p

L 'pl'-:'i B, (p)

i
g™ O & gt

"R s e i L=t
I . pl—m B,(p)
24

de sorte que

R = T T S

4:77/?2[ 21y 270} wmﬁ.

e|g

1
1

mn
e
H
v A

si m(% et m(1+2n) ¥ @

(54) T = 8g m(l+2m)
sim= 0
8lm= - L
au )
—=2 sim= 1
au, |, 2
; sim hs %

Les tableaux 16, 18 et (54) donnent la forme de 1'arc (C+) de

(5) dans 1'hypothése (49) (£ig.2 et 3), Dans

1'hypothdse complé-
2

Moy,
((72C0") 177 (57
@) o S
O ; - =/, —
Tig. 2 (ng = ) . P 3(-2<n<0)
mentaire on peut avoirr soit m = - -‘% y So0it m-_}_ 0. 8im= - —% y en
: X s
(38)  B(p) = o, late) <58 < o, 0 0,
'cé(p) e U S W Y e N VO i 20} =0,
e ; ‘ 2.\[/—5 = "1
: : A 1 ' i
Colp) = /Talp = grc coszvﬁ_ 2 :, 2@ =0, MES o
(compte tenu que (43) donne Lfl(E) == > 0), 2(p)
= Ml(P) (M (p) + 2p Ml(p)) > 0, ce qui donne le tableau 19 et
1o g, 4o : : A Mo
p o > |.
: ic
ml(P) -’;7‘ Z:/? ; . ; ‘!

Fig

' : 7
. Tableau 19 (n = -:2{) : < 4 (n=mp )

<
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gim — 0, (37) donne
2
?Bl(p) si 0 <p%

2 i
— B,(p) si PE
2§ B -
(55) g
&

Zq-pr%(P) si 04£p

M, (p)

1

L,/{& pB2(p) 81 B 2 I

En (48) D) = E(®) =E S 0 , @ < 0, D;z(p) V5 4

1-4p + DlC4 =0,
De(w \lél”P — arc cos 2‘//2 > D2(4
auouel cas en (39) i (p_)') 0 (compte tenu qu'en (52) Iué l'-) >0),
5 avec (55), (3) et (54) donne 1e tablean 20 ot 1a fim. 5

. Dl(P) = -

ce aui

= i

r:.‘.l{p') SO T 6

L0 ey = i =)

ablean 20. (m = 0)

: 5i m>0 , le tableau 13 donne le tableau 21, 81 0< g % {
le talﬂ eau 15 et (48) dnnnen'b

{ D IO . e<a ‘ "le ‘hableau 22, 81 m= g , en
¢

: i
bcp) L ] el 860 S b
ce qui donne le ‘tableau 23.

Tableau 21 (m >, Dj : 2
; gi % <mn (% i

le tableau

15 et (48) donnent le tablean 24. 81 enfin ma% , (37) donne

( %pl'emai(w Cesfo< p <

)A{%pﬁ /j)% e / 2i

0 - Pig, 5. (m= o),tg&;).f

M

“ce gui

165

avec (3) donne le tableau 25.

Pz ol

e
-
=
~
B
h

2
D(p) +
| B() . s .
D1 (p) =
bé(P) - 0 4 L
Dl(P) Ga\[ 0 i
D2(P) 0 /’ D (Rq_(m-l}) \ \ ;.:
M5(p) v MG = =t
()0 / - L5(pz) o-
Tableau 22 ( 0 £ m = _é_
P 0 % ¥ ]
D(p) + ik
E(p) : 0 .
Di(p) 2 '
D(p) 4
D, () ' S o £
Méti‘ié : i 5 E
M, b —
2(1’2 R o o Py 0

Tablean 23 ( m = & )
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: 1
S Py R, (m) i o0 B o B
A i
D(p) ‘ e n= %
E(p) + 0 = Sl .7 < mw < %'
r—‘ & 0 - i
' (56) - G 2 il %
Di.(p) = ‘ _
: ) e
£ e 1 20°7, Sl S - 3 Wl n = % ‘
; = |
Roe o B § <a<i ‘
r-s;é(p) + 0 44 . : |
mg(P) D MQ(PL;_) \ 0 y ‘ : /{/07” (/-—— 2 w7 g‘?ﬁ/) ‘

: : 1 1 ‘ ]
Tableau 24 ( T <m <3 ) i ; Les tableaux 21, 26, 25 et (54) donnent la forme de 1'arc ‘
: (C,) de (5) des fig. 6-9 |

UL,
vl < X 2
. o ey N2 (oD g
1:12(1’)r = \ ol CC# /
: Tableau 25 ( m __};_ % ) s
Bl L
Les tableaux 22-24 donnent le tableau 26, ob ; > 01 s, Z/
: ! 3 Fig. 6 (0 <. c\’ —) Fig,‘. ? (m= l) e ....f'.
m ; e m 2 < /<
: ¥ A 2 A 2,
e e ;
pir(p) ’0 / MQ(PH)' : \.5 0 (C)
= = 4 . . L2 Y [ /_ r
Pablean 26, (O < mK E) .. / |
; Ky i ‘
P35 = racine (u_nique.d_ans l'1ntt_-:-r?alle_ (5 ,cx-'?i - | : ~ %/?74(_) =
Ge 1la fonction Dy(p) de (48) sl 0« m< E Pig. 8 (3 <m < 1) Fig, 9 (m 2 1)
r’f:.’.') :":':‘: ; g 'Si.m=%‘ 1 b 45 ; i
1y : i ; 2 ' i 1 § 7. 51 1'on s'intéresse & 1'allure (de convexité) de l'arc :
Dy = racine (unigues dans 1tintervalle (01.1{?) i (C,_b) de (5), on peut remarquer que si 1'on tient compte des expres—

—
—

o B e : M 7
de 1a fonotion Dy(p) de (48) sl § Lm< 3 sions (37) de My(p), (2) de By(p), B,(p) , B (D), Bylp) et (36)
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et (39) de B(p) et D(p‘},_‘ (40) donne : ;

4 (p)/ (1441))‘/@/\1(13) A/‘i——/\ &) - :

- 2n[2/\(p) - (1-413)/\ (pﬂ log —ﬁjl_
oi- 0dp < 3

03/ €rap) ST A o) [/—1—/\ ®) -

4 72
- 21)[2/\ (p) + (=Ll+4p)A (p) arc cos ,__]

d i
St 2

dp di

st P g
: J 2 - :
() = -0 /T80 4 A®@ + 20-42)A@)2G-p @)

-3p (1~ 413)/\(1))] log —ﬂgr 2_1‘1 ?\ (p)[ -(1+

+ 2p)/1(p) + 6p(1-4p)A (p)/\ (p) - 692(1—4:9)'/1 (pj

A G LD [c1-4p)9f\ deaV cah
3 Z-‘/ﬁ

+ 4/ () - 12(1-2p) (1-4p) /) (p)/\ (p) + 2(1+2p) (1~

.,L. / -Q'z
-4pJ2/\(p)/\ (p)- 2p(1—4p)5/\ (P)J log s

2 V=
2 LMD
Hy(p) = (~l+4p) /\(pJ 2(-1+4p) \(p) 59(-1+4p)/\'(p)]

— i2 [ A\ Z(mpJ/\ (p) + epc-1+

) A@A @) + spz(—mp)‘a/\ (p)](arccos

+arc Ccos

e
+ 4p [—1«»49)5/\ (p)/\ G G 12(1-2p)(-1+

‘L.

+ 4p) A\ (p)/\ (p) - 2(1+2p)(~ 1+4p)° N\ (p)/l (p) -

\ - 2p(- l+4p)5/\ (p] é:'c cos /@}3

Si 1l'on é&c¢rit Nl(p) at NE(P) de (57) sous la forme

469
e f“ < ‘[‘HPVMP + 4(1-p)(1-4p) log _2?__£ it
/D
e 2(1+2p) J/1-4p log _’;%l’f > T6p e TIVE 2 4+\77T' /1/%

+6p(1—4p)[(1—4p) + 2 [T3p log ./i\____f T 8p(1=

_°p) log ——M SRS /( )I(PJA (p) +

‘+ 492(1-4p)2[-—3/ ~4p + 2(1+2p) log //-’L\/;—q/—o]
[ u /\(p}/\ (p) - 8135(1—41))9(10 f:Zj

£ +7— 2;/0)
24_0 /kP)/ U"J

A

NG 49%1—4p>3éow
(58)

+

f( ~144p) /~L#hp  + 4(-14p)(~l+4p) arccos 5

¢ 3
+ 2(l+2p.) /[ =1l+4p (arccos )—161) érccos—}-%pﬂ

+ 6p(-—1+1+p)z —(= l+4p) + aj-1+4p arccos

2] /@,

+ 4p)2 3 /-l+4p - 2(l+2p)azcco /(rccos -——-—
?.
i /\ (P)/\ (@) - 8135(—1.+4p)3 [arccos

]/\ @)/ (p)

-81)(1-

A (P)A (1’3) +4p© 2(-1+

- 29)(arccos

/\ (p) +

+ 4p2(-1+4p)3(arccos

on utilise les relatlons (42) et on suppose

!
s \@ + 3@ #o,

on a donc en (57)




{130 ’
4 6{ z, His d d’”y 5 .
s lim o
: ]jf-‘?"ﬁd/’& C'*_f-‘?f-—% mf/b-_-;"—z : : t,
L ot o AR 4%_\-:5
(2% AN ‘ZF A7y g éfoﬁ A7 e .—._‘-I“‘_ ZF oAPe. .’f.l
; 128/1 i)+ 9615 GIY-24 J+ Vi
oAy 2/ £ -/ / z)
N 4G BACE
2B & atmy
Oz " C)! %‘z :
ge sorte que (57) doune ;
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Le point 2° de la remarqueia dit que /ﬂ (p) de (65) admet
une dérivée seconde continue dans 1'intervalle (0 , 22 ) de
la,variabie, ainsi qu'il est requis en (35).

En choisissant donec convenablement la fonction //\ (p) '
en(bB). la fonotion F(lMy,M;) de (66), c'est-A-dire 1'équation

F(MI'ME) =0 de 1° arc (€,) de (5) peut avoir une forme aussi

'_ simple que 1l'on désire. Par exemple, si /\ (p) = K avec K

constante positlve, (66) ou (67) disent que l'arc (C+) est
une demi-droite paralldle 4 1l'axe Ol «

v be ch01x (65) de /W (p) de (36) et (37) semble toutefoi
artificiel, o! est pourqoi nous avons préfére la forme arbitraire
de /f\ (p) de ces formules.

20, Il est egalement évident que si ea (1) L=cto
alors en (4) ‘A, (m,My) = AQip M), en () A:(p) = A (p)
et en (35) N\ (p) = A,(p) (avec la convention de la fin du § 1)=
En Ge cas, %&? relations (8)-(11/ donnent la variation des

longueurs Ao(p) A (p) des intervalles d'!interpolation

-( s = l,Na ) ; les théorémes 1-3 la variation de la longuesur

A, (p) A(p) de l'intervalle d'interpolation et 1'expression
de F(Ml,M ) de (32) est determlnée en (33) par la longueur don-
née //\ (p) de cet intervalle.
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| ON THE MODULUS OF CONVEXITY OF L, BPACES

‘Ioangerb -

‘ msnodnlucfeonvaz:lt—yor Lp or DP[OJ.] was obtained
i first by Q. Hanner [3] (see also [4] ). In this paper we are propo-
. sing to obtain this modulus of convexity for (M, B) , E being
a B.i.lbert space, using a measure theoretical lemma. This lamma,
: inaph'ed. from another lemma of 2. Figiel [2], gives relations :
betwean a Ba.naoh space X and the space I.p( f X). The well known
Lnaqualitiss o:l.' Clarkson and Beurling ars derived from this cons-
tnact:l.m in & natural way.

! Denota by (8 .2, /ll.) the triplet consisting of a set 8, an
dgobn 3 of subsats of B, and a finitaly additive functiom .
defined on J and with values in the extended nonnegative semiaxis.
A set EeF -, with '/E(E) A0 is said to be an atom for /-( if
/l(l') =0 or fl.(F) -/L(E) for every set FcB, Fe 3 . The
function )“ is said to be purely atomic if every set Ee€ }, with
J (E) #0 contains an atom for s end M is sald to be non-
atonic if thers are no atoms for K. In the following, if B e 3
is an atom, then automabically we suppose that /.L(E) <o , Let



