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Asupra extensiei si aproximarii functiilor
semi-Lipschitz reale

CosTicA MUSTATA

In cele ce urmeazii vom prezenta o clasd interesantit de functii reale si vom studia
problema extensiei functiilor din aceasta, evidengiind dualitatea dintre aceastd problemd
i o problem& speciald de cea mai bund aproximare.

Tie X o muliime nevidi. O functie d : X x X — (0,c0) se numegte quasi-metrici
pe X dacid sunt indeplinite conditiile:

Q1) d{z,y) = d(y,z) = 0 dacil si numai daci = =y,

@) d{z, 2) < d(z,y) + d{y, z), oricare ar i z,y,z € X.

Se observi cii nu se cere conditia d(z,y) = d(y, =) pentru orice x,y € X, de aceea
functia d cu proprietitile 1) si Q2 se mai numneste si metrici asimetricd pe X.

Functia d : X x X — (0,00) definiti prin egalitatea, d(z,y) = d(y, z), oricare ar fi
x,y € X este de asemenea quasi-metricd pe X sl se numeste conjugata quasi-metricei
d.

O quasi-metrici pe X genereazi o topologie. Topologia care are o bazé de vecindtiti
formata din bilele deschise:

BY(z,e):={yeX: d(zy)<e}, z€X, >0,
se numeste topologia ”orward”iar topologia generaté de conjugata d se numeste topolo-
gia "ackward’m3. Topologia "orward”ste Tp-scparaté. Ea va fi Ti-separald dacd
conditia (1) se inlocuieste cu (|8]):

Q) dlzy)=0sz=y
Un exemplu de spa{iu quasi-metric important este (I, d), unde R este axa reald iar

d se defineste prin
_Jy—=, daci e T
d(z,y) = { 0, dacily < .

Topologia generatd de d este in acest caz Ty-separati, pe cind metrica

y _Jr—y dacd z>uy
d(z,y)—{ 1, dacik z <y
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genereazi o topologie Ty-separati ([6], [7]).

Alte exemple interesante de spatii quasi-metrice se gisesc in lucrérile ...... citate la
bibliografie.

Fie (X,d) un spagin quasi-metric. O [unctie f : X — R se pumeste d-semi-
Lipschitz daci existd K > 0 (numit constantd semi-Lipschitz) astfel incat

(1) f(z) — Fy) < Kd(z,y),

pentru orice z,y € X. B
Analog, f: X — R se numegte d-semi-Lipschitz daci existd L > 0 astfel ¢4

(2) F@) = f(y) < Ld(z,y) = Ld(y, z),

pentru orice ©,y € X ([6]).
Cea mai micd constantd semi-Lipschitz pentru care are loe (1) se noteazi cu || f|q si
este datd de formula

_ (f(z) - S VO
{3} ".”d = sup { (.‘:(:}:, ?f) * d{ml y) >0, =, AS X
Analog se definegte cea mai mich constantd pentru care are loc (2) si se noteazi cu
1 fla ([4], [6).

O functie f : X — R se numeste <;-cresciitoare daci f(z) < f(y) ori de cate ori
d(a, y) = 0 ([6]).

Dacd se noteazd cu RY, multimea functiilor <;-crescitoare pe (X,d), aceastd
multime are structurd de con in spatiul liniar RX, iar multimea functiilor d-semi-
Lipschitz

(4) d— SLipX = {f e RZ;: | fla < oo}

este subcon al lui RE,.
Dacl zg € X este un punct fixat, atunci fie

(5) d— SLipgX := {f € d— SLipX : f(xo) = 0}.

Functionala ||+ |4 : d—SLipeX — [0, co) este pozitiv omogend, subaditivd si || fla = 0

da.u“z g numai dacd f = 0 pe X. Prin urmare || - | este normé asimetrici [7] pe
— SLipeX, de aceea perechea (d— SLipeX, |- |4 se numegte conul normat al functiilor

d -semi-Lipschitz pe (X,d). Inlocuind pe d cu d §i Bicand aceleasi consideratii se obine
conul normat (d — SLipgX, || - |3).

Se observil ¢i f € d — SLippX daci gi numai dacd —f € d —~ SLipyX si in plus
lfla =1l = fI ([7], Propozitia 2, p. 59).

Alte propriet#ti ale acestor conuri normate sunt prezentate in [7].

In cele ce urmeazi notim SLipgX = (d — SLippX) N (d — SLipyX) spatiul liniar al
functiilor d-semi-Lipschitz gi d-semi-Lipschits, adici
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dzy>o  A(@,Y)

{fERédﬂR‘;d: sup M <00, f(mo):o}

pe care-] inzestrdm cu norma || - ||z definitd prin

|f(2) — f(w)l
(7) Nills = S = || fla V I flz-

Fie Y C X cu zg € Y, conurile normate (d — SLipoV, || - |a), {d — SLipeY, | - )
si spatiul normat (SLipeY, || - |z). O problemd importantd pentru aceste mulfimi este
de a stabili daci existi teoreme de extensie (de la ¥ la X) pentru elementele lor, cu
pistrarea normelor corespunzitoare de pe Y.

In cazul simetric (adici (X, d) spatin metric) cele trei mul{imi coincid deoarece
d(z, y) = d(z,9) gt ||fla = || flz = | fllz pentru crice functie Lipschitz reali pe (X, d).
In acest caz, teorema lui McShane [1] afirmd cil orice functie Lipschitz pe o submul{ime
a unui spatiu metric admite cel pujin o extensie cu péstrarea constantei Lipschitz.

In contextul spatiilor quasi-metrice avem

Teorema 1. ([4]) Fie (X, d) un spatiu quast-metric 7o € X un punct fizat i Y C X
cnzg €Y. Atunci

a) Pentry orice f € d — SLipyY ewistd Fy(t) € d — SLipoX astfel incdt

(8) F(Dly=f 5 IFa(Hla=Fla;
b) Pentru orice f € d — SLipyY, emisti Fy(t) € d — SLipoX astfel cd
) BNy =1 ¢ 1F(Hlz=1/lz
Demonstratia Teoremei 1.a) se face aritand c&
(10) Fy(f)(=z) = Li,g}f,{f(y) | flad(z,9)}, =€ X s
(11) Ga(f)(=) = 3g§{f(y) = iflad(y, ®)}, z€X

sunt extensii cu pistrarea normei || fla.
Analog se definesc functiile F5(f) si G3(f) in cazul f € d — SLipeY, care verifici

cerintele din b).
Teorema 2. Oricare ar fi f € SLipyY existd F € SLipgX astfel incdt

(12) Fly=f s |IFls=|/ls

Demonstratie. Fie f € SLipyY. Atunci f € d— SLipoY si conform Teoremei 1.a)
existd Iy € d — SLipX astfel incit Fyly = f i ||Fuls = [|fle- Din faptul ¢ f apartine

si la conul d — SLipY rezultd ci existd Fy € d — SLipgX astfel incit Fyly = f si

I17alz = 11 /z-
Considerim functia

F('II) = Fy(z) Vv FH(E), ze X
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Pentru orice y € Y avem F(y) = Fa(y) = Fy(y) = f(y) deci Fly = f.
Fie acum z,y € X. Apar urmitoarele situatii:
1) F(z) = Fy(z) st Fy) = Fuly)-

Atunci
F(z) - Fy) = Fa(z) —~ Faly) < | Falad{z,y)
= ||/ |ad(z, y).
2) F{z) = Fu(z) i F(y) = Fyly) (adicd Fa(y) < Fa(y).
Atunci

F(z) ~ Fly) = Fulz) - Fy4ly) < Falz) — Faly)
< | fle - dlzg).

3) F(z) = Fyz) 51 F(y) = Fily).
Atunci

F(z) — F(y) = P5— Fely) < |If1z- d(z, ).

Rezultd ci pentru orice z,y € X avem
|F(z) ~ F(y)| < (Ifla v il £z, y) = [ fllsd(z,y)

deci Fly = f 5 |Fllz = || ]z -
Fie
}’J" = {G [ SL'ipUX 3 Gly :0}

Considerim urmétoarea problemi de cea mai buni aproximare a funcgiilor din
SLipyY prin elemente ale subspatinlui Y
Pentru F € SLipyX s se giseasci Gy € Y astlel incat:

pEYY) =inf{||F —G|p: CeY'}=|F~ Gulls.
Notand
Pyi(F):={GoeY": ||F —Golls = p(F,Y*)}

are loc
Teorema 3. a) Oricare ar fi F € SLipoX, Py(F) # 0, adicd Y* este proziminal
in SLippX. In plus
p(F,Y ) = | Flylls, ¥ F € SLip,X.

b) Gy € Pyo(F) dacd si numai dacd Gy € F — Eg(Fly) unde
Ep(Fly) = {H € SLipgX : Hly = Fly i|H|p = | Flys}-

¢) Subspatiul Y este cebdsevian (adicd card(Ey (F) =1, ¥ F € SLipg(X) dacd gi
numai docd orice functie f € SLipgX are extensia unicd cu pdstrarea normei ||f||p.
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