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Restul seriei Taylor poate fi pus sub formi de integrald. De aceasta
formi s’a folosit Malmsten [1] pentru evaluarea restului formulei
de interpolare Euler-Maclaurin, fird altd ipoteza asupa functiei de inter-
polat decét existenta derivatelor care figureazi in formuld. De altminteri,
o altd evaluare a restului cu conditii mai restrictive, dar avantajoasi
pentru aplicatii, a fost data de N. Sonin [2] i Hermite [3], care
generalizand forma folosita de Malmsten cu atita succes a reusit

_si pund restul din formula de interpolare a lui Lagrange sub forma de
integrali multipld. Hermite considera a priori o integrald multipla
si demonstreaza cd ea reprezintd restul despre carc este vorba. Vom da
aici o demonstratie maiexpeditivé, folosind relatia de recurentd a diferen-

: telor divizate. Din demonstratie va rezulta si modul de formare a integralei.

Vom da apoi o alti formi acestei integrale, ca generalizarea formei integrale

a restului seriei Taylor si apard si mai bine. De aci, vom deduce imediat

generalizarea formulei lui Darboux [4] si formula lui Weierstrass. O

alth aplicatie este exprimarea restului formulei de interpolare a lui

Lagrange. Formula are avantajul cd nodurile pot fi egale. Ca aplicatie,

regisim evaluarea restului din formula de cuadraturd a lui Simpson.

Folosind expresia diferentei divizate sub formd de integrald de wvaria-

hild complexdi, se stabileste pe altd cale formula datdi de S. E.

Micheladze [D]

1. Se dau punctele z,..., Z.41, distincte in planul complex si o
functie olomorfd in domeniul de convexitate Q) al punctelor considerate.
Prin definitie ) este format din punctele comune tuturor multimilor
convexe si inchise care contin punctele date. De altfel, existd un poligon
convex ale cirui varfuri sunt unele din aceste puncte, cele rimase nefiind
exterioare acestui poligon [6].

Hermite considerd integrala:

1 t ls ly—
Iz oz 1201=\ dtlS a a7 w0
« 0

« 0 0 «0
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unde s’a pus
U= (zp41 —2z,)1, + (En—zu ) loy 4+ ... (zp—2z) 8 + 2
. o o . o . . !
st aratd cd ea reprezinti diferenta divizatd a functioi f(2), e punct 1
b o ’ C Le e

1o &1,

(215 Zugr, 1(2)] (2)
Observim mai intai ci folosirea i
y ; 1 ea integral e legitima
fiind in domeniul de convexitate (Q, CIZ%I:; g;e(rln):cst(/ ‘ogitimé, prnetul
O=h=t_,=. =1=1.

Aceasta rezulti din egalitatea
u=1,z2,.1 + (o —1) 20 + ... + (h—1y)z, + (1 —1)z

cdci coeficientii ¢,, 1, —1¢ i
=, =1, 1—1
[aot co n s n ool i, I —1 nu sunt negativi si su
rg;tgstdivlilzrgggt?;). ISJinilemonstlram acum ca integrala (1) 1‘§prezin§té dirfl':ga
] . [ru n = X 1t ificata, fii a ;
renfa, propozitia este verificatd, fiindci atuncj
U= (z,—z)l +z

$1 prin urmare,

ez, 10 = 7 () aty = (% ) gy L2 =12,

.0 2215, , 22y
o Presupunem propozitia adeviratd pentru n — 1 si vom ardta ci se me
vne si pentru n. Pentru aceasta, efectuim in (’1) ultima  integ 3 si
b . 1ma integrald si
P
(Zng1—2a) I [z, . . St ()l =1[zy,. .., 2,_,, Zng, [(2)]—
— [z, 20y, 2, f(2)].

Este relatia de recurent 3
Liste relatia d urenta pe punctele date, cand se di difer le ordi-
gul intaiu. Astfel, propozitia lui Hermite este dovedita :fij‘f(l)ggﬁg emn ldflv
€ aicl §1 modul de formare a integralei (1). . e

Se i . ks . o
care Sepgitevgje;ntgggaﬁl (1) o lfor_ma mar potrivitd pentru aplicatii, din
gy - neé analogia cu integrala, care r S
. . ( ' re reprezinti r
seriel Taylor. In acest scop, facem schimbarea de \’fariabilep estul
b
=1, u _
n n—1 Uy , tn—l = in—z Up—1,. . . fz = il Uy , il = u,. (3)

In urma acestei schimbiri de variabile, integrala (1) devine:
1 1
.I ::g L. _g (n) n—1 , n—o
), .Of (u) ur Uy ™ .o n— duy duy . ., du, , (4)

unde acum avem :

U=(Zu1—2z,) uu, ...

Uy + ... +

Uy + <Zn__zn‘1) U Uy ...

+ (Zzﬁzl) Lll “l-Zl_
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t4 formd, se observa ca functia ap Tt us T L uy, de sub in-
u este negativit ca in integrala care di restul seriei Taylor.
rezulti imediat generalizarea formulei lui Darboux,
[7]. Intr’adevar, dupia

gub aceas

ald, n '
teglAﬁa fiind, din (4) re
jata de Jensen si de Paul Montel
d

aceaStE‘ formuld avem:

A,

<0
unct din domeniul de convexitate ) i A, un numar al cérui

1
. S wrt e dug duy - du,
0 .

jind un p - . . .
m(j;lr{ul nu este mai mare ca unu. Efectuénd integrala din membrul al 2-lea,
Obtineln generalizarea anunfatd

’ Q)

I=12 . (5)
n!

In cazul particular cand functia f(2) este reala si punctele z;,.. ., Znt1
sunt situate in intervalul (a,b), formula (5) devine:
L,

. n!
Eﬂ £ fiind un punct situat intre cea mai mica §i cea mal mare din valorile
{ Zl,...7z;1,_|_1.

Facem o micd digresiune pentru a arata cum se deduce din (1) o inte-
eratide Paul Montel pentru obtinerea

rald analoagd cu cea consid ‘ : ) fin
i ducem in loc de {4, si I, noile variabile

formulei (5). In acest scop, intro
=2 + (ZZ_'Zl)t17
Pentru i, = 1,, egalitatea a doua, tindnd seama de prima, devine:

0(220'.1 + (Z3_22) 12.

| o =2z, + (zs—2) L.

In locul lui Z; ludm variabila

oy = oty + (23— 25) Iy
Pentru Iy = 1,, tindnd seama de expresia lui o,, avem:
wy= oy +(23—2) L.

5
Continuim astfel pand epuizdm toate diferentele z,—2zy,. . ., Zos1 — Zn,

luand in locul lui ¢, variabila
0y, = Op—1 +(Zn+1 "'_zn) in.

si ficand 1, = ty—1 , oblinem, tinand seama de expresia lui o,y ,
$ ,

a'llz——l = mn.—Q + (zn—\—l —zn—l) ln-l °

Cu noile variabile oy, %, ..., %, integrala (1) are expresia urmatoare:

2 ; O(l"l_
(zz——zl)g do, S“ da, ... g ' j(e,) o

I= (Zn—lfl'_'zn) EEE
Xy odn—1

e 5y
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Sub o astfel de form&, pune Paul Montel diferenta divizatj,
generalizarea formulei lui Darboux. Dar se observi ci aceasty
prezintd dificultdti pentru obfinerea acestei formule.

Se poate da o alti expresie medie integralei (4) aplicand formyly lui
Weierstrass, deoarece domeniul () este convex. Dupi aceasti fomiu]ﬁl
se obtine: "

Pentyy,

‘1
formy ] \ [ (o) vp—tor =2 v, doy doy .. dos

2 n

«0
0 "

tfel o expresie restrnsd a restului cu care integrala S L. (x)
as :

Avem a

1- 1 . .
—1 n—2
I. g § b coctpaduyduy .. du, = 7

b
inta integrala S f(z)dx.
.0 JO 1‘013"6Z1ntl e

a - 0 . T ~
eram formula de cuadraturd a lui Simpson. Presu

ceati 1d .
Ca aplicafie, COnsi (a, b) impirtit in doud pirti egale prin punctul a; -

punem deci intervalul
In acest caz

unde Z este afixul unui punct anumit din domeniul de convexitate () ,
punctelor z,,...,2z,,,. Prin urmare, deducem formula, obtinuty de
Paul Montel [8] din (1). ‘ a+b
© (:1;) = (x ——a) (ZE -—7) (x _b)
I==2.
nl A bisnueste
: : A um se obignuesgte,
2. Integrala (4) ne permite si exprimdm restul formulei de interpolare Pundnd, © ’
a lui Lagrange. Fie f(x) functia de interpolat $i Ln—1 (z) polinomul Iy;
Lagrange pentru punctele z,,...,z,. Notand

cp(a:) = (z —Zl) o (z — Z) o (v) devine

avem urmditoarea expresie a restului cHutat:

alt) = (* g“)amﬂv_l)

1 1
— _ =0 L. (n) yn—1 —2 .
Flz) = f(z) =L, , (2) = (x)g § ol o os ™o doy a0, (6) si, prin urmare, oblinem pentru rest expresia

/0 o0 ) :
‘ 1
unde ‘ : (b —a)4 §+ L2 —1) g, (1) dl
V=(2—2) 01 vy ... V0 + (2n — 20 4) 0, Dp oo Unet + ot (2 —2p) 0y —2, 2 o1
Se deduce de aici, aplicand formula (5), 1 cu motatia

11
a0 =0 C 70t vt

04J0.0

F(2)— Loy (z) = 3 170) (),

nl '

unde

A avand aceeasi semnificatie ca mai sus, iar 1 fiind in domeniul de con- b
vexitate al punctelor z, z, ,. . ., z,. , b—a (1—1) 0, 0,05 + bfavl b+ 2.
. D= - 15293
Notand cu oy (), o5 (2),. .., &, () polinoamele fund.a_ment_ale ale lui 2 2 2
hi%ﬁ?nge(xzelit;\ggt{f Pliﬁlnc(;tsﬂ% f(l)fma %, 86 poate verifica imediat cf I Expresia restului poate fi scrisd si sub forma
. . 1 b—"a 40+t 2 2
R(x) = o (o) Do gy o e "4( 2 ) L(t o
L (n—1)1! ' ) (=)t u. (7) : T
Forma aceasta a restului este dati de Kowalews k i [9]. Se observi ! “unde avem b 11t .
insd cd forma (6) datd restului este mai concisi §i mai proprie pentru g, (1) = ——a& & \ ™) (v) vi v3 vs doy dv, doy.
aplicatii. 2 Joldolo
Presupunem acum ci punctele Zyy. .., Zp sunt reale gicd luim inteerala . . . R TP st formula mediei, oblinem:
functiei f(z) pe intervalul (a, b). Din formula (6) deducem: ° 4 Aplicand integralei care figureazi in res
. \ b—a\t , §+ o 2
b b b o 2—1)2di
\ t@)de=( L@ do +( o0 (0) o SN
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< fiind o valoare din inter a
' ervalul (—1,1). InsH, in ur seleiasi for
" (—1,1) , ma aceleiasi formule,
4
b [
fE) =Ty T
7 fiind un numir din (e, b). Ficand calculel asest
L . , e, se gaseste pentru resl
i , 8¢ gaseste pentru rest valoareg

1 b—a\®
= (4)

o <
3. Ne propunem sd stabilim pe altd cale for 1i

: : S 1 alld d Olmllla 14 dlIl Dare al 3
al memoriului lui Micheladze [5]. (14 paragratul 3
A Plastrand notai;ull_ef matematicianului sovietic, fla,b,..., 1), va insemna
in cele ce urmeazd diferenta divizati a functiei
Avem egalitatea ’ i( Jpe punctelé @, b1

1 S f(z)dz
2ri ), (z‘a)(z——b)‘..(z‘l)
integrala de variabild complexi z tiind lua}d pe curba inchisi €, in interiorul

careia se afla pu}lctele a, b, .. l. Ficand aici m puncte egale cu z si
cele ramase notandu-le cu a ... a,, avem: ° ’

f(x,“.,x,alp..,mgzzkifg [ (z)dz .
i) (f—a)" (e —a) . (z—a,)
In interiorul curbei € avem polii simpli Ay, ..,y si polul z de ordinul

m. PGD |‘1‘u Calculal‘ea l‘eZlduurllOT f 1 ) ‘] m ¢ A} o In eleme l 6] [
a fr , L 5l ) 1 ) nte sim :)]f’;

fla,b,...,0) =

1 oA,
(z—ay). . . (z2—ay,) = zZ—aq,

1

(av—ay). . (ay—ay—) (a—ayi1) (¢, —a))

Expresia precedents lifer 1 divi i i
I a precedentd a diferentei divizate devine atunci

f(:cl,...,xn,al,‘...,an):ZJAV 1.g Mfm
v zml e (2 —a)" (z — a)

De aci, urmeazi expresia reziduului relativ la polul a,

_Ha)

(*>1)m A A
v (CU . av)m

Pentru a calcula reziduul polului . punem z =z +h si revine si aflim
9 ‘7 le e C

. 1 :
coeficientul lul—fdm desvoltarea in serie a functiei
l J

flx +h) .
hm(x _av) (1 + h )
T —a,

7 APLICATII ALE DIFERENTEI DIVIZATE 123

Din desvoltirile in serie dupd puterile lui i a numaritorului si numitorului
rezultd cu usurin{i expresia urmatoare a reziduului cdutat

A\) n : A\'

]t(m-l)(x) \nﬁ AV _f(m—ﬁ)(x) n ) i . )
(m—1)! “r—a,  (m—2)! »2:‘1 (x—av)2+' c ) ) ;1 (z—ay)™

Tindnd seama de desvoltarea in elemente simple de mai sus, obfinem
formula cautata

f(z z, o a,) = [ () vﬂ”'*?)(g«, i" A +
yooe ey 0y Uy oy Ua B ' n o (”1_2)!\}21 (w—a\,)""
(m— 1) IT (2 — az)
) h=1

e P A= e AL

y=1 (l‘——av>m

In cazul m = 2 giisim astfel formula (11) din acelasi paragraf al memoriului.

OTEPALIMY JIENMMOKW PA3HUIbI, BHIPAYXEHHBIE B ®OPME
MHTEIPAJA

(KPATKOE COJAEPYKAHUE)

O60061as naTerpabHyo popmy ocratka paja Taiinopa, l'epmut [3] BHpasun
jequMylo pasHocTh (yHkuud (2) B Qopme kpaTtHoro uuterpana (1). B nHa-
CTOSIILIEM COOOUIEHHM [aeTCs HOBOE, BeCbMa NPOCTOE€ JOKa3aTeJbCTBO, U3 KO-
TOPOrO TAKKe BbITEKAeT Croco6 00pas3oBaHHs WHTEerpasna, paccMaTpuBaemoro
lepMutoM . priori. 3aTeM, 3ajaHHbLl HHIETPAN NPUBOAUTCA B Gonee yAOOHbIA
paa onepauuu Bug (4). Orcrofa BbITeKkaeT KaK HENOCPEACTBEHHOE CleICcTBHE
oGo6meHust popmyasl Jlapoy |4], (5), sanHoe Vencenom u II. Montenem [7].
AHanoru4uHo, npumeHss Qgopmyay Befiepwirpacca, MOXHO MOJY4YUTH APYroe
cpefHee BhIpaKeHuWe AeNMMOM pasHmubl, ganHoe Tawke [1. Montenem (8). Lna
TOrO 4TOObl IOJYYHTH UBBECTHYIO CPEAHIOI BEeNMUYUHY OCTaTKa (POPMYJibl KBa-
npatypbl CuMIICOHA, MPUMEHAETCS MHTerpan (4), npudieM HeT HEOOGXOAMMOCTHU
BCTABJATH MOA MHTerpasn mnpepwuctyio ¢ysxmuio. Haxonpar dopmyny C. E.
Murenagse [5], ¥ B aTOM Clydae NpPUMeHAeICS BhID@KEHME PasfeJieHHO pas-
HOCTH, B Bilfe MHTErpaja KOMIIIeKCHOW nepeMeHHO. '

APPLICATIONS DE LA DIFFERENCE DIVISEE, MISES SOUS
LA FORME D’UNE INTEGRALE

(RESUME)

Hermite [3], généralisant la forme intégrale du reste de la série de
Taylor, a mis la différence divisée d’une fonction (2) sous la forme d’une
intégrale multiple (1). On donne dans cette Note une démonstration trés
simple dont résultera également la maniére de former I'intégrale, considérée
4 priori par Hermite. Puis, on pose cette intégrale sous une forme
plus commode pour les applications (4). On en déduit ains, immédiatement,
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la généralisation de la formul '7
mule de Darboux [4] (5). On tr ,
' cl};ci)lll‘;ls?oﬁnarlf gue, en appliquant la formule de (V\;eiersrtlr;slso ut\;e’ ¢ une
e oyenne de la différence divisée, donnée égafeml;fltautre

Paul Montel[8]. h
Ensuite, on applique I'intégrale (4), pour obtenir 1 .
connue du reste de la formule de qliadrature BIQHSiEIln;;ggurs;?gy?n_ne-
’ alre

1nte}§:\Iflenir, 15011-3 I'intégrale, une fonction discontinue
keladcznc uglon de cette Note, on trouve une forrnl‘ﬂe de S. E ;
e [5], utilisant cette fois Iexpression de la différence d i

sous la forme d’une intégrale de variable complexe HVisée
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In aceastd comunicare se trateazd, pentru functiile de trei sau mai
multe variabile, unele probleme tratate de G. P. Tolsto v [1] pentru
functiile de doud variabile.

Fie o funclie ¥ (X, Y, Z) definildinlr'un domeniu S. Presupunem cd in
acest domeniu, excepldnd evenlual o mulfime E, nedensd pesie tol in S:

I. F(X,Y, Z) cil gi numerele ei derivale in raport cu Y sunl conlinue
in raport cu Z.

1. Numerele derivale in raporl cu X ale funcjiei F(X, Y, Z) sunl con-
linue in raporl cu ansamblul variabilelor (Y, 7).

In aceste condi}ii:

1. Muljimea ® a punclelor de disconlinuilale ale funcliet F(X, Y, Z)
esle nedensd peste lot in S.

2. Avem ® C E si F(X,Y,Z) esle aproape pesle lol conlinud in 3,
dacd E esle de mdsurd nuld.

Pentru demonstratie observim ci, in orice interval continand puncte
din S, existd un subinterval fird puncte din E, deoarece E este peste tot
nedensd in S. Insd, in orice punct interior unui interval din S, care nu
contine puncte din E, funciia F(X,Y,Z) este continud. Intr’adevar,
fie m(zx, y, z) un astfel de punct. Intrun plan 7 trecand prin m gi paralel
cu planul YOZ existd un interval bidimensional inchis b continand m,
in care, tinind seama de condifia II, numerele derivate in raport cu X,
ale functiei F (X, Y, Z), sunt continue, deci mirginite. Se poate scrie
atunci, pentru functia F (X, Y, Z), o conditie Lipschitz fata de X, uni-
form# fati de Y §i Z in intervalul bidimensional b. Exista doud numere
pozitive K si m,, astfel ca

]F(X, ]/‘,Z)*’“F({l?, Y7Z)l<1{|X—_$l*< I(“/h (1)

pentru | X — x | < #,, punctul (Y, Z) fiind oarecare in b.



