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Metoda Iui Fourier aplicatd problemei determinirii campului termic in
peretele unei tevi de cazan incilzit dinafari si continand induntru, pana la
un anumit nivel, api si deasupra vapori, conduce la rezolvarea unui sistem
liniar cu o infinitate de ecuatii, avand o infinitate de necunoscute, de forma

(o]
D dun=4, ; h=0,1,... 1)
n=0

Adci 0 L ag< gy <...<ay <. si ap tinde catre infinit.

Un sir de valori { u, } este solutia sistemului, daci pentru aceste valori seriile
din membrul int4i devin convergente si sumele lor egale cu A;. Se pot concepe
si solutii in alt sens: pentru ele seriile trebue si fie somabile si suma generali-
zatd egald cu Aj,. Vom considera numai solutii in sensul convergentei.

Primele incercdri de studiu al sistemelor infinite au fost legate de cazuri
particulare ale sistemului (1). Chiar Fourier a fost condus la un astfel
de sistem printr'o problemd de cilduri [1]. Totusi, sistemul (1) nu se incadreaza
in acele teorii ale sistemelor infinite care au devenit clasice. Sistemul (1) nu
satisface conditiile in care putem aplica metoda aproximatiilor succesive, metoda
reduselor sau determinantii infiniti [2].

E. Borel a dat indicatii pentru rezolvarea sistemului considerat [3]-
El a ardtat ca, fird a restringe generalitatea, putem presupune | A4, | < K. A
considerat apoi o functie intreagi ¢ (z) cu zerourile simple a, si

92

e~ =Cén)_,_c(1n)z+c(2”)zz—{—... (2)
n

Printr’un rationament incorect el ajunge la concluzia ci

Lln:—vi————'s n=O, 1, (3)
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este o solutie a sistemului (1), dacd conditia
h
o) _,an_ _
=0 19" (an) |

este verificatd. De aici urmeazi ci sistemul (1) are intotdeauna solutii. De fapt,
alegem un loc de ¢ (z) functia intreagd g (z) - 6 (z), unde functia intreagd 6 (z)
nu se anuleazid in punctele a,. Conditia (4) devine atunci

w0, n=0,1,... 4)

™ (11’;
L~
1§ 19" (an) |16 (an)|
si putem' alege 0 (z) astfel ca aceastd serie sd fie convergentd.

Ardtim printr'un exemplu cid nu. se ajunge la rezultatul obtinut de
E. Borel. Fie

an=mn; Ag=A, =1, A,=A4,=...=0.

, h=0,1,...

Putem lua
g(z) =€ sinz

si desvoltand functia
e sinz
z — T n
in serie dupd puterile lui z, avem

=1, =1
cé"):O, cg"):—'——a n=1,2,...

Conditia (4) se verifica:

2s) h w0
a, .

ST @]~ S e
Expresia (3) d& valorile pentru u,
u, =2
1

n
el S
Tnet"

n+1
=y~

Pentru a vedea daci aceste valori verificd sistemul (1), le inlocuim in ecuatia a
doua si membrul intdi devine

n=1,2,...

S i gyt 2 LI
anp Up = T (— .
1;'(.1 e n=1 ( ) nnem 1 -+ e” ”

Deci solutiile furnizate de (3) nu verifica sistemul, cu toate cd conditia (4) este
verificata.
Aducem cateva preciziri in aceastd chestiune.

1. In acest punct, se presupune n'= 0 (an), r > 0. Vom aljéta cd, in acest
caz, dacd sistemul (1) admite doud solufii distincle, ea admile o multime de
solutii de pulerea continuului.
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Alaturi de sistemul (1) considerim sistemul omogen

~ |
2 au, =0, (1)

Solutia generald a sistemului (1) se poate scrie ca suma dintre o solutie parti-
culard a sistemului (1) si solutia generald a sistemului (1°).

Sistemul (1’) admite intotdeauna solutia banald u, =0, n =0, 1,...

Sa presupunem cé el admite si o solutie u, diferitd de cea banald

AOO
>a i, =0, h=01... ®)
n=0

ceea ce se intdmpld cu sigurantd dacd sistemul (1) are doud solutii distincte.
Seriile din membrul intéi al sistemului (5) converg absolut ). Intr’adevar,

iR . .
alegem p :[—}+1 si folosind convergenta simpla a seriei din ecuatia
r o

a (h + p)-lea,
]aﬁ+l’ﬂn!<l, n<N

> n>N.

W = 1 1 (n"\P
Ian . unl < = = ——1 > counst.

nf" \ a, nrr

Avand pr > 1, rezultd convergenta seriei

[ce]
6y, = E [aﬁ unl.
n=0 )
Se vede usor ci sirul o, tinde cdtre infinit cel putin ca o functie expo-
nentiald; fie v un indice fix, pentru care a, > 1
On > actavi
Incepand dela un anumit rang H, sirul o, este monoton. Fie

a, <1, pentru n <<k si a,>1, pentru n >k

k—1
si notdm 2‘ lu,| =A. Avem
n=0
[ee] _ [e's) _
GIL<A+ZUZ\Un[; 0'/z+1>2617”1+1iun|-

n=»Mk n=k

Alegand un u fix astfel ca ay > 2, se poate determina H in asa fel ca
pentru & > H sd avem

BT )
ay, - luH|>A.
Pentru h > H

Ghi1 — Op > aﬁ“ ’ﬁ\u_| -aﬁ|ﬁpi — A > aﬁlﬁ{i,(ay_ —1)—A4>0.

1) Pentru cazul «, == n convergenta absolutd a fost ardtatd de Gh. Calugdreanu [4]-
Aici avem o generalizare usoard a demonstratiei sale.
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Fie 9T multimea functiunilor intregi

[ =cot+ciz+ ... +Fecazv+ ...

pentru coeficientii cidrora avem

[ce]
Zrch‘611+p< @, p:O,l, (6)
h=0

Conditia (6) se poate satisface, de exemplu, prin alegerea
1

h? o9,

[Ch|<

atunci

1
[enlonip < Ontp < —, dacd h> max(p, H).
h% 6y, ~ R?

Fiecare coeficient putand fi ales dintr'un anumit interval, multimea 91T
are puterea continuului. Polinoamele fac parte din 9IT.
Inmultind ecuatiile (5) cu ¢, incepand dela (p 4 1)-lea si adunand, avem

o0 o
2 ch Z aflﬂ’ u, = 0.
=0 n=0
Tinand seama de (6), putem schimba ordinea sumelor
@D e}
Wl
P.Uu h
Zan uanhan_O
n=0 h=0

sau

S @ f(an)ln=0, p=0,1,.
n=0

Vedem deci cd sistemul (1) este satisficut de
Un [ (an) Un, n=20,1,...

Multimea acestor solutii are puterea continuului.

Observafie. O solutie nebanald a sistemului omogen (1) contine o infinitate
de numere pozitive si o infinitate de numere negative. Intr’adevir, daci
Un, <0, k=1,2,...1si pentru n = n;, u, >0, putem alege

FO) = —an)(z — an)® ... (z — an).

Atunci up =f(an) - Un >0, n =0,1,... si am ajuns la contradictie.
2. Definitie. O solufie {un,}, n=0,1,... a sistemului infinit (1) se
zice de clasa I fatd de funclia intreagd aleasd g (z), dacd
o0 Q0
Zluan'[cgp)am<co, p=0,1,... )
n=0 h=0

In caz conirar, solufia se zice de clasa II.
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Se vede cd solutia u, tinde cdtre zero. Impirtirea in clase s’a ficut din
pungtul de vedere al rapiditatii convergentei sirului u, citre zero.

3. Existd cel mult o solufie de clasa I fafd de un anumit g (2) §i ea trebue sd
fie de forma (3).

Intr’adevir, dacd {u, } este de clasa I, seria dubli

s

m -
> 2 cpatu, ®)

n=0 h=0

Il

converge absolut. Inmultim ecuatiile sistemului (1) cu ¢l si adunénd, ob-
tinem

co a0 [e0)
cP) Diatu = D' ¢P) A
sau, schimband ordinea sumérii,
113__‘ [os] (o)
u Teln) qh = clP A .
= "]Z_ZO h n g h h
Dar
o0 -
Sem g - (@) [0 dack np 9)
im0 " dn—ap g’ (ap), daci n = p.
Deci
[ve)
Z C;LP)AIL
=12 o,
g’ (ap)

Observajie. Rezultd ca rapiditatea convergentei unei solutii nu poate depisi o
anumitd limitd, in cazul cand avem o infinitate de solutii.
4. S& presupunem ci avem o solutie de clasa I. Ea este datd de formula 3),

care inlocuitd in (7) ne conduce la condifia necesard pentru existenta solufiei
de clasa I:

0
o [P agé” cMA,

>3

=0 h=0 (9" (an) |

< w, p=20,1,... A)

5. Formuldm o condifie (B). Daci sistemul infinit omogen

~

=0

admite numai solutia banald, spunem ci este satisficuti conditia (B).

0

Zc}LP}EhZO, p=01... =>§=§=...=0. (B)

h=0

Condifiile (A) si (B) impreund sunt suficiente pentru existenfa solufiei sis-
temului (1).
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Admitem (A) si (B) si notam

[ce]
JOW|
¢

v_z(; vy

AR

an ==

Vom ardta ci u, satisface sistemul (1). Avand in vedere notatia introdusd, (A)

se scrie sub forma

D0 (03]
h—
2 Z{c}lp)anunl< w, p=20,1,...
n=0h=0
din care rezulta
@ D (o8] [e 6]
: O
clp) atu = N u c(p) gt

2 n a
e v R e };: hom

Al hl

C(P) > au = u "(a
e B S » 9 (p)
Sop Saa, -

clp) arua = clm A
ot A= ™ = " h
@© ® .

| S ahm, —A,]=0

Cc —_ —
=0 nzoanun L) 7

de unde, in baza conditiei (B), rezulti

e o)

N
Zau-——A.
n:()nn h

O{Jservg,ti.e. Conditia (A) poate fi inlocuitd printr’una mai restrictivd, dar de
iforma.t mai simpla. Fie G maximul lui |g (z) |, cand z descrie cercul I' cu centrul
In origine si raza R > 1, care nu trece prin niciun punct an si 8 = inf | z—ay |
cand z descrie I', iar n =0, 1,... ’

Tinand seama de inegalitatea lui Cauchy

cg‘n) < _1__ g_
R 3
si de | A, | < K, avem
[ee]
A, <K§* el <f{_Gi* 1 _KG R _ o
v=0 v=0 8 v=0 RV 8 R ——1 !
Deci conditia
® » cp) | g
> !”’"|<oo,, p=0,1,... (A)

n=0hr=0 ]g' (an)

atrage conditia (A).

1~

Testasd QYHKIUA ¢ OPOCTHIMU HYIAMEI On U (2) pasmosenue QyHKIUM
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O BECKOHEYHO! JIUHENHON CUCTEME
(KPATKOE COJIEPHKAHUE)

Meron @ypbe, OpuMeHAeMbl B OAHOI npo6sieMe  TEIJIONPOBOJHOCTH ,
UPHUBOJUT K cHCTEME (1) ¢ GeckoHEYHBIM YHMCJIOM HEU3BECTHBIX Un. Yucaa
(tn, — TIOJOMRUTEIbHEL T CTPEMATCA MOHOTOHHO K 6eckoHeuHocTn. OrHOCH-

pestbiIo arodi cueremsl E. Bopens mamern ciepylomuit pesymbrar: myctb ¢ (2)

g (2)
Z—an
(ramme uexnoit). Ecam yerosme (4) ymoBIeTBOpeHO, TO dopmymnamu (3)

naercsa pemeHue cmereMsl (1).
Ha mpumepe mokasaHo, uro pesyisrar E. bopens OIIOOIHBIH :

Ilpumep TaKOil:
an =mn; Ag=A =1, Ay=A;=...=0, g(z) =¢sinz.

B cBs3u ¢ BTHIM BOIPOCOM AAIOTCA HEKOTOPHE YTOYHEHUA.

1. Ecaim cuicreMa (1) pmomyckaeT paBa pAasiWYHBIX pelIeHNA, TO OHA
[OTIycKaeT GecKOHeTHoe YICJIO pemleHmui. ‘

2. Bymem masmBarh pelleHUe {un} 1 Ruacca oTHOCHTENBHO MB0pPaHHOM
$ymrnun ¢ (2), ecim ummeem (7). B mpormsHOM citydae pelenme Oymer
IT wmmacca.

3. CymecrByer IO MeHbINell Mepe OJIHO pelleHHe 1 wmacca, m ecan
0HO CYIIeCTBYeT, TO OHO JaerTcs (opMyitoit (3).

4. Jlaerca HeoGXOAUMMOe YCIOBUE [JIA CYMECTBOBAHIA peleHns 1 miacea.
Iro yemosme umeer Bup (A).

5. Veuosus (A) u (B) mocrarodssl AJs T0OTO, a6k (3) OBLTO pelleHUEM
cuereMsl  (1).

6. Vemosue (A’) spuserca Gosee OrpaHUINTEHHEBIM, dTeM (A).

)

OBSERVATIONS AU SUJET D’UN SYSTEME LINEAIRE INFINI
(RESUME)

La méthode de Fourier appliquée 4 un probléme de chaleur conduit au systéme
(1), avec une infinité d’inconnues u,. Les membres a, sont positifs et tendent
d’une maniére monotone vers ’'infini. Relativement & ce syst¢tme E. Borel a
trouvé le résultat suivant: soit g (z) une fonction entiere avec les zéros simples

an et (2) le développement de la fonction entiére 93 Si la condition (4)
z—dan .
est vérifiée, les formules (3) donnent une solution du systeme (1).
On montre par un exemple que le résultat de Borel n’est pas correct.

L’exemple est le suivant:
an=mn, A=A, =1, A, =A;=...=0, ¢( = e*sinz.
Dans cette note, ’Auteur apporte quelques précisions sur cette question.
1. Sile systeme (1) admet deux solutions distinctes, il en admet une infinité.

2. La solution {u,} est de 1*¢ classe par rapport a ¢ (2), sila condition (7)
est remplie. Dans le cas contraire, la solution est dite de II®me classe.
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3. Il n’existe, tout au plus, qu’une seule solution de I®e° classe et, si elle
existe, elle est donnée par la formule (3).

4. On donne une condition nécessaire pour I'existence de la solution de Iére
classe. Elle a la forme (A4).

5. Les conditions (A) et (B) sont suffisantes pour que (3) soit la solution
du systeme (1).
6. La condition (A’) entraine (A).
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