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BULETIN STIINTIFIC
SECTIUNEA DE STIINTE MATEMATICE $I FIZICE
Tomul VI, ur. -2, 1954

O GENERALIZARE A UNEI PROPRIETATI
.. CARE INTERVINE IN METODA LUI RUNGE-KUTTA
PENTRU INTEGRAREA NUMERICA A ECUATIILOR
' DIFERENTIALE

DE

D. V. IONESCU

" Comunicare prezenfatd de academician GR. C.MOISIL in sedinta din 12 ianuaric 1954
1. Sid consideram ecuatia diferentiald
e S Yy =e(my) - @

variabilele x si y fiind reale. _
Presupunem ci functia o(z,y) este desfisurabild in serie intreagd dupa
puterile-lui & — 2, . * — Yy, este absolut convergentd cind |z — x| < rsi
1y — Yo | <<.R. In acest caz, se stie ci ecuatia diferentiald (1) are o integrald
unicd trecind prin punctul de coordonate (z,, yy) si ¢4 aceastd integrald
se poate dezvolla intr-o serie intreagd dupd puterile lui x — x, absolut
convergentd intr-un anumit interval |« — x| << 1y < I
' Seriind x in loc de z, si y in loc de y,, diferenfa y (x + h)—y (2) unde
| h|<<ry, este datd de seria intreagi.

. h I
, yx + b — y(x) = Tl y'@ + @ )

Ecuatia diferentiald (1), impreund cu conditia initiald y (x) = y, permite
calculul coeficientilor y'(x), y''(x)... din dezvoltarea (2).
C. Runge [1] ocupindu-se de integrarea numericd a ecuatiei diferen-

tiale [1], a ardtat ci dacid se calculeazi

my =ho(z,Y)

2
my=nho(x -+ hy+m)
my =ho(x + h, y + my)

m2:h“’(x+"§’y+ﬂ) (3)

3%
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atunci functia de h
1 4 .
e @)

K =

nuld pentru A =0, dezvoltatd in serie dupd puterile lui h, are primii trei
termeni identici cu primii trei termeni din dezvoltarea (2).
W. Kutta [2]a ardtat cd dacd se calculeazd

n, =he(z,y)

n, :hcp(:c +i, y+ﬂ) ' _“f

2 2 | v ()
h n\ o
ng =hoele +—, —2 ‘
3 ‘P( + 5 y+ 2)
ng =ho(x +hy + ny)
atunci functia de k
2 2
K — n, + 2n, + n3—{~n4, (4

6
nuld pentru h = 0, dezvoltatd in serie dupa puterile lui h, are primii patru
termeni identici cu primii patru termeni din dezvoltarea (2). o

Se stie ci proprietatea ardtatd de C. Runge si W. Kutta este
utilizatd la integrarea numericd, a ecuatiilor diferentiale.

in aceastd notd se di o generalizare a proprietitii de mai sus, indicindutse
un procedeu regulat care s permitd construcrea unei functii K de h, €u aju-
torul unor formule de tipul (3), (3") sau (4), (4') a cérui dezvoliare, dupd pu-
terile Iui h, s& aibd primii m termeni, unde m este un numar dat;:-ide_ntici
cu termenii corespunzitori ai dezvoltdrii (2), adicad sa avem e

K:\%y’%—%y”—}—...—[—%y(m—{—... (B)
2. S# consideram nodurile
| x4+ nh(i=12...,n) (6)
si o formuld de cvadraturd.
x+h n ¢
1 ds = 3 fe 4 i) o

unde numerele 2;si A; sint astfel alese ca formula(7) sd fie exactd ’peﬁfrﬁhn
polinom oarecare de gradul p >n — 1.
Scriind cd formula 7 este verificatd de

f(s) = (s — x)F (K =0,1,...,p)
vom avea formulele

n h
A= (K=0,1,...,p). ®)
T

%
?
%
.
%
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o I;n-fornvaula @ s§£ inlocuin pe f(s) cu y'(s) in primul membru iar in membrul
al"do.l.lea sd dezvoltdm pe y'(x + A;h) dupa puterile lui A, mérginindu-ne la
primii’p =11 termeni.- Vom avea

v (@ k) = 3
x v = e .
@+ k%,) TR G
Formula (7) ne va da
) n 2L 2
y(x + h) — y(z) -‘:Z A; 2 Ty(kJri) (x) + ZA;Ri
i=1 h=0 : by
Zplv B *+ 1 (z) S k -
== — U X T A, ?\i + A,,: Ri
i=o k! i;f ' g
§1 tinind seama de ecuatiile (8), obtinem
h B2 ot
@D —y@ =y ey yesn 4 (g)
. 1! 21 (P + 1)! o

I

" . . ‘ .
‘Formula de cYadratura (7) ne conduce deci la dezvoltarea (9) a diferentei
y(xz 4+ h) — y(x), in care s-au pus in evidentd primii p + 1 termeni. i

3. In formula de cvadraturd (7) si inlocuim .

; , pe f(s) cu y' = oz,
alegind nodurile  + 2, h, astfel ca ele sd intre in intervalul de existel?‘sé g%
integralei ecuatiei diferentiale (1) care trece prin punctul (z,y). Vom obtine

. . n1
=1
unde s-a notat

Yy = y(x + N h).

Se stie cd dezvoltind membrul al doilea al formulzi (10) dupi puterile lui
obtinemtdezvoltarea (9). (10) dupd pu e et

Demonstratia de la punctul 2 aratd cd, dacd printr-un mijloc oarecare
s-au putut calcula diferentele

Ky = y(x +3h) — g (@),

cu ajutorul functiei o (x, ), astfel ci dezvoltind dupd puterile lui 2; A avem

Nk Oul)? o Oy -
"_T!yﬁ_——?,!y o+ ;1 g4 | {amn
atunci functia de h ‘
n
K =>"4;¢ @+ nh y+k) (12)
i=1
dezvoltatd dupd puterile lui h, ne va da
ro h h? hp+1
: K=" g+ gy, 4 —— goth 4 1
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adicd functiile de h, y(z + h) — y(x) si K au primii p + 1 termem din’ dez—

voltérile lor taylorlene, identici.
Rimine s aritim procedeul regulat, care perrmte obtinerea numelelor Icu

cu ajutorul cdrora se calculeazd numdrul K si aceasta 1ncep1nd cup =0,1,2,..
Este evident cd pentru p = 0, vom lua

¥ = ¥ (%), K;y=0
si formula (12) ne va da

n
K:ZAicp(x—}—)\ihy) =hy +...

i=1

4. Cazul p=1 o

Vom lua
K;=Nho@y a9
si formula (12) ne va da ' o
T
K => Ao+ Nhy+k)=ry + y"+ o (149

-
[}
b

ca
Exem ' P 1u. Si folosim formula de cvadratura a tlapezulul ;

% £(5) ds =——[f<x> +f +b>]

L%

)

care este verificatd de un polinom, oarecare de gradul intli. Avem

=0 , =1
h h
A=l A ="
17 9 2 9
Formula (14) ne aratd ¢i vom putea lua - AR
K,=0 K, ‘-—‘—:h'cp;'(x,sy)\" - o Li’ N

iar formula (14’) ne va da ,
ho@y) tho@rhy+ Ky By
2 - 21
Deducem astfel, urmitorul procedeu practic pehtru construirea’ functiei K.
Se calculeazi cu ajutorul functiei ¢ (z, ¥),

K =

{'s

L=hoY) e s)
lzzhcp(x+h,y+l1)
§1 atunci : ‘ SRR E RPN

L+1 h '
K =2 2 —hy + —y’' H+.... . (157
2 TR 4
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S-ar fi putut intrebuinta si formula de cvadraturd cu un singur nod
x+h h
S @G ds:hf(:c—!—-——),
£ 2

exactd pentru un polinom oarecare de gradul intii.
In acest caz avem

=, A =h

[\

si deci urmitorul procedeu practic pentru construirea functiei K se calculeazd
cu ajutorul functiei o(x,y)

h .
Lh=—o9@y) “(16)
si atunci
h [ h? 1% ’
K=h@(x+—2—,y+ll)=hy +*2—;y +... (167)
5. Cazul p =2,
Vom lua
7\

si atunci conform teoriei generale de la punctul 3, vom avea

K—Z’Aicp(r—l—khy—i—K)—hy-{— y"—{— y"’—{— (17"

Pentru a preciza numerele K; ne folosim de procedeul practic de la punctul ‘

4, Utilizind formulele (15) vom calcula
lfal = )‘ih ¢ (.’E, ) ‘ ' (18)
lp, =Nho(x + M g + 1)

© sl vom avea

liy + 155 (0 B)2

Ki=22 2= hy’ +>=—y"+4.... ’ 18’
i 2 i hy YR (18%)
Dacd utilizim formulele (16), vom calcula

4 7\,; h

g === (z, ¥) (19)

si vom avea

(s by

K‘_mhcp(x+——,y+1,1)—xhy g (199
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Exem plu. S& considerim formula de cvadraturd cu doud noduri
wt+h h 2k
g fls)ds — —-—[f(x) +3 f(x +_)]
x 4 3

care este verificatd de un polinom oarecare de gradul al doilea.

Avem
2
=0, M=
h .
A1: s A7:3h
4 2 ‘“4‘

Aplicind formulele (18) si (18') vom avea

l;,; =0, l,, =0, K, =0

3
12\’1 = -z—hcp (93, y)

2 2h
l(‘,z :-3—]1({)(:10 +—3——9 g + 12,1)

)
o
K, = s - bovp ::ﬁy' T ?:)[ g+ ..

2 3

Aplicing formula (17’), vom avea

1 2h h? h®
K =— [hcp (z, y)+ 3ho (9« +—=2y +K2) =hy'+—y" +—y" +...

: 4. 3 21 31
Sintem astfel condusi de urmitorul procedeu praectic pentru construirea

functiei K.
Se calculeazd cu ajutorul functiei ¢ (x, y)

ll = Il(p (17! y)’

I 2k

ls=h<9( gg—ber +—2-2~)

si apoi
L + 3L, . 2 h® ‘
Ke=2A 1 83 hy +—y"' +—yg"" +.... 20’
1 hy oy 517 (20

Dacd am fi folosit formulele (19) si (19), am fi fost condusi la urmitorul
procedeu practic.

=20 (+_,y+ ) <20>

L

.
-
.
-
-
-
z
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e

Se calculeazd cu ajutorul functigi ¢ (z, y)

L = ho (3, 9), | 1
: |
h L
I, = ho [z + 2, _;__.L), 21
2 ( ECR Y -
2h 21
lazh‘.@( —l“—"’ _33)
st apoi ,
I, -+ 31 h? 3
K=21""Pohy+—y"'4+—y"" +.... 21%)
4 rradtav T @)
6. Cazul p =3. .

Tinind seama de pmcédeul indicat la punctul 5, se pot calcula functiile
k,, astfel ca sd avem
v 4

(0; h)? (M h)®

K,i:)\,é'h I+ " ”I“}“... 22
b o1 y T 31 y (22)
Atunci formula (12) ne va da imediat
n
E =340 +%5hy+k (22)
i=1 .

unde coeficientii A4; sint luati dintr-o formuld de cvadraturd de tipul
x-4+-h n
\ T r@as = S are+nn
X =1

care este verificatd de un polinom oarecare de gradul al treilea.

Vom avea

K—hy+ J”+ y”’+ y<‘*’ ------ 22")

Exemplu. Si pornim de la formula lui Simpson
x+h h h
g £(5) ds:-G—[f(x)+4f(x+—2—)+f<x+h>}

care este verificatd de polinomul de gradul al treilea cu coeticienti arbitrari.
Pentru acest caz avem

1
=0 L p=— Mg =1

h 4h h
A = , A, =— , Al —
g S S

Pentru a calcula functiile k;, k,, k; utilizim de exemplu formulele (21) si (217).
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%

Pentru 3; =0, vom avea K; = 0. |

Pentru 3, =_2.: calculdm
h
l2’1 :'E_ CP (x: y)

h h l
ly,y=—0|x 4 —> 1
202 2‘?( 6 !]+3)
h h
12,3—-2-@(90-{—-——,;; )
(h)
lyy + 3y R, 2

3
2
K e 221V VTR ’/I
2 1 2 Y 31
Pentru Ay =1, calculdm

13’1 = h ¢ (.’E, y)

h l

Ly, —holz + b
32 ‘P(v 3 y+3)
o en a2l

Iy =holz+—> y+=2
33 ‘P( 3 ) 3)

lg); + 3153 L h2 K3
2’y L 8'e =h I+___ rr _I_—'—',
1 R TR g

Aplicind formula (12) calculdm
ll =h ¢ (x: y>

h .
= to(o oy itk (23)

K, =

Iy=ho(z+h y + k)
si vom avea in sfirsit

I + 41, +1 h? h? ht
K — 4 2 T3 _hy Ay —y A —y® . (23
o y+2!J +3!y %My + (23

9. Cazul p=4.

Pentru a construi functia K, relativd la p =4, putem folosi formulele
de la punctul 6, care si ne dea functiile k;. Este preferabil insd in acest caz
sd se intrebuinteze procedeul lui Kutta.

Avind

(i h)?

4 )\ih3 e h
= Ounyy + Gy Gy GO

® 24
31 41 8 + ‘ @4

K«»}mwz@wmmm\mw

|
%
|
E
|
%Z
§
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formula (12) ne va da
n
K=>4A9¢@+Nhy+k) (24)
=1 :
* unde coeficientii A sint luati dintr-o formuld cu cvadraturd de tipul

x 4R n

U roas= 3are+un

% i=1 .

care este verificati de un polinom oarecare de gradul al patrulea.
Vom avea
h? h4

h2
K =hy' +5ry" +—y y@ 2

® 4 247
51 a? Tk @4

Exemple. 1° S& pornim de 1a formula de cvadraturd cu trei noduri

Sz+hf (s) ds = é’g{u(x) + (16 + V6)f (x + _‘3:1_‘.61/_5__11)+ (16 — )
f(x + 8416 )} ©9)

care este verificatd de un polinom oarecare de gradul al patrulea.
In acest caz, avem

616 6-+V6
=0 . =T - M=y
4h 16+ 6 16 — 6
d=55 » A=—gg b A=y R

Pentru a calcula functiile k; aplicim formulele (4).
Pentru ), =0, vom avea Kj_o

6 —16

Pegtru Ay = 0 calculdm
’2’1:6—%}Eh¢(%y) v
C o, 6 _1_0]/'6 holo+ 6 _2.0\/5 by +l§1)
= S5y e +9:50—V-—6:—h,y +l—22—2-)
12’4:—6—:—1_-61/-61th :c—[—g_:l—_ovj.h’y _*:12’3)
K, T T e

6“
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« Pentru A4 :6——1’—616——, calculam
6+ )6
ls,y =—%~‘h ¢ (z, y)
6+ 16 6 4+ )6 Iy
Z.;, IR e e " [ A
312 10 hcp(w+ 50 h,y+2)
6 4 VG 6 V6 lyp
lo,g = —= ' S L2
3:3 10 (P (x + 20 h; 2 )
p _6+1/§h 6+ )6
pa =5 e 33+Th;y’+la’a
_ 13!] + 2 1392 +2 13:3 + 1394
g =
‘ 6
Aplicind formula (12) calculdm
=ho(z,Y)
., 6—1V6
I, =nh (”c —h, y+k )
e =helT+—g—hyth - (26)
6 +1/6
I,=hy (:zc -}——j#—h, v+ Ica)
§i in sfirgit
K ! 6) &
= 36| 4L+ 6+ V6)1, + (16 — |/6) 13] (26")
Vom avea
, hZ h 5 ‘
K =hy Tyt y”'+ y""—‘——~y<5>+ ..... (26")

2° Ddm alt exemplu pornind dela o formuld de cvadraturi dati de
S. E. Mikeladze [3]sicare are un avantaj fatid de exemplul precedent
deoarece intrebuinteazi noduri in care numerele 2; sint rationale.

Formula este

i

si ea este verificatd de un polinom oarecare de gradul al patrulea.

k4 Pentru aceastd formuld avem

=0 , 7\2:1 , Ay =2 "
9h 19h 5h
1 T 7T s Az = As = P
24 24 24

7\4

_44 —_—

3
h
4

2

Y+ﬂWh=§@ﬂ@+»wm+m-ﬂﬂx+%w+ﬂ£+%n

S S A e S

«mm«»mmww«m«%mmwwm“

.
.

4
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Caleulam functiile k; tot cu formulele (4) ale lui Kutta,

Pentru A, = 0, avem k&, = 0.
Pentru 2, =1, avem

I, = = ho(x, y}

h lyn
s,y “‘h‘P(x +—2—’ y+ 2)

h lf)af)
1253 :h({)(x +'2—’ g + ;2.‘)

s =ho(z-+hy+ 22,3)

ky = = o

Pentru Ay = 2, avem

lgy = 2h ¢ (2, )

Z“:
lssy = 2h g ('C +hy+ -‘;1)

-t

i s ny 4]

e

lypg = 2h @ (x + 2h, y + I3,5)

ky =

6
Pentru 2y = 3, avem
gy = 3ho (2, )

3h {40y
— 3h x A I P Y
lyp = 3 @(r-r O’y T 2)

=4

Q

R,
14,3—311(9(’8 +i’9—, y + ”)

P4

ly.q =3ho(x + 3k, y + ly5)

ly,
K4:41 .

Aplicind formula (12) calculdm
L =ho(zy)
A, =hoe( 4+ hy-+k,)
Iy =ho(x + 2k, y + k)
Iy =ho(x + 3hy + ky)

lt),l + 21252 + 21‘)53 + Z'?’4 N

sy + 2y + g + loos

+ 21412 + 21493 + 1454 .
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si in sfirsit

. |
K= 2 (Oh+19L = 5L +1) 27’y

&
Vom avea

4 5
y/// __}_f.i__y(ls)_:_ g_y@) G (27//)

h2 h
:h I — II_L
K =hy +2!y | 1

3
3!

aw

8. Exemplele tratate la punctele 4,5,6,7 aratd cum se construieste
functia K (hR) atasatd ecuatiei diferentiale (1) cu ajutorul unor formule de
tipul (3); (3'), care dezvoltatd in serie dupd puterile lui h, si aibd primii m
termeni identici cu primii m termeni ai dezvoltarii (2).

Metoda datd mai sus pune in evidentd posibilitatea de a se construi

o astfel de functie K (hR) pentru un m dat, astfel cd pentru un numir m mare
teoréma pe care am dat-o apare ca o teoremi de existentd a functiei K(h). .

Metoda pe care am dat-o prin utilizarea formulelor de cvadraturd de tipul
(7) nu este unicd. Este suficient sd citdm formulele lui Runge si Kutt a,
care au fost obtinute pe altd cale. Este astfel important sd subliniem deose-
birea dintre formulele date de C. Runge si W. Kutta siformulele date
in aceasti Notd. Formulele lui Runge si Kutta nu pot fi obtinute printr-o
alegere convenabild a unei formule de cvadraturd de tipul (7).

Formulele Iui Kutta (4) si (4') sint mei simple decit formulele date la
punctul 6; functia K(h) datd de Kutta se obtine calculind pe ¢(x,y) pentru
patru perechi de valori (z,y), pe cind functia K(h) data la punctul 6, se obtine
calculind pe o(x,y) pentru sapte perechi de valori (x,y). De aceea, pentru
cazurile p'= 4,5, ... prezintd interes cercetarea unor formule de tipul (4),
(4') in numir mai mic decit cele date la punctul 7, reluicdu-se in acest scop
metodele din cartea lui C. Runge [1], sau alte metode.

Formulele date in aceastd Notd, ca si cele care se pot construi pe baza lor
pentru p = 5,6 ... pot servi la integrarea numerici a ecuatiilor diferen-
tiale in aceeasi misurd, in care servesc formulele date de C. Runge si
W. Kutta.

Vom prezenta ulterior alte rezultate relative la sisteme de ecuatii diferen-
tiale, precum, si cele care provin din aplicarea unor formule de cvadraturd
de alt tip decit cele intrebuintate la punctul 3.

OBOBIEHUE CBOVICTBA', BXOIOAMEIO B METOI, PYHIE-KVTTA
IJIA YUCJIEHHOTO MHTEIPUPOBAHUA NUOOEPEHIUAJIBHBIX
YPABHEHUN

(KPATHKOE COIEPHAHHE)

B macrosAmeM coobmeHnn paccMmarpuBaercs Aufdepennumanbroe ypaB-
werne (1), Te Hepemensbie T u Y meiicrsaresnbusl. Ilosommy, gro Qyarmus
¢ (Z,§) pasmoMEMA B TOMHEIL PAX IO CTeneHAM T— T M Y — Yo, a0COTIOTHO
CXONAMmAaAcsa, Korpa | T — % |< T, [§—Yp|<<R. HsBecrmo, 94T0 B 9THX
yemopuax puddepeHnnanbros ypaBHenue (1) nueer epWHCTBeHHHIH WH-
Terpas, TPOXOAAIEII dYepes TOUKY (Yg—UYy) I PaBIOMHMBEIN B IONHBIHE

i Axcfﬂ«x»«x\wmmmwwmwmwﬂ

T s
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@

PAN IO cTemeHAM Z—Zy, a0COIIOTHO CXORAImiicA B KakoM - mmbo mATepBaTE
|@—Bg | < Ty <<T.

Fean BMecTo %o M Yo HAmMcarh & ¥ Y, T0 PasHocTh Y (T RA)—y (%)
nasrea pagom (2), aGeoaiorso cxopamimmes, worga |h| <1y

" Pyare [1] m Kyrra [2] namu mparTudeckue MeTOAH FNA HOCTDOCHUA
$ymxmquu K(h) npu momomu gopmyxn (3), (3) mm (4), (4) rak, arobum
TpH PA3NOMEHNE B IOJIHEIN PAX IO cTeNeHAM R IepBhkie TPU WJH LepPBHe
derHpe WimeHa OBIIN TOMLeCTBEHHE COOTBETCTBYIOIMM YieHAM pPARa (2).

B macrosmem coobmenun maercs o6obujenne storo cBolicTBa Pymre-
KyTtra u ykaseiBaercs peryispHHil MeToM, II03BOJIAININI TOCTpOeHMEe QYH-
man K(h) opu nomomms gopmyast tuna (3) m muma (3') rTam, wrobm mpum
pasiloMeHNy [0 cTemeHAM h mepBEe wieH 7t OBLIM TOMIECTBEHHEI COOT-
BeTcTBYIolnM 4ieHaM pajga (2).

UNE GENERALISATION D’UNE PROPRIETE INTERVENANT DANS
LA METHODE DE RUNGE-KUTTA POUR L’ INTEGRATION
NUMERIQUE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

(RESUME)

On considére, dans cette Note, I'équation différentielle (1), ou les varia-
bles = et y sont réelles. On suppose la fonction ¢(z,y) développable en série
entiére, suivant les puissances de £— x, et y§ — J,. absolument convergente
lorsque | @ — Xy |<r, |[§ — Yo|<<R. On sait que, dans ces conditions, 1'é-
quation différentielle (1), a une intégrale unique passant par le - point (xg,
yo), développable en série entiére, suivant les puissances de * — x,, absolu-
ment convergente dans un certain intervalle |z — x| <<r;<<r.

En écrivant x et y au lieu de x, et y,, la différence y(z -+ h) — y(2)
est donnée par la série (2), absolument convergente lorsque | h|<ry.

Runge [1] et Kutta[2] ont donné des procédés pratiques par les formu-
les (3), (37) ou (4), (4') pour construire une fonction K(h) dont le développement
en série entiére, suivant les puissances de h, ait les trois premiers termes ou
les quatre premiers termes identiques aux termes correspondants de la série (2).

Dans cette Note, on donne une généralisation de cette propriété de
Runge et Kutta, en indiquant un procédé régulier permettant la construc-
tion d’une fonction K(h) 4 I’aide des formules du type (3) et (3'), dont le déve-
loppement suivant les puissances de h, ait les premiers m termes identiques

‘aux termes correspondants de la série (2).
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