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INTRODUCERE

In ceea ce priveste problema figurilor convexe (in plan si in spa-
fiu) — se poate afirma ca probleme de genul acesta s-au pus deja in
antichitate. Bine inteles, scopul acestei conferinte nu este de a da o
tratare istorica a acestei probleme. Noi ne vom ocupa de situatia actuala,
privind, in special, rezultatele moderne din acest domeniu de cercetare.
Totusi, {in sa remarc faptul cd rezultatul cel mai vechi, in aceastd pri-
vintd, este o teoremd (sau mai bine zis o afirmatie) a lui Archimede, care
poate fi formulata astfel:

dacd dintre doud curbe inchise si convexe, una este induntrul celei-
lalte, atunci cea din afard este totdeauna mai lungd.

Sédrim acum multe secole si reamintim doar un rezultat al lui Cauchy,
din 1813. Aceasta teorem#d o putem enunta astfel:

un poliedru convex este determinat dacd se cunosc: forma, mdrimea
si ordinea suprafetelor laterale.

In privinta metodelor de demonstrare si- a rezultatelor obiinute, in
aceastd disciplind, trebuie sd subliniem cd studierea suprafetelor convexe
este in strinsd legaturd cu teoria corpurilor convexe; astfel, in cele ce
urmeazd, vom insista de mai multe ori asupra acestui fapt.

Dezvoltarea suprafetelor convexe o putem impdarti in 4 perioade:

a) prima perioadd o socotim pind la aparitia geometriei diferentiale;

b) a doua perioadd pinad la aparitia lucradrilor lui Minkovski;

c) a treia etapd ar fi timpul in care au aparut lucrérile lui Minkovski,
pind la aparitia metodelor spatiului metric;

d) a patra etapa incepe cu aparitia metodelor spatiului metric, mai
ales in lucririle lui A.D. Alexandrov si in lucririle elevilor sdi.

In cele ce urmeazd, mai intli vom motiva, pe scurt, aceasti impir-
tire in etape, apoi vom caracteriza, in linii mari, cercetdrile si rezulta-
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tele obtinute in cele 4 perioade; dupa aceasta me vom ocupa de probleme
mai importante — privind in special noile cercetdri, metode si rezultate.

In privinta impartirii istorice de mai sus, trebuie sa accentuam ca
de aici nu reiese nici de cum cd metodele de cercetare dintr-o etapa
anterioard, cu inchiderea etapei, ar fi pierdut valabilitatea si eficacitatea
lor, sau cd problemele mai vechi s& nu fi avut si mai departe efect
inspirator. Metodele noi si problemele noi — ca in general in matema-
ticda — imbogétesc si pun sub o lumind moud pe cele vechi, dar folosirea
metodelor matematice continui astfel se intimpla si in teoria suprafetelor
convexe.

Pe lingd impértirea istoricd, are o importantd deosebitd impartirea
problemelor in sensul ,geometriei in mic” si ,geometriei in mare”. In
afard de aceasta, se mai cunoaste impirtirea din punctul de vedere al
metodelor folosite, astfel: metodele geometriei elementare, metodele geo-
metriei diferentiale, metoda lui Minkovski si metoda spatfiului metric.

Din cele spuse mai inainte, reiese clar ca aplicarea metodelor de
geometrie diferentiald constituie numai o parte din cercetarea proprieta-
tilor la suprafete convexe. Tinind seama, insd, de scopul acestei sesiuni,
ma voi stradui sd md ocup in special cu metodele de acest gen la fiecare
problemi ridicatd. Tin, insd, sd remarc cd metodele de geometrie diferen-
tiald, si mijloacele de cercetare folosite restring clasa suprafefelor de stu-
diat si astfel ele nu se pot folosi la chestiunile privitoare la clasele impor-
tante de suprafete, mai ales la problemele ,‘n mare®. Este necesar deci sa
ne ocupdm si de metodele legate de spatiul metric, mai ales dacd {inem
seama ci rezultatele cele mai noi au fost obfinute tocmai prin aceste
metode.

§ 1. Motivarea impdr{irii pe etape a dezvoltarii teoriei suprafefelor convexe.
Caracterizarea etapelor

Pini la descoperirea calculului diferential si integral, studierea figu-
rilor convexe s-a ficut cu ajutorul metodelor de geometrie elementara,
care in parte anticipeazid metodele diferentiale si integrale, insd sub
form3 geometricd, servind mai ales la cercetarea problemelor izoperime-
trice in legdturd cu curbele si suprafetele cunoscute in acel timp.

Calculul diferential si integral, dupi cum se stie, a adus o schim-
bare profundd in special in studiul proprietdtilor ,in mic”, adicd in
chestiunile privitoare la vecinitatea punctului; impartirea punctelor supra-
fetei in puncte eliptice, iperbolice si parabolice, jar paralel cu aceasta —
studierea suprafetelor sau a regiunilor de suprafete care confin numai
puncte eliptice, iatd care sint chestiunile care atrag atentia din ce in ce
mai mult asupra studierii suprafetelor convexe. In urma cercetdrilor si
rezultatelor lui Gauss, problemele in legdtura cu transformarile izome-
trice, apoi cercetarea figurilor convexe in spatiile riemanniene, in sfirsit
cercetarea curbelor si sistemelor de curbe pe suprafetele convexe, sint
chestiuni care trezesc interesul cercetétorilor. :

Cercetarea curbelor de suprafatd, studierea problemelor izoperimetrice
si a altor probleme extremale, apoi studierea problemelor de ,rigiditate”
a suprafefelor, sint acelea care ne conduc la studiul ,,in mare” al proble-
melor de geometrie diferentiald si constituiesc obiectul acestor cercetari.
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Suprafetele folosite in aceste cercetdri sint, de cele mai multe ori,
diferentiabile, chiar analitice si rezultatele obfinute se refera de asemenea
la suprafete de-astfel de clase. Se stie cd acest fapt reiese din natura
mijloacelor matematice ce se folosesc in geometria diferentiala.

Cercetdrile lui Minkovski, in domeniul corpurilor conveze si al supra-
fetelor ei, socotind si lucrdrile anterioare si ulterioare ale altor cercetd-

tori, aduc o nou# metodd si — concomitent cu aceasta — mnoi rezultate -

in teoria figurilor convexe. Astfel lucrarile lui Minkovski si rezultatele
obtinute in aceste lucrdri intr-adevdr inseamnd o noud etapa in dezvol-
tarea acestei teorii. Bine infeles, in aceste cercetdri, metodele geometriei
diferentiale sint folosite numai intr-o micd masura. Ca mijloace de cer-
cetare se folosesc: functiile convexe si ecuatiile lor functionale, apoi func-
tiile de sprijin si de distantd — indiferent dacd ele sint derivabile sau
nu — si, in sfirsit, expresii de integrale si anumite forme liniare.

Este foarte important cid rezultatele si teoriile geometrice ale lui
Minkovski au gisit o aplicare largd in teoria numerelor, in teoria forme-
lor si in teoria cristalelor.

Dup# constatarea lui Minkovski, figurile convexe au un rol asema-
nitor in geometria contemporand — constatarea dateazd din 1916 — ca
figurile de gradul al doilea, in geometria proiectiva.

Studierea diferitelor spatii metrice, apoi dezvoltarea topologiei si a
analizei functionale au fost acelea care au dat un nou avint in cerceta-
rile geometrice. Hilbert, Cohn-Vossen si mai ales A.D.Alexandrov si
grupul cercetitorilor din jurul lui, au elaborat o noud metodd si au adus
rezultate bogate in studiul figurilor convexe.

Cu ajutorul acestei metode, mai ales in urma activitdtii matemati-
cienilor sovietici, s-a descoperit o serie intreaga de proprietdti importante,
in cazul suprafetelor convexe, mult mai generale, si chiar in domeniul
geometriei ,,'n mare” s-a dat o metodd generald si prin aceasta o posi-
bilitate de cercetiri sistematice, tocmai acolo unde metodele geometriei
diferentiale nu se aplicd sau se aplicd greoi.

Dupi pérerea mnoastrid aceastd metodd si rezultatele de aici consti-
tuiesc o nouad perioada in studierea figurilor comnvexe.

§ 2. Notiunile mai importante ale metodei spatiilor metrice

Socotim necesar, inainte de toate, si dam o privire generala asupra
notiunilor mai importante din lucrdrile de genul lui A. D. Alexandrov pe
baza cartii lui: ,,Geometria intrinsecd a suprafetelor convexe” (1948).

In lucrarea aceasta, cercetirile se refera mai ales la spatiul cu 3
dimensiuni, dar tratarea  problemelor analoge este posibild si la varietati
metrice mai generale.

Suprafata este o muliime de puncte in care:

1) fiecare punct are o vecindtate omeomorfd cu cercul;

9) doud puncte oarecare ale multimii se pot lega printr-o curba con-
tinua sitvatd in multimea data.

Curba continui este imaginea continud a unei sectiuni de dreapta.

Daci, la o suprafatd, toate perechile de puncte se pot lega printr-o
curbi de lungime finitd, atunci limita precisa inferioard a lungimii curbe-
lor, care leagd doud puncte date, se numeste distanta de suprafata. Acea-
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sta distan{a de suprafatd o notdm cu o(X, Y) Intre punctele X si Y st
pentru functia aceasta sint valabile; o(X, ¥Y) =0 atunci si numai atunci,
dacd punctele X si Y sint identice; o(X,Y)=p(Y, X) si este valabila si

inegalitatea triunghiulard o(X,Y) 2 o(X,Z2)+ (Y,Z). Astfel suprafata se

cerceteazd ca un spatiu metric avind metrica o(X, Y); metrica aceasta o
numim intrinsecd, fiindcd este independentd de acel spatiu, in care multi-
mea datd este scufundatd. Despre o geometrie intrinsecd a unei supra-
fete putem vorbi numai dacid doud puncte oarecare se pot lega cu o
curbd continud si de lungime finita.

In cadrul geometriei intrinseci intrd numai acele notiuni si teoreme
care se pot defini si demonstra numai pe baza distantei de suprafata.

Doud spatii metrice sint izometrice daca intre punctele lor exista o
corespondentd biunivoca, la care distantele tuturor perechilor de puncte
corespunzatoare sint identice. In acest caz, geometria lor intrinsecd este
identica.

Suprafata convexa este un domeniu care contine numai punctele de
margine ale unui corp convex. O suprafatd convexd intreaga este multi-
mea intreagd a punctelor de margine ale unui corp convex. In spatiul
euclidian, o suprafatd convexd intreagd esle omeomorfd cu sfera sau cu
planul sau cu suprafata laterala a unui cilindru infinit de rotatie.

Toate suprafefele convexe au o metricd intrinsecd adicd au o geome-
trie intrinseca.

Liniile cele mai scurte, pe suprafata convexd, sint acelea la care se
realizeaza metrica suprafetei. Intr-o suprafatd convexa si intreaga, pentru
fiecare pereche de puncte, existd o linie, cea mai scurta care le leaga.

Un domeniu la o suprafatd convexd se numeste convex, daca fiecare
pereche de puncte a domeniului se poate lega cu o linie cea mai scurta. care
se afld in domeniu. Geometria intrinsecd a unui domeniu convex este
independenta de madrimea suprafetei in care se afld. La fiecare punct al
unei suprafete convexe existd o vecinatate convexa. O suprafatd intreaga
convexd este o vecinatate convexd pentru fiecare punct al ei.

Suprafata de poliedru este o suprafatd care este formatd dintr-un
numadr finit sau numerabil de poligoane, iar toate vecinatatile unui punct
oarecare al acestei suprafete pot apartine numai la un numar finit de fete.

Un spatiu metric are metrica de poliedru dacd fiecare punct al lui
are o vecindtate izometrica cu un con si distanta intre doud puncte arbi-
trare ale lui este egald cu limita precisa inferioara a lungimii liniilor
din multimea acelor linii care leaga aceste puncte. Metrica poliedricd se
numeste de curbura pozitiva dacd fiecare punct are o vecinatate cu un
unghi intreg <2a.

Conditia necesard si suficientd ca un spatiu metric sa fie izometric,.
cu o suprafatd de poliedru inchis si convex, este ca sa fie omeomorfa
cu sfera, sa aibd o metrica de poliedru cw curbura pozitiva si distanta
de suprafata si fie limita precisd inferioara a lungimii liniilor care leaga
perechile de puncte ale suprafetei..

Notiunile mai importante ale geometriei intrinseci.

Liniile geodezice ale suprafetel sint acele linii continue pe suprafata
ale cadror ' portiuni, destul de mici, sint curbele cele mai scurte.
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Triunghiul de suprafafd este un domeniu pe suprafaid, care este mar-
ginit de trei linii din cele mai scurte.

Triunghiul geodezic de suprafafd este un domeniu pe suprafatd omeo-
morf cu un cerc si marginit de 3 linii geodezice (nu neapdrat de cele
mai scurte).

Cercul de suprafatd este mulfimea punctelor de pe suprafatd, pentru
care distanta de suprafatd de un punct dat al suprafetei nu este mai
mare decit o distantd datd. Linia de cerc este multimea punctelor de
suprafatd situate la o distanta data de suprafatd de un punct.

Definitia unghiului. Printr-un punct O al suprafetei sd ducem 2 curbe
de suprafata X (¢) si Y(s); punctele le numim pe scurt X; si Y. Construim
in plan triunghiul cu laturile o(0X,), o (OY:), ¢ (Xi¥s).

Sd notdm cu y (¢ s) unghiul in acest triunghi opus de lature X:Ys.
Unghiul a doua curbe date il numim limy (¢ s), daca £—0 s— 0. Este
posibil cd limita aceasta in unele puncte ale unei suprafete, pentru unele
curbe, sd nu existe si atunci spunem ca acele curbe n-au un unghi
determinat.

Doud linii, cele mai scurte care trec printr-un punct al unei supra-
fete, au totdeauna un unghi bine determinat.

Conul tangent unei suprafete intr-un punct O al ei. Transformdm
suprafata omologic in punctul O de pe suprafata, O fiind centru de omo-
logie; raportul de omologie sd tinda la infinit; suprafata se transforma
intr-un con convex si aceasta este conul tangent in punctul O.

Semitangenta unei curbe de suprafatd este pozitia de limitd a unei
semidrepte, care leagd un punct O al curbei cu un alt punct A al curbei,
daca A tinde spre O.

Teorema lui I. M. Liebermann. Fiecare linie, cea mai scurtd la o supra-
fatd convexa in fiecare punct are semitangente din dreapta si din stinga.

Curburd de mulfime. Multimea de puncte de suprafatd o acoperim cu
triunghiuri de suprafatd si sumam excesiunile a4+ g+y—= ale triunghiu:
rilor. Suma aceasta, pe o suprafatd convexd, este totdeauna pozitiva.
Limita precisd inferioard numerelor astfel obtinute, considerind toate aco-
peririle posibile, o numim curbura de mul{ime.

§ 3. Vecindtatea convexd. Multimea punctelor cu vecinitatea convexd

In sensul definifiei metodei diferentiale pe o suprafatd din E®, un
punct este de Vecmatate convexd, dacd indicatoarea lui Dupin este o
elipsd sau un cerc, si astfel curbura K a lui Gauss in acest punct, este
pozitivd. Daca suprafata intr-o vecinatate a punctului este derivabild de
un numdr suficient de ori, atunci punctul are o vecindtate unde conditia
de vecindtate se indeplineste pentru fiecare punct; aceasta este o vecina-
tate convexd a punctului. Partile suprafete’, formate din punctele de veci-
nitate convexe, formeazd domenii deschise.

In cele ce urmeaza, suprafetele finite, inchise, analitice la care K>O,
se vor numi ovaloide. Fiecare punct de pe un ovaloid are o vecinatate
convexa.

In geometrla spafiului metric — cum am spus — o vecindtate con--
vexd a unui punct este un domeniu convex care contine punctul dat.
Fiecare punct al suprafefei are vecinatd{i convexe.
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§ 4. Liniile geodezice §i cele mai scurte pe suprafete convexe

In privinfa geometriei intrinseci a suprafetelor, au un rol deosebit
de mare liniile geodezice si cele mai scurte si mai departe linii cu curbura
geodezica constanta. ;

Printre suprafetele cu curbura constantd, pozitiva, deci si printre
suprafetele convexe, existd unele la care toate liniile geodezice sint inchise
si la care cercurile geodezice de distanta si de curburd sint identice si
care sint transformabile in plan astfel, incit liniile geodezice sa fie trans-
formate in dreptele planului.

Este important rezultatul lui Poincaré pentru liniile geodezice ale
unui ovaloid, dupd care imaginea sferici a unei linii geodezice inchise
imparte in doua parti egale suprafata sferei de razid de umitate, iar un
alt rezultat ar fi ca dintre toate curbele inchise pe ovaloid, avind imagi-
nile sferice care injumatatesc suprafata sferei, linia cu lungimea cea mai
scurta dintre cele considerate este o linie geodezica. Pe fiecare ovaloid
exista cel putin trei linii geodezice inchise.

Intre curbele, care leagd fiecare pereche de puncte pe un ovaloid,
se gdseste totdeauna o curbd, cea mai scurtd si aceasta apartine unei
curbe geodezice.

Bonnet, deja in anul 1855, a cunoscut faptul ca dacd la un ovaloid
K<1/A2%, atunci distanta de suprafatd pentru fiecare pereche de puncte
este mai mica decit =4 si astfel diametrul intrinsee al suprafetei este mai
mic ca #A. Pe suprafetele care indeplinesc conditia aceasta, punctele con-
jugate, in sensul calculului variational, ale unui punct O sint fatd de
punctul O la o distanta de suprafata mai mica decit =A4. -

O teorema a lui Caratheodory stabileste cd pe ovaloid, in fiecare
punct, exista o directie astfel cd linia geodezicd, in directia aceasta, este
inchisa si are un punct conjugat la punctul dat.

Toate aceste rezultate sint demonstrate cu conditia ca suprafetele sa
fie diferentiabile de mai multe ori sau analitice. Metoda spatiului metric
nu este legata de aceste conditii si astfel rezultatele sale sint valabile
pe suprafetele generale definite in § 2.

Pentru liniile cele mai scurte pe suprafetele generale A. D. Alexandrov,
demonstreazd ca dacd intr-un domeniu compact al suprafetei douda puncte
ale domeniului se pot lega cu linii de lungime finita in domeniu, atunci
exista In domeniu linia cea mai scurtd; limita unui sir convergent al
liniilor celor mai scurte este tot o linie, cea mai scurtd. Dacd o varietate
are o metricd completd, atunci la fiecare pereche de puncte apartine
o linie, cea mai scurta. _

Astfel, pe o suprafata convexd intreagd si inchisi, fiecare pereche
de puncte se poate lega cu o linie, cea mai scurtd. Dar in schimb, pe o
suprafata generald convexa intr-un punct pot exista si directii in care
nu pornesc linii, cele mai scurte.

In cercetdrile privitoare la problemele liniilor celor mai scurte are
un rol deosebit o proprietate de unicitate, pe care A.D.Alexandrov o
numeste , neaplicabilitatea uneia pe alta”. Aceasta e urmitoarea: dacd
doua linii, cele mai scurte, la o portiune a lor sint identice, atunci una
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este o parte a alteia. Teorema este valabilda nu numai la suprafetele con-
vexe, dar si in varietd{i metrice mai generale. g _ .
Generalizirile liniilor geodezice sint asa zisele linii cvasrggeodezrcg.
La definitia acestora avem nevoie de notiunea deu,,i_nvirtlrfa a unei curbe”.
Unghiurile in virfurile unei linii geodezice frinte sa fiea;, sip,;; linia aceasta
are doud laturi, unghiurile spre o latura sd fie unghiurile ai, Spre cea-
laltd laturd g, . Invirtirea liniei irinte spre o latura ‘g=Y; (a—a;)s Spre

latura cealaltd ¢=Y;(7—£). d :
Dacd L este o curbi pe suprafatd fara puncte multiple cu capetele A si
B silL; o linie geodezicd frinta cu aceleasi capete la o 1a?uAra a curbei date
si }:apetele au unghiurile o, si g, cu curba datd, atunci invirtirea curbei
o definim
= lim (¢, +ea;+8,),

Li—>L

unde L este invirtirea liniei L;. Sy : :
La suprafata convexd limita aceasta exista si este independenta de
sirul liniilor Z;. Feith .
Liniile cvasigeodezice sint acelea, la care pentru fiecare portiune a
liniei invirtirile, spre amindoua laturile s_int nenegatvlve. s, 1
La liniile geodezice invirtirea spre fiecare 1atura.es‘[e nula si .astfe
cvasigeodezicele sint. generalizari naturale ale ge_odezmel'or. A :
Limita unui sir a cvasigeodezicelor este linia cva&geoudezu:a. Qa‘ca
un sir de suprafete convexe (F.) converge spre o suprafata _cpnvexg 113
atunci cvasigeodezicele suprafetelor F, converg spre cva51gAeode_21fee
suprafetei F. Pe toate suprafetele convexe In fiecare pu.nct, in fiecare
directie merge una, eventual si mai multe linii cvausxAgeod.ezulce.A A Vibeso
relov a demonstrat ci, in fiecare suprafatd convexa inchisi, sint cel putin
trei cvasigeodezice inchise.

§ 5. Triunghiurile si poligoanele pe suprafete convexe

Laturile poligoanelor si triunghiurilor pe suprafete sint linll]e %elg
mai scurte. Un poligon de suprafata omeomorf cuucercul se poate imparti
in triunghiuri de suprafatd la care suma a doua laturi tot_deauna este
neaparat mai mare ca latura a trefa. Acest faptueste foa{te 1mportant.1a
triangularea suprafetelor convexe. Pe o suprafatd convexa suma unghiu-
rilor la un triunghi destul de mic este >2a. Pe o supra‘fe‘lta de curbura
constanti pozitivda suma unghiurilor unui triunghi geondezic este totdea-
una mai mare ca 2.

§ 6. Proprietatile metricii suprafetelor convexe. Realizarea metricii cu ajutorul
suprafefelor convexe

In legaturi cu problemele amintite in titlu, H. We_\il,_ in 1916, a demon-
strat o teorema importantd, anume cd toate var‘letaAtlle, or.neomorfe‘ cu
sfera, de curburd pozitivd si analitice se pot ﬁcufun(!a. in s‘.patllulv euclidian,
adici exista in spatiul euclidian o suprafatd analitica, inchisd, pe care
<e realizeazd metrica dati. Rezultatul lui H. Weyl a fost precizat de
G. Lewy, in 1938.
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: A 1D); A_lexandr‘ov, in lucrérile sale, incepind din 1941 cu metoda spa-
’gl};lmd meltrlrc, a generalizat acest rezultat la suprafetele generale defi-
nifesde vals

A.D. {Xlexandrov a studiat problema mai intii pe suprafete de poli-
edru; dupad aceea cu sirurile suprafetelor de poliedru aproximeaza supra-
fetele generale si demonstreaza ca o metricd datd — cu conditii speciale —
estg realizabild. Teorema principald a lui, referitoare la suprafetele de
poliedru, stabileste cd fiecare metrici de poliedru, dati pe sfera intreaga
si de curburazi pozitiva, este realizabild cu ajutorul unei suprafete de poli-
edru.cvonvexa si inchisd. La demonstrare foloseste faptul ci o astfel de
metricd se poate da cu o refea de triunghiuri.

jn cazul suprafetelor generale, rezultatele lui sint urmitoarele:

Vi 1) un spatiu metric cu o metrici omeomorfa cu sfera de curburi pozi-
tivd este izometricd cu o suprafatd inchisid convexi;

2)vun spatiu metric cu o metricd, omeomorfd cu plan, completi si de
curburd constanta este izometric cu o suprafati convexi infinitd si
completd; :

v 3) pe toate varietdtile cu metrica pozitivd toate punctele au “vecini-
tafi izometrice cu o suprafati convexi.

¢ La demonstrafii au un rol foarte important: definitia unghiurilor
1‘r£1part1rea_ Qolxgoanelor pe suprafatd in triunghiuri destul de mici ‘Fap’[ui
cd o metrica destul de apropiatd de o metrici de poliedru realizabili este
de asemenea realizabild si proprielalea metricii de curburi pozitiva, ca
intr-o astfel de varietate, unghiul intreg in jurul fiecirui punct nu este
mai mare decit 2z. ' ;i

Prop‘rlet.at_eel mai insemnatd a metricei suprafetelor convexe este
curbura pozitivd care se defineste ca o functie de multime in spatiul
metric. ;

lilfara de a‘c_e%sta pe o suprafaid convexd nchisi metrica este omeo-
morfd cu o metricd datd pe sferd iar pe o suprafati infinitd convexi omeo-
morfitatea cu plan este necesarai.

Definitia cur_bure_i este o generalizare a curburei lui Gauss, dar nu
depinde de proprietatile de derivabilitate a suprafetei.

§ 7. Problemele de unicitate pe surrafete convexe cu metrici datd.
Aplicarea suprafefelor.convexe

g Ovproblemé importantd a suprafetelor convexe este de a vedea in ce
masura o metricd datd realizabild, determini suprafata care realizeazi
aceastd metricd, daca in aceasti realizare luim in considerare numai supra-
fetele convexe. Natural unicitafea se intelece in sensul ci aici nu se ia
in considerare miscarea in spatiu si simetrizarea. i

Este cunoscut cid o parte destul de micd a unei suprafete analitice
convexe se poate deforma, metrica ei raminind neschimba‘i si astfel
metrm_a »in mic” nu determind suprafata convex# (Levy 1908). :

Din rezultatele mai vechi este important rezultatul deja amintit de
Cauchy detsp.re. suprafetele de poliedru.

{2} P.vOloylanisnicov, distinsul matematician sovietic, care a cizut in
marele rdzboi pentru apirarea patriei, a demonstrat, in 1941, ¢4 o supra-
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fatd convexd, izometrici cu o suprafatd de poliedru convexd si inchisd
este congruentd cu aceastd suprafatd de poliedru.

In privinta problemelor de unicitate, referitoare la realizarea metricei
generale, datd pe sferd si de curbura pozitiva, avem incd relativ .putine
rezultate. Inci in 1838, Minding a constatat, pentru suprafetele analitice, ca
intre acestea, afard de sferd, nu existd o altd suprafatd inchisa de curburd
pozitiva constanta.

Teorema a fost demonstratd precis de Liebermann, in anul 1899, tot
in cazul suprafetelor analitice.

Dou# teoreme ale lui Cohn-Vossen aduc noi contributii la rezolvarea
problemei de unicitate. Intr-o lucrare apdrutd in volumul I. al U.M.N. el
a demonstrat ci: dacd doua suprafete de trei ori derivabile inchise, con-
vexe si de curburd constantd sint izometrice, atunci sint congruente. Pen-
tri ovaloide, cu conditia analiticitdtii, acest fapt a fost demonstrat deja
de H. Liebermann si de H. Weyl.

Cohn-Vossen, fard conditia de analiticitate, a demonstrat cd singura
suprafatd convexd inchisa si de curburd constantd este sfera.

In anul 1938 A.D. Alexandrov a demonstrat cd, daca se considerad
imaginile sferice a doud suprafete convexe si inchise si dacd fiecdrui
domeniu pe sferd ii corespund, doud domenii pe suprafete cu aria egala,
atunci suprafetele sint congruente si in pozitie identica.

Situatia este alta la suprafetele convexe neinchise; aici unicitatea
necesitd mai multe conditii.

Cohn-Vossen a demonstrat cd, dacd dintr-o suprafata convexad inchisa
elimindm un domeniu cit mai mic, suprafata rdmasd nu este determinata
de metrica ei, ci este aplicabila.

Dupid S. P. Olovianisnikov (1941), toate suprafetele convexe intregi si
omeomorfe cu plan, dacd curbura lor intreagd este mai micd decit 2z, au
transformari izometrice netriviale. Demonstratia lui este foarte interesanta.
El transformid suprafata dati F, dintr-un punct al suprafetei ca centru
intr-un con convex. Curbura intreagd a conului este identicd cu curbura
intreagd a suprafetei date. Luind o suprafatd de com, convexd si de
curbura intreags identicd cu cea de mai inainte, dar de altfel arbitrara, atunci
la aceste suprafete de con apartfine o suprafatd izometricd cu F fdrd sd fie
congruentd cu F si conul de tangentd al ei este tocmai conul dat 7 Cu
schimbarea conului, primim suprafetele izometrice cu F. Pentru F nu se
cere nici o conditie de derivabilitate.

A. V. Pogorielov a demonstrat unicitatea pentru suprafetele intregi
convexe si infinite, dacd curbura intreagd este 2z, dar teorema confine
incd citeva conditii. Referitor la unicitatea metrica a suprafetelor convexe
de rotatie, existi o teoremd a lui A.D. Alexandrov, din anul 1936. El a
demonstrat ci o suprafati convexid de rotatie este rigidd atunci, si numai
atunci, cind nu contine domeniile de plan si imaginea lui sfericd este
sfera “ntreaga.

A.V. Pogorielov, intr-o lucrare din anul 1949, introduce notiunea de
,curburd partiald mirginita” a suprafetei. O suprafaid S in E® are o
curburd partiald miarginitd atunci cind existd un numdr M astfel ca
raportil misurii imaginii sferice a unui domeniu oarecare pe Sresitial
masurii domeniului insusi si fie mai mic decit ‘M.
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Daca F, este o suprafata convexa inchisd cu curburd partiald margi-
nitd si F, este izometricd cu o suprafatd convexa F;, atunci suprafetele
Fy si Fy sint congruente.

Teorema aratd ca o suprafata convexa inchisd si izometrica cu un
elipsoid, este un elipsoid.

Q alta consecin{ad este cd o suprafatd convexd inchisd, avind o geo-
metrie intrinsecd analitica, este analitica si ca suprafatd privitd in E®.

A. y Pogorvi-elov arata unicitatea si pentru asa zisa calotid convexi.
O ‘cavlota convexa este o suprafatd convexd mdrginitd de o curbd inchisa
planfl C si astfel, ca proiectia perpendiculard a suprafetei pe planul curbei
C sd fie interiorul curbei C. Dacd Fy este o calota convexd cu curbura
partiald marginita si F, tot o calotd convexid izometrici cu F,, atunci
Fy si Fy sint congruente. ‘

O lucrare a Iui S.J. Stoker (1950) se refera la acele suprafete convexe
regulate care, la o transformare topologicd si derivabild de trei ori, sint
imaginile unei sfere si au K>0. Suprafata este determinati, daci K, este
dat pe sferd si este determinatid atunci dacd R;+R, este dat pe sfera. In
lucrare se demonstreaza si teorema despre rigiditatea sferei.

§ 8. Probleme de curburi pe suprafefe convexe

Metoda spatiului metric este de mare folos si in tratarea problemelor
de purburé a suprafetelor convexe. (Definitia in § 2). Notidm curbura
unei multimi M cu w (M). ’

Pe Paza definitiei date in § 2 curbura unui triunghi T deschis de

suprvafata o (T)=a+pf+y—=n. Curbura unei linii, cea mai scurts, des-
chlsaZ este nuld si curbura unui punct X, w (X)=2z—0, unde § este
unglnul_tcv)tal in jurul punctului X. Curbura unui punct este totdeauna
nenegatlva. uTn general curbura unei multimi de puncte a suprafetei este
egal_a cu masura imaginii sferice a multimii. La determinarea ifnaginii
sfuerxce trebuie sd ludm fn seam& normalele planelor de sprijin corespun-
zatoare punctelor multimii. :
Gauslz.efml,tla metrica a curburei este astfel generalizarea curburei lui
~ Dacd unghiurile unui triunghi de suprafata sint a, g, y iar curbura
mterlo}‘ului o si unghiurile triunghiului plane in care laturile sint de
aceeasi lungime ca in triunghiul dat de suprafata ao, o, yo atunci,

O;/_Za——aoém, Oé,@*ﬁoéw, Oé')’_"}/géw.

. Siqt }nteresante triunghiurile de. suprafatd cu curbura nuli. Aceste
triunghiuri sint izometrice cu triunghiurile plane corespunzitoare.

Drept consecintd, conditia necesard si suficientd ca un domeniu G al
suprafetei convexe sd fie local izometric cu planul, care inseamnd ci
fiecare punct al domeniului are o vecinitate izometrici cu un domeniu
qlan, este ca curbura fiecdrui triunghi de suprafatd (in domeniul G) si
fie nuld si astfel curbura’ intregului domeniu si fie nuli.

GEOMETRIA SUPRAFETELOR CONVEXE 79

§ 9. Curbele de suprafatd pe suprafetele convexe

Proprietatile cele mai importante ale curbelor geodezice si- cele mai
scurte le-am vazut deja in § 4.

Reamintim, aici, cd pe suprafetele convexe care nu sint in fiecare
punct netede, nu porneste din fiecare punct in fiecare directie linia cea
mai scurtid. Exemplu: pe conul de rotatie, marginit printr-un cerc paralel,
nu existd o linie cea mai scurtd, tangenta la cercul paralel de baza.

Directia curbei de suprafafd (din punctul de vedere al geometriei
intrinseci) necesiti deci o definitie noud, fiindca directia curbei este data
astfel prin linia cea mai scurtd tangentad la curbi in punctul dat. Spunem
despre o curbd, cd intr-un punct are o directie bine determinatd, daca in
punctul acela formeazd cu sine insasi un unghi bine determinat, in sensul
definitiei unghiului datd in § 2. Atunci unghiul este totdeauna nul.

Toate liniile cele mai scurte in fiecare punct au o directie bine deter-
minata.

O conditie, necesard si suficientd, ca doua curbe care trec printr-um
punct O si aibd un unghi o bine determinat este ca unghiul intre liniile
cele mai scurte OX, si OY, s tindd spre o daca ¢, =0

O conditie echivalentd cu acestea este ca in punctul O amindoud
curbele sa aibd directia bine definita.

Prin definitie, dou# curbe ce trec printr-un punct O au aceeasi directie,
daci unghiul lor este bine determinat si nul.

Daci o curbi in punctul O are o directie determinata, atunci exista
si o curbd, cea mai scurtd, tangenti la curba datd in acest punct, adica
o curbi cea mai scurtd care formeazd cu curba datda un unghi bine deter-
minat si nul.

Intre generatoarele conului de tangentd in punctul O si directiile de
curbe pe suprafatd este o relatie biunivocad si unghiurile corespunzatoare
sint identice. Generatoarele conului tangent sint semitangentele curbelor
de suprafata.

Proprietdtile invirtirii curbelor de suprafafd. (Definitia in § 4).

Dacd pe o suprafatid convexd o curbd L mirgineste un domeniu G,
omeomorfia cu cerc si de curburd , atunci

© =27—0q

unde ¢ este invirtirea curbei in directia’ domeniului G.
Relatia intre invirtirea si curbura curbei este dati de teorema urma-
toare: suma invirtirilor de la dreapta si de la stinga ale unei curbe fara

puncte multiple este egald cu curbura curbei fard capete.
O relatie importanta este si intre rectificabilitatea si’ invirtirea wunel

curbe; daci invirtirea unei curbe pe suprafatd convexa este de variatie

mirginitd (ca functiune de arc) atunci este rectificabild si invirtirea

este o funcliune complet aditiva a arcului.

Curbele importante de suprafete sint curbele care mérginesc dome--

niile convexe. Invirtirea unui arc al unei astfel de curbe (spre domeniu)
este nenegativi. O consecintd a acestui fapt este ca un domeniu convex
si compact, pe o suprafatd convexd, poate fi de trei tipuri:

1) suprafata intreagad inchisa;
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2) domeniul inchis omeomorf cu cerc;

3) domeniul izometric cu suprafata laterald a unui cilindru de rotatie.

Liniile de cerc pe suprafatd pot diferi esential de forma obisnuiti a
cercului — si din punctul de vedere topologic. Pot fi de exemplu ome-
omorfe cu un arc de cerc in plan. .

Cu toate acestea, existd o analogie interesanti cu teorema perpen-
dicularitatii intre raza si tangenta unui cerc in plan. Daci A este un punct
la un cerc de suprafatd cu centrul O si dacd sirul punctelor pe circonfe-
rinta cercului, (X,) tinde spre A, astfel ca razele pe suprafata OX, (liniile
cele mai scurte) tind spre linia cea mai scurtdi OA, atunci unghiul intre
liniile cele mai scurte AX, si OA tinde spre 90°

La fiecare punct O al suprafetei existdi un numir pozitiv r, astfel
ca orice linie de cerc pe suprafati cu o razd mai micd decit r,, si fie o
curbd simpla, inchisd, omeomorf3 cu o linie de cerc in plan.

Raportul lungimii si razei unui cerc in plan este 2x. Pe suprafetele
convexe relatia este urmatoarea:

Lungimea unei linii de cerc pe suprafaii si fie /(r), unde r este lun-

. . L(r) i 2 <
gimea razei, —=nu este constant, dar nu creste impreuns cu 7; este vala-

bila inegalitatea urmatoare
6" D 56— 0 ()

unde 6 este unghiul intreg in jurul centrului e (r) curbura ,cercului®
marginit de linia de cerc datd. In locul liniei intregi de cerc putem lua
numai o sectiune de cerc marginitd de un arc si de razele pe suprafata
la capetele arcului. In locul unghiului ¢ trebuie si punem acum unghiul ¢
alcdtuit de doua raze la capetele arcului.

P o {r)

w (r) este curbura sectiunii de cerc fira centru.

Aici am vorbit numai de liniile de cerc de distanti. Pe suprafetele
convexe diferentiabile s-au studiat si liniile de cerc de curburd constanti;
o condif’e necesard ca pe o suprafati aceste doui tipuri de linii de cerc
s fie identice, este ca curbura K si fie constanti. De exemplu: sfera.

§ 10. Ariile pe suprafetele convexe

Pe suprafefele derivabile sau analitice, ariile pe suprafete se calcu-
leazd prin integrarea elementului de suprafatd. Férd conditia de regulari-
tate metoda aceasta nu se poate aplica.

Un poligon de suprafata se poate impérti ‘n triunghiuri de suprafati
astfel, ca la densitatea convenabild a impartirii diametrul triunghiurilor
sd fie mai mic ca un numir dat #>0. La fiecare triunghi de suprafata
alcatuim triunghiul pe plan cu aceeasi lungime de laturi ca la triunghiul
pe suprafatd si sumdm ariile pe poligonul intreg. Daci + —0, suma tinde
spre o limitad si limita aceasta o numim aria poligonului de suprafati.
Toate poligoanele de suprafatd convexd au aria bine determinati si aria
astfel definita este o functie complet aditiva.
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Dupa determinarea ariei poligonului, cu rr_lretoc}a C}mo»scuté a masurii
putem determina aria (masura) tuturor multimilor inchise, deschise sau de
tip Borel pe suprafata. : ‘ 3

La demonstrarea teoremei, metrica suprafetei se aproximeaza cu me-
trica poliedricd. Pentru aria unui triun»gh@ T 1intr-o mul‘um.e cu metrica
poliedricd si pentru aria So a unui triunghi plan T, cu laturile de aceeasi
lungime ca 7, este valabild inegalitatea urmatoare:

G S S g

unde o este curbura interiorului triunghiului 7 si d este diametrul intrinsec
al triunghiului. O inegalitate identicd este vglabilé si pentru poligoane,
daci le impértim in triunghiuri cu diametru 1ntr1nsep 2

Daci suprafata este situati intr-un astfel de sistem de co=o>r(_ionaAte,
in care suprafata sd nu aibd un plan de sprijin paralel cu axa 2 si luind
in considerare teorema lui Reidemeider, dupad care proiectia pe plan a
punctelor de pe o suprafatd convexd, in care nu exis:[é Aplan tangent: este
de misurd nuld, atunci aria poligonului de suprafatd, in sensul definitiei
date mai inainte, este datd de integrala

SS\/1+Z§+Z§ dx dy
. p'

unde 2y, 2z,, 1 sint cosinusurile de directie ale normalei de sgpraf%ta in
punctele in care existd plan tangent. Aria datd cu definifia intrinseca este
generalizarea ariei definite pe suprafefele regulate. ; :

Cu ajutorul definitiei intrinsece a ariei se pot demonstra si urmatoa-
rele proprietdti extremale: : Ao

Dintre suprafetele de poliedru deschise omeomorfe cu cerc, dat fiin
circomferinta si numirul laturilor, presupunind totodata curbura <2a,
suprafata cu aria cea mai mare este egald tocmai cu suprafata laterala
a piramidei regulate drepte. Mai departe, dintre suprafetele convexe des-
chise omeomorfe cu cerc, avind circomferinta datd si curbura <2z supra-
fata cu aria cea mai mare este conul de rotatie. Aria aceasta este egala

; 2 . . v

i (,)l : ! fiind lungimea cercului de baza.
¥ ‘n_w . sy

Astfel pentru aria S a suprafetelor convexe de tip dat este valabila
inegalitatea urmatoare - :

2
S . 2?27:—&)‘) :

unde 27— o este invirtirea marginii suprafetei si o notim cu 7. Astfel
27 S <%
§ 11. Curbura de impirtire a geometriei metrice

Geometria metricd generalizeazd pe suprafefele convexe curbura lui

Gauss pe baza imaginii sferice. i ¢ e i
Curbura de domeniu, pe o suprafati convexd, a fost definitd mai ina-

inte. Curbura aceasta tmpartitd cu aria domeniului se nu.meste curburab de

impértire a domeniului sau i se mai zice si curbura lui Gauss. Curbura

6 — Lucririle Consfituirii de geometrie diferentiald
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gee ;g;}grai;tlgre 1a unui lFulnwct se (;)btine daca un domeniu care contine punctul
e la punctul considerat si luam limita ct i imparti
T S a curburei ¥
domeniilor. 3 e
; Esdi:e1 p031b11 ‘ca._lirnita aceasta nu existd, fiindca depinde de domenii,
d?: r;ge;; xres(;c‘rm%eru' lor la fptgmc’[. Daca aceasta limita este independentd
mod, atunci suprafata are in punctul consi a
de ace; 1, af ‘ \ onsiderat o cur
impartire definita. ’ s
3 irIr)lg;Ciit‘m féecfgrg[vpunft al unui domeniu pe suprafatd existd o curbura
ire definitd, atunci aceasta curburid este i inua 1
tire ‘ o functie c
acest domeniu. Rasrtod,
Curbura de imparti ana
: re are un rol asemanator cu curbur isnuita
it a obisnuitd a
D%[ull curbura de impartire pentru fiecare domeniu intr-o vecinitate
a Pli-l;lc ului O (Vie pe suprafatd este mai mica ca un numar pozitiv K, atunci
(tax1s algr{ numar r0.>0 cu agutorul cdruia *n O in fiecare directie se poate
dra§f inia cea mai scux:tau in asa fel, ca lungimea ei si nu fie mai mici
ecit o, si a‘stff,l 1.n.vvec1r1atwatea tuturor punctelor, in care curbura de im-
pa‘rtlre este marginita, se pot introduce coordonate geodezice polare si
prin aceasta forma elementului de arc este

ds?>=dr+G (r.p)dp.

Functia G(r t itiva a a ori i
nct ,p) este pozitivd, dupd r de doud ori derivabild si v
curburei de impartire P

Kr, ) sl s 28 VG (o)
( (p) VG(r,m) or?
adica pe partea suprafetei convexe cu ietatile indi i
J lea t proprietatile indicate mai s int
valabile relatiunile cunoscute din geometria diferentiali. Vs

>K(S<u]}%rafe’gele, unde pur.bura de impdartire pentru fiecare domeniu este
{ vl.“K)’ au un interes deosebit. Acestea sint suprafete cu curbura
de impartire marginite. '
. 1vDaca pe o §up1:afata curbura de impdriire in toate domeniile este
gala cu un numdr fix K>0, atunci fiecare punct pe suprafati are o veci-
natate, care este izometrici cu o portiune a sferei Sk cu raza \—/1:
F este inchisi, atunci i i i3
| . 3 ci suprafata este izometricd cu o sferd si i
identicd cu ea. gt e A
; Daxcat pe o suprgfauté convexd curbura de impdrtire este marginita
de sus, adunv(:l in vecindtatea fiecdrui punct al suprafetei F putem intro-
dléc?n‘qcoprt.ona@le_polare geodezice. Intr-o astfel de vecinitate U curbura
s part,llre sa fie >~ Kl' o K,. Pe sfera Si(K=1, 2), introducem
bordonatele polare geodezice si la fiecare punct al vecinititii U si ordo-
fnaz}[gn punctul éie pe ‘fsfera cu aceleasi coordonate. La o curbd de pe supra-
ta corespund pe sfere curbele L; si L,. Atunci imi
DL si Lo. Atunci pentru lungimile - T
este valabild : L

Daca

S(L1)=S(L)=S(Ly).

,felorDm .curbm}-[a de tmpartire putem trage ‘concluzii asupra lungimii liniilor
: mai scurte care apartin unei linii geodezice. Daci.intr-o vecinitate
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a liniei geodezice curbura de impartire este ~ K, atunci toate arcele liniei
; geodézic‘ie\_’situate in aceastd vecinitate i mai scurte ca \—/’-;2 sint liniile
cele mai scurte. Dacad curbura de impartire in aceasta vecinatate este
NUK>0, atunci arcele mai lungi ca v%{ nu sint liniile cele mai scurte.

Curbura de impértire este in legdturd cu suma de unghiuri de supra-
fatd. Daca intr-un triunghi de suprafatd curbura de impartire este~. K(<K),
si dacd triunghiul este situat pe o jumitate de sferd, atunci unghiurile lui
nu sint mai mici (mai mari), ca unghiurile triunghiului Tx pe o sferd Sk

~cu raza \;:12’ unde lungimea laturilor este egald cu lungimile laturilor triun-

ghiului de pe suprafatd. :

Daci unghiul de la un virf 4 al triunghiului 7 este egal cu unghiul
corespunzator din Tk, atunci T sau este izometric cu Tx sau virfurile B
si C se pot lega cu o linie, cea mai scurtd, astfel ca aceasta linie sd taie
din 7 un triunghi izometric cu Tk.

O notiune importantd este K — convexitatea si K — concavitatea.
Tntr-o varietate R; L si M sint doud linii cele mai scurte dintr-un punct O,
X si Y nt punctele variabile ale curbelor OX=x, OY=y, OZ=z Sa
luim un triunghi pe sfera Sgcu laturile x, y, 2 si unghiul opus de 'z sd-1
notdm cu y. (% y). Metrica este K-convex atunci dacd pentru fiecare L
siM oy, (x, y) este o functie necrescatoare de x si y, pentru fiecare pereche
de valori, pentru care existd XY linia cea mai scurta. Dacd y,(x, y)este
o functie nedescrescédtoare, atunci vorbim de K-concavitate.

Proprietatile curburei de impartire au aritat, ci suprafetele generale
convexe in mare misurd sint asemanatoare cu suprafetele netede, deri-
vabile. k i

Aceasta se vede si din teoremele urmatoare:

Mai inainte avem nevoie de clasificarea punctelor de pe suprafata
convexd. Pe o suprafatd convexa sint:

1) punctele conice, unghiul intreg al conului tangent <2a;

9) punctele de muchii, conul tangent constd din doud planuri;

3) punctele netede, conul tangent este un plamn.

Dup# un rezultat amintit deja mai tnainte punctele in general sint

[ X
R e 5 S

netede, multimea punctelor conice este sau finitd sau numerabild, fiindca

curbura suprafetei intregi este finita.

H. Busemann si W. Feller in 1935 au demonstrat ca toate suprafefele
convexe — cu exceptia unei mulfimi de puncte de misurd nuld — sint de
dousi ori derivabile si atunci in punctele netede existd curbura sectiunii
normale, este valabild teorema lui Euler si exista indicatoarele lui Dupin.

Curbura de impirtire se poate folosi si pentru caracterizarea punctelor
de pe suprafati. Dacd curbura de impartire intr-un domeniu destul de
mic, care contine punctul A, nu este mai mare ca un numir pozitiv dat,
atunci punctul A este un punct neted sau un punct al unei muchii drepte
a suprafetei (dar fird si fie un capat al muchiei).

Daci pe o suprafatd convexd, inchisa sau infinita intreaga (dar a
cirei metricd nu este in intregime euclidiand) curbura de impdrtire este
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marginitd, atunci toate punctele sint netede. Iar dacd in general pe o
suprafata generali curbura de Impdrfire este mirginits, atunci existi o
suprafatd neteda convexd, care este izometric cu suprafata data.

O conditie suficienti ca o suprafatd si fie netedi este ca curbura
de impdrtire in fiecare domeniu si ramini intre doud valori pozitive.

Observdm cd existenta curburei lui Gauss inci nu garanteaza existenta
curburilor principale.

Luind in considerare teoremele de realizare a metricii (§ 5) vedem ci
un element de arc cu curbura nenegativd se poate realiza ,in mic“ cu o
suprafatd convexi iar un element de arc nenegativ, dat pe sfera intreagi
se poate realiza cu o suprafati convex3 inchiss si un element de arc dat
pe plan si complet este realizabil cu o suprafatd intreagd infinits.

§ 12. Metoda lui Minkovski pentru cercetarea corpurilor si suprafefelor convexe.
Inegalititile de tip Minkovski

Minkovski, dupd mérturisirea lui, a studiat figurile convexe in lega-
turd cu problema clasici izoperimetrici. El a cefcetat legaturile 1intre
datele lor importante si a stabilit intre ele inegalitdti. A folosit notiunea
elementelor de sprijin si functiile de sprijin. Mijloacele sale matematice
sint mai ales functiile convexe.

In multimea suprafetelor convexe, el defineste trecerea la limiti cu
introducerea masurii de vecinitate a dous corpuri convexe.

Md3sura de vecindtate a doui corpuri convexe K si L este numirul
v(v=N(K, L) cel mai mic avind proprietatea cd distanta oricdrui punct
al suprafetei L de corpul K este < v si invers.

Fie Ky, Ky, Ks,... un sir de corpuri convexe si Fy, Fp, Fs,. .. suprafe-
tele lor convexe, aceste siruri converg spre un K respectiv F atunci:
lim N(K,K)=0.

n-> co

In cercetdrile de genul lui Minkovski se folosesc simetrizarea lui
Steiner si constructia lui Schwartz.

La simetrizarea lui Steiner, corpul convex se transformi tot intr-un
corp convex simetric la un plan, volumul corpului transformat este egal cu
volumul corpului dat, dar aria suprafetei se micsoreaz, sau rimine
neschimbatd. La constructia lui Schwartz corpul convex se transformi
intr-un corp de rotatie si volumul rimine neschimbat. B

Sd notdm cu J volumul unui corp convex finit, iar cu O aria lui si M
sd fie integrala de suprafatd a curburii medii a suprafetei considerate.
Atunci

©*—367 P~ 0

este inegalitatea izoperimetricid. Semnul de egalitate este valabil numai
pentru sferd. Alte inegalititi ale lui Minkovski sint

O°—3 J-M>.0, M—42 0O~ 0.

Din acestea urmeazi o proprietate extremald a sferei; dintre supra-

fetele convexe, inchise cu. aria datd, integrala curburii medii este cea mai
micd pentru sferi.
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" Intre notiunile introduse de Mi‘nkov-ski‘ este impqrtant Volvumul mixt
a trei corpuri convexe; aceasta nofgigne a lui Minkovski se r‘efe:-ra l_a s.uprlavl-
fete cu planuri tangente bine deflplte si cu razele de curbura prmc1p§1. a,
finite, dar pe baza geometriei metrice, notugne:a acggstva se poate generaliza
si pentru corpuri convexe generale, Dflca 1gent1f1cam cele trei colrpurli
volumul mixt este volumul obisnuit. Sa notam cu Ajgs \{olumul mixt a
corpurilor K;, Ky, K;. Daca K, este sfera cu raza 1, atun-le 3/1”2 estetarle;
suprafetei corpului K;, 3415, curbura totald a suprafetei si Agyy natura

5 oo vl
volumul sferei cu raza 1, adica B

O teorema interesantd a lui Minkovski este urmétqarea: aria unei
suprafefe convexe inchise si finite se obtine _in felul .urmator: cx(-)ns_lderiam
ariile sectiunilor ortogonale ale cilindrlloy circumscrise corpului si luaIrUl
de patru ori valoarea medie a integralei acestor arii pe sfera de raza
unitate. .

Dacad Ky si K; sint doua corpuri convexe, atunci

Ko=(1 —9) Ko+ 9K,
este o muliime liniard a corpurilor convexe. Volumul corpul'ui' s% notém.
cu J( ). Functiai/j(+) este o funct'e convexd de si este liniard atunci
si numai atunci, daca toate corpurile K; sint asemenea.
dr
J(9)=J+ 0%+ M2+ £ 93, |
Cu ajutorul functiei de sprijin, Minkovski determind aria corpului
convex inchis, finit
0=\ [#*—1 aH do,
unde H este functia de sprijin AH parametrul intii al lui Beltrami si d»

elementul de suprafata al sferei cu raza 1. O altd expresie pentru aria
suprafetei convexe inchise:

6=, S(R,+R2) Hdw
si o formuld a lui Weingarten:
O= S (H+% AZH} Hd o.

FEste posibila definirea functionalelor convexe, pentru mul{imea mar-
ginitd s inchisd a corpurilor convexe. De exemplu:

%/-7;( = Vi
Pentru aceasta este valabila
Va—9) koto iy > (1—3) Vg + 9 Vi,
aceasta este expresia convexitdtii functionalei. Functionale convexe sint
st VO si integrala curburii medii. Fiindci C‘)=S%‘(}’ si fiindcd dind valoarea
lui K pe imaginea sfericd, suprafata convexi este determinati, — (O este
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A

o functionald liniard intr-o multime inchisd si mairginitdi a corpurilor -

convexe. !

- O consecintd a inegalitatilor lui. Minkovski este teorema demonstrati |
de H: Hadwiger dupd care dintre suprafetele de rotatie, convexe si inchise.
zona de sferd, simetrica da minimul integralei de curburi medie, in cazul

dacd volumul si aria sint date. ,
O problema importanta este problema sistemului complet al inegali-

tafilor. Sistemul complet al inegalitatilor este multimea inegalitatilor intre

marimile importante ale unei figuri care determini univoc figura sau o
clasa de figuri, in cazul nostru o clasa de figuri convexe. Problema aceasta
incd n-a fost clarificata pe deplin, sint numai citeva rezultate rizlete.

In cercetarile mai recente, s-au studiat inegalititile si pentru suprafe-
tele convexe in E". ‘ AR RS

§ 13. Suprafetele convexe in spatiile de curburi constanti

Suprafetele. convexe se pot defini si in spatiul Lobacevschi-Bolyai si
in spatiul sferic. Rezultatele si proprietitile obtinute aici sint generali-
zarile naturale ale proprietatilor din spatiul euclidian. Teoremele acelea,
in care se foloseste axioma paralelismului, nu mai sint valabile si in
spatiul Lobacevschi-Bolyai. YN

Generalizarea in spatiul sferic este mai complicatd fiindc# aici dreptele
sint inchise si se taie intre ele. Se poate insd demonstra ci in spatiul sferic
fiecare suprafatd convexd este intr-o semisferd si astfel proprietitile amin-
tite ale dreptelor in spatiu nu joacd un rol asa de important.

In spatiul Lobacevschi-Bolyai metrica unei suprafete convexe impli-
neste condifia de convexitate, dar triunghiurile plane trebuie si fie inlo-
cuite cu triunghiurile pe suprafete de curburd constanti a spatiului si
astfel este vorba de o K-convexitate. 3

In spatiul R — de curbura K — unghiurile unui triunghi pe o supra-
fatd convexd nu sint mai mici decit unghiurile unui’ triunghi cu aceleasi
laturi pe o suprafatd de curburd constantd in Rg. Definitia unghiului este
valabild neschimbat fiindcd conditia de K-convexitate garanteazi exis-
tenfa unui unghi bine determinat intre dou# linii cele miai scurte.

Intr-un spatiu sferic toate corpurile convexe sint finite si astfel toate
suprafetele convexe sint inchise.  Toate suprafetele sint izometrice cu o
suprafatd a spatiului euclidian la care curbura de impirtire este mai
mare decit K — curbura spatiului — si astfel din privinta geometriei intrin-
seci suprafefele spatiului sferic. nu dau nimic nou,. . °

Este un fapt demonstrat ca toate suprafefele convexe ale spatiului
euclidian in care fiecare pereche de puncte se poate lega cu o linie cea
mai scurtd §i curbura de impartire este K, este’izometricd cu o supra-
fatd convexd a spatiului sferic cu curbura K. .

In geometria spatiului Lobacevschi-Bolyai planul nu este o suprafata
cu curbura constantd, este convex, dar:nu este izometric 'cu nici o supra-
fatd convexa a spatiului euclidian si.astfel nu existi nici o suprafata cu latu-
rile plane. Deci putem constata ¢ stprafetele spatiului Lobacevschi-Bolyai
sint-#0i din punct:de!vedere: al .geometriei. intrinseci. De éxemplu numirul
tipurilor diferite topologic ale suprafetelor convexe este infinit.
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La studierea problemelor putem folosi avantajos realizarea spatiului
Lobacevschi-Bolyai in interiorul unei sfere. i

Teoria suprafetelor convexe in E", in spafiul Hilbert nu este inca
tratatd sistematic. v i

Incheiere. Suprafetele convexe — cum am vazut — ‘alcdtujesc un
domeniu vast si important al cercetdrilor geometrice. Cu mijloace .dlferlte
de cercetare se pot studia proprietati tot mai generale ale obiectelor

e. ;
StUd?lggportul prezent nu are pretentia de a fi com_ple_t_. M-am olcvupavt mai
pe larg cu metoda spatiului metric si rezul'ga.te.le ei, fiindcd, dUpEf pdrerea
mea, metoda aceasta di o foarte mare posibilitate de aprofundare z; dprt_)-
blemelor. Dupd clarificarea proprietafilor in mic — a»ce_rasta s-a fa:wicut fzj:al
si de geometria diferentiald clasicd — metoda spatxul}n yne:trl‘c a dat posi-
bilitatea sistematici pentru clarificarea multor che§t1un1, in mare.

Aplicarea metodei spatiului metric apartine mai ales matem..atlmem!oi
sovietici. Ea porneste de la date mai imediate, de la modul mai apropia
al observirii realitatii si astfel dd rezultate mai generale. ;

Dar totodatd aceastd metodd dovedeste cd, in cazul corgpurxlor convexe,
si metodele diferentiale dau rezultate desltul de generale si acestea au dat
o inspiratie pentru definitiile mai generale. g 7
X mslglirnég’;iilg de mulfime, notiunile definite pe ‘runul’glrml.e Pqnctelor t_salu
figurilor mai generale aratd ca si in mategnathca proprletAatﬂe eseri#a ‘:
le putem cunoaste mai adinc, dacd le cercetdm scufundate intr-o multim
% mhgslt‘}earnga%mral cd incd multe probleme a§t§ap:té Uclarificarea lor. Geo-
materia metrica pe linga rezultatele ei, n-a situdlat inca multe alte probleme.

Sint o serie de probleme nestudiate inca, astfel cerc.etuarea .r_1}eAtrlca
a relatiilor intre figuri convexe si spatiul _de §c1iftlnde}re,u adicd relatii mtgfe
geomét'ria intrinseca si geometria qu’gmlm m_c:on]urator; mai departe
cercetarea sistemelor planelor de sprijin, multimea normalelor _tuturor
planelor de sprijin; propcrlietétli[sle suprafetelor asociate la corpuri gene-

i asa mai departe. ¥ :
e éﬁrrlr;/ii(; .Sa:mzilr’ltit, p»roblé)ma siupra(fjetelor ctonv‘exe in spatiile mai gene-
ituie incd un domeniu larg de cercetare. g a4
rale,ﬁgnsélltu&: i/iito-r, revine metodei sp‘atiu.lui .Inetri;c, aplgcqyrea ei in' cer-
cetarea suprafefelor generale, in geometria intrinseca a par‘;lllor neconve)tcg
ale suprafetelor si in p'ro(blemelve lggate de ‘sg\pr(afetele generale care cons
din domenii cu metrica convexa sl neconvexa.




