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MATEMATICA

ASUPRA UNOR TEOREME DE MEDIE

DE

ELENA MOLDOVAN

Comunicare prezentatd de T. POPOVICIU, membru corespondent al Academiet R.P.R.,
in sedinta din 29 tunie 1955

1. Aceastid lucrare cuprinde citeva observatii asupra unor teoreme de
medie, ce se stabilesc pentru functii depinzind de un numdr finit, dat de
parametri.

Fie

y:F(x;alvazv---van)7 (1)
o functie de variabila reald z si de n parametri reali ay, a,, ..., an , definitd
pentru a <2 <h, —0 <oy <@ <P <+ oo, 1=1,2, ..., n Facem
asupra functiei (1) urmaitoarele ipoteze:

1° Ea este continui in raport cu totalitatea argumentelor sale in intreg
domeniul sdu de definitie. °
- 2° Dacd se dau n puncte distincte, ale intervalului [a, b], 2, %5, ..., 24
si » numere arbitrare ¥y, ¥s, . .., Yn, apartinind domeniului valorilor functiei
(1), atunci sistemul de ecuatii |

Fxi;ay, ay ..., ) =19, 1=1,2,...,n, (2)

cu necunoscutele a;, a,, ..., an, are solutie si una singurd.

Observim cd, in felul acesta, am pus in evidentd o multime de functii,
continue pentru z € [a, b], fiecare dintre aceste functii corespunzind unui sistem
determinant de Valo.ri‘ ale parametrilor a,, @y, ..., @,. Aceastd multime de
functii, supusi conditiilor 1° §i 2°, o numim multime interpolatoare si o
notdm in cele ce urmeazd cu &F. |

Cu L (24, g - .., Tn; ¥|2) notdm acea functie a multimii &, care pe
punctele 2, @, ..., %, ia respectiv valorile Yy, 95, ..., Yn. Sau, pentru a
pune in evidentd ei y;, ¢ =1, 2, ..., n sint valori ale unei functii y = f (),
pe punctele z;, 1 = 1,2, ..., n, cum se intimpld intotdeauna, folosim notatia
L(zy, Zgy -, 203 [ ). |

Teoremele de medie, pe care le stabilim in paragraful urmitor, se referd
la acele functii ale multimii &, care satisfac n dintre ecuatiile sistemulul

F(oisa,a,...0)=y =12, ...,n+1, (3)
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unde punctele

~

Ty < Ly < ovn < Ty < Xty (4
apartin intervalului [d, b], iar

Yo Yoy oo o9 Ynt1, (5}
sint n 4+ 1 numere arbitrare. Se stie [1] c¢d doud functii distincte, aparti-
nind multimii &, nu pot avea mai mult de n — 1 puncte de intersectie, 1ar
daci au n — 1 puncte de intersectie, diferenta celor doud functii schimbd
semnul in fiecare punct de intersectie. In ceea ce priveste sistemul (3) se
pot intimpla dou# cazuri; sau existd o functie in &, care satisface sistemul (3),
sau o asemenea functie nu existd §i atunci existd n -+ 1 functii distincte
din &, fiecare satisfacind cite n dintre cele n - 1 ecuatii ale sistemului (3)
(pentru aminunte a se consulta [1]).

2, Se considerd date punctele (4) si numerele (5).

Teorema 1. Dacd z, € [a,b], z, > 2n+1, atunci numérul _
L (Zg, oy + - oy Tiety Titly -ooy Tng1) Y | Zo)y =2, 3, ..., n, este cuprins
intre numerele L (2, Zy, « .., Zn; Y| Zo) $1 L (2y, Zgy -+, Tng13 Y | Zo)-
Demonstratia teoremei 1 se bazeazd pe doud leme.
Lema 1. Dacd z, €[a, b], 2y > 2541, atunci

L (x27 Xy oeoy Tnt13 Y l ‘TO) = L (xla Loy ooy Timly Xitly ooy Tntls Y I xo) (6\”
t=2,...,n ’

sau
L(x"/‘TL’n cey Int13 Y ! xo)gl‘(‘xla Ley '--a'xi--—h‘xi—!-la ---$xn+1;yi xO) (7’?\
i=2,...,n, ‘ ’

dupd cum

L (x17 Zoy ooy Tns Y | Tn+1) =Yn+1 (8/}’

sau
L (%q, Zgyo ooy Zny Y| ZTng1) = Ynat (9)

egalitatea avind loc peste tot, dacd si numai dacd existd in &, o functie care
satisface sistemul (3).
Lema 2. Dacd x4 € [a, b], 2,.> n41, atunci au loc inegalitdtile

L (Zq, Ty o ooy Ticl, Xig1, -y Tnit 3 Y| Tg) 2>
>L(xg, %y ooy Tn 5 Yl )y 1=2,...,7 (10)
sau :
L (2, Ty ooy Ticty Tigdy -y 1y Y| Zo) < L2, Zoy oo oy T 5 Y | Zg),
i=2,3,...,n ‘ (11)

dupé cum are loc (9) sau (8).

Pentru demonstratia lemelor de mai sus ne servim de proprietatea
mentionatd in paragraful precedent, cu privire la numérul punctelor de inter-
sectie a doud functii distincte ale multimii .
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Demonsiratia lemei 1. Dacdl in F existd o functie care satisface sistemul
(3), atunci in (8) are loc semnul egalititii si la fel si in (6). Dacd in & nw
existd o functie care sd satisfacd sistemul (3), atunci are loc

L (29, Zgy -« -7 Tiety Lit1, ooy Tnt1 y| ;) > Yi
sau ‘
L (%1, Zoy -+ oy ity Tidtse -y Tnt1; Y |_35i) < Yi,
dupd cum i este de aceeasi paritate sau de paritate contrard cu n + 1, cind
L (2, %y -5 Tn 5 Y| Zns1) > Ynta (12)
si inegalititile de sens contrar, cind
L (%,%g - ooy Tn 5 Y| Tng1) < Ynt1. (13)

Prin urmare, daci are loc inegalitatea (12), atunci pentru 2, < z << Zp+1
avem -

L(‘Tlﬂ Loy + s Li—1y Titl 5. - -y Tn+l; y].’E) <L(Z2’ Lgye v oy Tntls 7/15’\
1=23,...,1n

si pentru z > 2,41 trebuie s& avem

L(xl.v Loy ooy Timly Tiddy - ooy Tntl; y[ x) >L(.%'3, T3y «ov9 Tn yl‘l)
1=2,3,...,n
Functiile L (23, @, ..., Tict1, Tit1, Tnt1; Y1 2) 1 L (% 5, .o T Y | x)
intersectindu-se in punctele de abscise z,, T3, ..., Ti—1, Tit1, ...y Tnr1 §

neputind avea mai mult de n—1 puncte de intersectie.
In mod analog se observd cd, dacd are loc inegalitatea (13), atunci
pentru z, < x << Ip4+1 avem

L (ylv Loy ooy ity Xidtdy- -y Tntt; Y I x) > L (-’752» Tgy- -5 Tnt; yl ),
t=2,3,...,n
§i pentru z > z,41 avem
L(xlv Lo vvvy Ticty Tidly -y Tn4l; y] x) <L($2, T30 s Tntl, ?/[ '7;):
=1, 2...,n
Lema 1 este astfel stabiliti. Demonstratia lemei 2 este analogd. Din
cele doud leme, rezultd imediat cd avem

min L(ijx.‘i+1a ooy Tjtn—1; Y1z =
j=1,2
L($17 Loy v vvy Tiedy Tigdsye ooy Tn4) ylxo)é

= mflx L(z, Tig1, -5 Tjn—1; Y| Zo), 1=23,...,n, (14)
=12

unde zy > 7,41, semnul egalitdtii avind loc simultan g1 numai dacd existd
in & o functie care satisface sistemul (3).

Teorema 2. Daci zy€[a, b], zo < ;, atunci are, de asemenea, loc
proprietatea exprimatd prin (14).
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Teorema 3. Dacd z,€[z;, Tjtn—l, atunci numdrul L (z;, 41, ...,
Zjtn—1, Y| Z,) este cuprins intre numerele
L (%j-1 , Ty Tj41 -« oy Tjtn—2; AEDE
L (i1, T4ty -+ Zitn—a; Y | To)-

Teorema 4. Dacd E,, este o multime de m puncte distincte ale inter-
valului [a, 0]

<l < . << T, (M=n-+1) (15)

s1 Y, o multime de numere arbitrare
yl’ yza R yﬂh
atunei
min L (25, Bt - Tanet; Y| T0) = (16)
j=1, L+l e in—‘n'l'l
< L(xi,, i, - - -, Tip; Y| To) = max
=iy, ta 1 yerey =1

L (x:l'a Ti41 s ooy Tidn—135 Y I .’130),

unde

1€ <ty < .oo. <ih=m, x4€[a,b], g > 7, -

Teoremele 2 si 3 rezultd dintr-un rationament analog cu cel ficut la
stabilirea teoremei 1. Teorema 4 se demonstreazi prin inductie completd
asupra numirului £ = i, — i, (demonstratia aménuntitd este datd in lucrarea
autorului O generalizare a nofiunii de convexitate, in curs de tipdrire).

Aplicarea acestor teoreme de medie la interpolarea prin polinoame de
gradul n—1, conduce la stabilirea teoremelor de medie cunoscute pentru
diferente divizate.

3. S4 considerdim acum functia (1) gi sd presupunem cid ea este solutia
generald a ecuatiei diferentiale

Yy =G (z, y,y, ..., y" D). (17)

Mentinem ipotezele 1° si 2° ficute asupra functiei (1), intr-un interval [a, b],
care, evident, depinde acum direct de structura ecuatiei diferentiale (17).

Teorema 5. Daci f (x) este o functie de n ori continuu derivabild in intervalul
[a, b] si are in acest interval n + 1 puncte de intersectie distincte, z;<z,<<...
... < xp410u 0 integrald a ecuatiei (17), atunci existd in intervalul (z;, Zn+1)
un punct &, in care

™ (&) =G (& (), ..., [ (§). (18)
Demonstratie. In intervalul (xy, z,) curba reprezentativd a integralei,
care in punctele z;, %,, ..., Tn+1 se intersecteaza cu f(z), este situatd fie

deasupra, fie sub curba reprezentativd a functiei f(z). De aceea integrala
care satisface conditiilor

F(zij;a,....,0)=f(x), 1=234 ..., n+1,
F(zg5a, .o 80) = [ (%), T <<%y,

are cu f (z) cel putin doud puncte comune in intervalul (z,, z,). Aceasta din
cauza continuititii functiei f(z) si din cauzd cd in [a, b] doud integrale
distincte nu pot avea mai mult de n—1 puncte de intersectie. Aceeasi obser-

L]
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vatie se poate face asupra intervalului (xn, T,+1), pentru integrala care satis-
face conditiilor

F(a:i;al,...,an)=f(xi), i#—l,2,...,n—1,
F(.’B' ;01,---,%):f($(;), xn<x;<xn+1.

0
‘Se observi acum usor ¢i o integrald, care satisface conditiilor
F(wo;ah""a’n):f(xo)) .
* * * . 3 >
F(x}; 0, ... 00) =[(27) 20 < ;< Zigg , 1= 2,3, ...,n—1,

F (xy5 g, - -+ an) = [ (%),
are cu functia f(z), » 4+ 1 puncte de intersectie. ,
In felul acesta am gisit un interval interior intervalului [z;, Zny1], in
care f(z) are cu o integrald a ecuatiei (17), n + 1 puncte de intersectie.
Repetind acest rationament se pune in evidentd un sir de intervale

[2V, 2], [22, z@1,.. ., [® 2], ..., (19)
care au urmitoarele proprietdti:
(a) 2> gD k=1,2, ...
o) < g+l k=12, ...
(b) lim (2 — M) =0.
k—> oo

Proprietatea (a) rezultd din constructia intervalelor (19). Proprietatea
(b) se stabileste imediat ficind ipoteza contrard si ajungind la o contradictie.

In felul aceste existd un punct £ comun intervalelor (19), cdtre care tind cele
n + 1 puncte de intersectie, si in acest punct £, din ipoteza ficutd asupra
derivabilititii functiei f (x) s1 asupra functiei (1), rezultd cd existd o integrald
g (x) a ecuatiei (17), astfel ca si avem

f(&)=g(8), ®E)=gPE k=12, ...,n

Existenta punctului £, care figureazd in (18), este astfel stabilita.

In cazul cind asupra functiei f(z) se face numai ipoteza continuitétii
in intervalul [a, 0], iar asupra lui (1) numai ipotezele 1° si 2°, rezultd

Teorema 6. Dacd f(x) este o functie continud in [a, b] si are in acest
interval n 4 1 puncte de intersectie distincte, z; <z, < ... < Zptri1cCu O
functie din &, atunci existd in intervalul (z;, #,4+1) un punct &, care are pro-
prietatea ca intr-un interval oricit de mic, cu centrul in &, existd n -+ 1 puncte
distincte in care f (z) se intersecteazd cu o functie a multimii &.

Demonstratia teoremei 6, rezultd direct din prima parte a demonstratiel
teoremei 5. In cazul interpolirii prin polinoame de gradul n—1, aceastd
teoremd ne conduce la cunoscuta teoremd de medie, pentru diferente divi-

zate [2]:
Teorema 7. Daci f (z) este o functie continud in [a, ] si existd in [a, 0]
# +1 puncte distincte x; <%, <<...<<Znt1, astfel ca [z, 25y - .., Zns1; [ (2)]

= 0, atunci existd in intervalul (2, Zp+1) un punct &, astfel ca intr-un
interval oricit de mic cu centrul in & si existe n-+1 puncte distincte &,
£ay v vy Entt, Pentru care [Ey, &, ..., Eng1; f(2)] = 0.
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4. Teorema 6 stabiliti in paragraful precedent, pe ling% faptul ci gene-
ralizeazd un mare numir de teoreme de medie devenite clasice, are si aplicatie
imediatd. Stim [3] cd, pentru ca o functie continu¥ si fie convex# (concavi)
fatd de multimea interpolatoare &, este necesar si suficient ca ea si aibi, cu
orice functie din &, cel mult n puncte de intersectie. De aici rezulti ci, pentru

ca o functie f (x), de n ori continuu derivabilf in [a, 0] si fie convexd (con-

cavd) fatd de multimea & formatd din solutiile ecuatiei (17), este suficient
ca [™ (x) sd fie >sau < G (z,f(2), ..., "' (z) (in [a, b], fard si avem in
nici un punct alintervalului [a, b] /™ (z) = G (z, f| =, ..., {—D (z)). Se poate
ardta cd in enuntul de mai sus, in cazul convexititii, este valabil semnul >
lar in cazul concavititii semnul <.

Aceste observatii, datorite interpretirii geometrice a notiunii de con-
vexitate, respectiv concavitate, conduc la construirea unui procedeu de
integrare numericd a ecuatiilor diferentiale, care, intr-un anumit sens, poate

fi considerat ca o generalizare a cunoscutulvi procedeu de integrare numerici

datoritd lui Ciaplighin.

O HEKOTOPBIX TEOPEMAX O CPEJIHEM

(KPATHOE COIOEPHAHIE)

Has GyExumit, sapucAmUX OT JAHHOTO KOHEYHOTO UMCNA IIAPaMETPOB:
U yIOBIETBOPAMIMUX ycuoBuaAM 1°m 2°, ycraHaBAMBAIOTCA TEOPEMEH O cpef-
HeMm, Beipaskennsie (14) m (16). B mpegmomosenwm, uro (1) aBasercs
o0mum pemrennem aupdepenrmanbaoro ypasmemua (17), yceramaBamBaercs
mas n-pas puddepentupyemoii ynrmmu reopema 5. I[IpmBomarca sameda-
HHS, KacAoIMeca DPUI0MKEHHWI TeopeMsl 5.

SUR CERTAINS THEOREMES DE MOYENNE
(RESUMZR)

On établit pour des fonctions de la forme (1), qui sont continues par-
rapport & ensemble des arguments z, ay, ..., a, et ont un caractére d’inter-
polation, des théorémes de moyenne exprimés par (14) et (16). Puis on établit
un théoréme de moyenne pour I’équation (17). On en donne des applications.
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MATEMATICA

‘: SOLUTII APROAPE-PERIODICE ALE SISTEMELOR
| DE ECUATII DIFERENTIALE NELINIARE

DE

A. HALANAY
Comunicare prezentotd de academician S- STOILOV in sedinja din 29 iunie 19556

1. M. Cartwright si J. Littlewo od au formulat in treacit o

‘teoremd care poate servi pentru demonstrarea existentei solutiilor periodice

ale sistemelor neliniare. latd cum poate fi formulati aceastd teoremd in
forma ei cea mai generald:
Se considerd sistemul
dr
di
X (2,14 0) = X(2,1);
dacd sistemul admite o solujie mdrginitd x (1) asifel incit solujuile z (1) si % (1+0)
se apropie asimpiotic peniru t—co, atunct sistemul admite o solujie periodicd.

Demonstratre. Sirul de puncte z (n ) este mérginit, deci existd un subsir
convergent lim z (v o) = £. Fie u (t) solutia sistemului care verificd conditiile
v—> 0

X(z, 1),

initiale u (0) = &. Conform ipotezei, z (f + ) si z () se apropie asimptotic,
deci lim [z (t + ©) — z (1)] = 0. Rezultd lim z [(v + 1) ] = & Considerim
t— y—> 0
solutille 2y (!) = 2 (t + v ). Atunci lim =z, (0) = £ = u (0), deci pe inter-
y—>00

valul 0 <t < o rezultd lim z, (1) = u (7).
v—>00 )
Cum lim z, (0) = &, rezultd u () = £= u (0), deci u () este o solutie
y—> 00

periodicd a sistemului.

Se vede imediat ¢& cererea din enunt este indeplinitd dacd sistemul admite
o solutie mirginitd asimptotic stabili in mare. Sub aceastd form# teorema
admite o extindere la cazul sistemelor aproape-periodice.

2. Fie dat sistemul %ﬂc: X (z,1). O solutie z, (f) a sistemului se va
i

num! uniform asimptotic stabild in raport cu un domeniu D dacd pentru




