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Problema construirii formulelor de derivare numericé este deosebit
de importantd in Analiza numericd, aceste formule servind in special la
integrarea numeric a ecuatiilor diferentiale §i a ecnatiilor cu derivate
partiale.

In cazul unei singure variabile acestor formule li s-a consacrat o
vastd literaturi. Amintim astfel memoriul important publicat recent
de T.Popoviciu [1], precum gi lucririlelni 8. B. Mikeladz e '[2]
[3], J. F. Steffensen [4], G. D. Birkhotff [6], AAA. Markov
[6] etec. ;

In cazul a doud sau mai multe variabile, s-a lucrat extrem de putin
— doar in misura in care acest hicru a fost reclamat de lueririle facute
pind in prezent relativ la integrarea numericd a ecnafiilor cu derivate
partiale. Pot aminti doar de o lucrarealui B. Pflan [7], care di anumite
formule de derivare partiald numerici plecind de 1a polinomul de inter-
polare al lui Lagrange de dous variabile ; aceste formule pentru calculul
derivatelor partiale in 0(0,0) sint insi destul de greoaie; de agemenes
S-au dat evaluiri destul de complicate pentru rest. Se mai pot aminti
anumite rezultate mai izolate date de L. Collat z [8], G. Schulgzg
[91 i D. L. Panov [10]. In cirtile importante de Analizi numerics
ale Tui §. B. Mikeladze [3] gid. . Steffensen [4] asemenea
probleme nu au fost considerate decit in cazul unei singure variabile.

§ 1. Comsiderafii generale

1. 84 considerdim o functie f(M) = (14,12, ..., #), care admite derivate
partiale, de ordinile care intervin in formulele care vor urma, in orice
punct M al unui domenin D, din spatiul ordinar s - dimensional.

Fie M, (lo, {5, ... , {o) un punct ciruia 1i atagim ordinul de mul-

& s my . - ; 1 2 8 = . -
tiplicitate (oy, oy, ..., o), 1ar M s, ... i (i lgy oen %) un punct ciruia i
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atagim ordinul de multiplicitate (8, Bi, ..., 8i) din D,; si presupunem
ety =1,2,..,%; k=1,2,...,8

Prin formuldi de derivare partiali numerici vom infelege o formmuli
care permite si se calculeze in mod aproximativ valoarea unei derivate
partiale, de un ordin anumit, a unei functii (M), intr-un punct A, printr-o
combinatie liniari datd a valorilor functiei si in general, gi a valorilor deri-
vatelor sale partiale succesive, Inate intr-un numir finit de puncte date
M,, M’iliﬂ...is-

In cazul general o asemenea formuld ne permite si caleculdm in mod
aproximativ derivata partiald

aal.p. .o +gs+p1+ ooe .

TP [ (M) . (1)

R () e B N (o i

Sistemul de numere intregi nenegative py, Py, ...,p, ¢ format de
indicii de derivare. - )

in cazul a douit variabile, spre exemplu, formula de derivare partiala
numerici despre care este vorba are urmatoarea formi :

aﬂt+ﬁ‘f1’+qi(l‘u.ﬂ _

822 P Pyt
iy gy 43 f (30, o) e—1 m Bp—1 7 i+l (2, ) (2)
i 2 Az; ‘@___ﬂ...w.in + E 2 Bf'y_! 6 i uI l) = +
f 53%(3% i=0 p=1 1I=0 0% Oty

O (0 1) m y—1 Bp—1 BRHI("’\:-J;L)

- E O ———— —l—z Z Z Z Dvu:.-z——m;—"f‘ﬁfz.

koA
=0 v=1 k=0 aﬂ'va-‘fo v=1 p=1 k=0 i=0

Coeficientii acestei formule A‘.’,Bm;, Civiy Dwpu sint numere reale
care depind numai de nodurile formulei de derivare parfiald numerica

My (25, 95), (2= m, j=1,m)
precum §i de punctul de derivare My(#g ¥o)-

I clar ¢ aici ne-am plasat in ipoteza ci nodurile apartin unei retele
dreptunghiulare de ovdinul (n—1, m—1). )

Am mai presupus et punctului de derivare M, i s-a atagat ordinul
de multiplicitate («, B) iar Ini M, ordinul (a«;, B;). Aici « yi B sint intregi
nenegativi iar «;, p, numere naturale. Percchea de numere (p, q) este for-
matd din indicii de derivare in raport cu s, respectiv in raport cu y. )

2. Restul R, al formulei de derivare partiald numericd .def;imta mai
sus §i care ne permite si caleuliim derivata partiald (1), reprezintia valoarca
dat# de aceastd formuld unei functionale aditive gi omogene, functionald
pe care o vom nota cu B, [f]. ]

Vom spunc ci functionala R, [f] are gradul partial de exactitate (g,
Mgy oo , 1) dacd :

a) I, [P]=0 oricare ar fi polinomul P de gradul (my, ms, ..., my) ;

b) R,[P]=£0 cel putin pentru un polinom P de gradul (m, +

il R S ER

B —
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Avind in vedere cé R, [f] este o functionald aditivd gi omogend, gradul
partial de exactitate (my, My, ..., m,) il vom putea defini gi astfel :

a® dacd E, [1] £ 0, avem m; = my = ... = m, = — 1.

b° dacd R, [1] = 0, gradul partial de exactitate este sistemul de nu-
mere (My, Mg, ..., M,) Pentru care

B, [ (2. (10)%] =0 (i =1, my; k =1,5)
gi cel putin unul din
R, [(tH ... (P V)o—1 (12) 0+ (1P 1)ip41 ., (1°)%]

(=1, m +1; k=1,8; p=13)

este diferit de zero.
3. Plasindu-ne, pentru ugurarea expunerii, in cazul a douid variabile,
s demonstrim existen{a gradului partial de exactitate al formulei de
derivare parfiald numericd definitd mai sus.
Este util s# introducem notatiile
n m
Yau=y+1, EB,-:E—I—I.
i=1 i=1
Atunci N = (y 4+ 1)(8 4+ 1) reprezinta numirul total al nodurilor,
fiecare nod fiind socotit cu ordinul siu de multiplicitate. Tie polinoamele

gl@) = [ (@ — )", hy) = [J (v — v)%. (3)
i=1 k=1
Dacit in (2) facem substitutia
Hz, y) = (8 — 20" (y — y)* ™ g () R (y),
unde p’ gi ¢’ sint intregi =0, obtinem eci
Ry[( ¥0)' " ge) h(y)] =
{ 6m+ﬁ+fp+q

2+ (y —

[(2 — @)™ (y — 90)**“ g (@) h(y)]} =

&=y
v=1

[(y—yo)**" h(@/)]} =

axﬂ-'i'payﬁ'('q

(4)

dﬁ“f‘ﬂ’

={ T [ — @) g (a)] }{

dz®t? dyﬁ+a

et (g+B ) pla—1)
- 7 P i) Vi) s
(P—p) (@—9)!

la ultima evaluare ajungindu-se prin aplicarea formulei lui Leibnitz,
Bvident cid expresia aceasta este nuld dacd p'>p sau ¢'>q. Daci
p" = p 8 ¢'= ¢ numirul din expresia (4) e diferit de zero in ipotezele in
care ne-am plasat.
De aici rezultd existenta gradului partial de exactitate al formulei
(2). De asemenca, rezultd cii dacd gradul parfial de exactitate este
(1, my), avem

my=y+oat+p m=3+p+¢
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Bineinteles i gradul partlal de exactitate e determinat in mod unie

4. 8% avem in vedere cii @ = @; este o dreaptd paraleld la Oy multipli
de ordinul o, i ¥y =y, reprennta. o dreaptd paraleld la Oz multipld de
ordinul B, si ¢i & = @y, ¥y = ¥, sint drepte paralele cu axele de coordonate
multiple de ordinul «, respectiv B.

Prin intersectia acestor drepte se obtine un sistem de N = (o -
v+ 1)B 8 + 1) puncte — bmei‘nteles nu toate distincte.

Polinomul de interpolare de grad cel mai mic care coincide cu functia

f(a&‘, :fj) in aceste N mnoduri este
Loy avey Loy Ly eoe 3 T wee g Wy aeay & HA o
01 Pl | iRt 1 it ) ;) n; f )_ ) (,)

La(a,9) = L
Yoy oo s Yoo Y1y oo s Y1y oo s Yy oee s U )
Acest polinom, care este de grad minim in z §i minim in y gi verificd con-
ditiile
&t Ly (a5, 49 e ot f_f-‘?p’_yrr)’ (?’ =0,1,...,0,—1558=0,1,..., n ) (6)
a, oy, 8}, ay, j=0,1,...,s—1;6=0,1,...,m

este tocmai polinomul lui Tagrange - Hermite pentru doudi variabile.
El este de forma

a—1 B—1 git -1 m Bl B‘Hf(ﬂ-' 5
f(]:m Jo) 02 T
Ly (2,y) = ay (z,y) &L Totd) @ Y) ———F—
e Z T e Z E Z LA T
B—1 n %1 i’+9 a  m %y—1Bp— k1
9 (Y lfo) 9 (% 1)
+ Gorldi ) ———— vur (2, Y)————— (7)
Lak s ERE B n i

Observim ci dacd se pune

i AR TG B - 8o g (2, 1)
i = 8227 g Pt yI =R == 6tg+p6yg+u
- 8 :
. T BPTC  (m, ) Do &2 BEPH g (4, 1)
MO aagtrgfta TR 9 gyt
0 <0
avem
ad+ﬁ+ﬂ+qLH (xu’ Uﬂ) o
6 :OL'|'ZP ayﬁ+q __
, o o B,—1 i1
a—1 PB— J’("-u: ") a—1 m FpT- a-e.+ f(%:-’)};,)
Y E + 3 Buu—— =
i=0 j§=0 ‘9‘ aJiJ i=0 p=1 1=0 3“::135:;,

8 (g )

_I_BZ—IZZ_ "’“—l(%ﬂ}‘Fii Dyss ———2=,  (8)
i=0 v=1 k=0 . 5-’“5(9!){1 . ¥ 5-‘5561{:’,_

In felul acesta se vede cii
iy 1 IR it T L v R, (9)

a5t gyt a5 P gyite

este o formuli de derivare partiald numericd de tipul (2).
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5.1In vederea determiniirii gradului de exactitate al formulei (9) ne
vom folosi de urméfoarea propozilie, care se datoregte lui T. Popoviecin
[1] : Dac& dou# derivate de ordine consecutive 4, % -+ 1, ale unui poli-
nom cu toate ridicinile reale, au o rddicind comuni, aceasta este o ri-
dicind a polinomului de ordin de multiplicitate cel putin egal cu ¢ -+ 2.
Dacé f(w, y) este un polinom de gradul (« + vy, B + &) atunci

f(®,y) = Ly (,9)-

In acest caz in formula (9) avem R,[f] = 0. Rezultd ci gradul par-
tial de exactitate al formulei (9) este (m,, my) unde

My =o + vy, my=1p -+ 8.
Presupunind cid p = v i ¢ =< 3, din formunla (4) se deduce ci

! !
(p+o)! (g+B) g"”( );,v(q;(J)
pl q!

Ry [(@ — 20)* (4 — 90)° 9(2) h(y)] =

ot | | o—
Ry (@ — w)™* (y — y0)* g (@) h(y)] = LEDL GHEBL g s @ (1,

(rp—1! q!
By (2 — ao)* (—10)" g (@) ()] = P20 ZTERL g2 (@) 1 ),
P o~

(p+a)l(g-p)! ('a—l)(mo)?(q 1)(.)'0)

B [@—z,)* (g —u) T g (@) h(y)] =
Ty [ o) T y—%) T g@ byl = D

Dacii p = 0 i ¢ = 0 atunci g(z,) 5 0 si h(y,) 5= 0 pe baza definifiei
Tui g(z) si A(y). Daci p>0 gi ¢>0 nu pot avea loc simultan relatiile
g (o) 1 (95) = 0, - y‘”*n(mu)hm( o =0,
9" (@) 1" () 9”7 (@) T (go) = 0.
De acest Iucru ne putem convinge imediat finind seama de lema amin-
titd, precum gi de definitia polinoamelor (3)-
Toate aceste rezultate se pot formula in urmitoarea

T eorem i Formula de derivare partiald numericd (9) are gradul parfial
de ewacmate (my, Mms), unde

My =0 + v, my=p + 9.

In cazurile p>y gi ¢>8 avem

(mgy mg) = (p + o —1, ¢ +B—1).
Dacd insd p=y gl ¢=3, avem
(¢ +v,B + 8), dack g () # 0, B (yo) 5 0,
(¢ +v+1,B+8 1), dacs g (w) =0, & (y,) = 0,
(@ 4 v, B+8+1), dach ¢® () £ 0, (yo) = 0,
(o« + v +1,p43), dacih g” (z)) = 0, B (yo) 5 0.

(my, my) =
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6. Urmind indeaproape demonstratia pe care o di T. Popovicin
in Jucrarea [1],*) se poate arita cé :

Dintre toate formulele de tipul (2) existd o formuld gi numai una,
care are gradul partial de exactitate (my, m,) maxim**) si ci aceastd for-

muli este tocmai formula (9). ) - )
Din. aceasti cauzi formula (9) o vom numi formulid de derivare par-

tiald numericd de exactitate maximi.

§ 2. Evaluarea restului

7. Ne vom ocupa acum de evaluarea restului considerind mai intii
i punctului de derivare My({5, (g, ..., 1) si nodurilor Mis,...q (t,
2, ll)y (o =1,2, 0 ymy; b =1,2,...,8), i se ataseazii ordinul de
multiplicitate (1,1, ...,1). _

Relativ la functia f(M) gi nodurile de mai sus avem formula de in-

terpolare & Iui Newton

Tl 1 1
. Ty l2yeee y b 41
iy ng n 8 iy

i 2,2 2
[ =% % - % I I E— |58t 1 |4 ran, (0)
7,=0 i3=0 i=0 v=1ouy=1 e o
il: {37 !iz‘ +1
unde
thyily vy Btd .
11’12’ s_; ftl 4g+1f(31,;2, ste)
1y (2, s lig+1 ,f p— = -
.......... Y= V=1 11 l".(t )
11y L2y ey li 41 o _#ls
cu
i1
o) = [I ®*—),
\'Jc=1

este diferenta divizatd partiali de ordinul (iy, iy ... ,d,), iar restul for-
mulei de interpolare are expresia***)

. 1 1
r (M) = g (1) [ oy a3 11— B g (8 a (02) [i*"’ ;1]+

2
&2’ 1»1, ...,tﬂz_].:l

i, 1y e ,t}wl 11y
' - o |85 12, .., 12
o (AP [T @) | et ]
=
i, i;, ’t;3+1
unde
"k+1
Uy, (tk) == II (ﬁ:_t:';)a U"‘ =1,2,..,8). (]2)’
i=1 :

*) p. 58—59.
#*) Adicdi m, este maxim si m, este de asemenca maxim.
*#*) Vezi J. F. Steffensen [10].

DERIVAREA PARTIALA A FTUNCTIILOR DE DOUA SI MAY MULTE VARIABILE 738

8. Folosind formula de interpolare (10) vom stabili urmitoarea
Teoremi. Dacd f(M)este o funclie definitd si derivabild partial de
wn numdr suficient de ori in domeniul D, care confine nodurile Maiiys « g
o . . * w - }3 - 2
restul wrmdtoares formule de derivare pariiald numervicd, in punciul M 0
al acestul domeniu,
61"'*'"'238[(3'1") -
8 ()™ ... 8 (1g)"s

1 1

w . By By nilhys (13)

2,12, ... ,12

= 3 s ) vy f D) LD (8) + R,
=1 6=9,; b3y T2 pines g B £
8
unde
1P iy ‘

D) =—= A2 5l 14
’ Ay %111(" =) )

s¢ poate pune sub forma

Gl I skl i v Y

o Mgl
) (a+ D HEYH ... 9 (7%
L I AR ({8 -0 - (15)

(Hl + 1) 1 (nz <|—- 1) | 6 (E_,l)“1+1 a (Ez)ﬂ2+la(lg)pa-.. 6 (f;)pa

ny+rat Ryt gt e o+ 8 d
georoee o h f(EL, B2, 88,

Yol 2 3
u‘iﬂl (.10) ”(21323 (2 ugﬂa) (10) 2 ’;)

(A DHE + DO + D1 g gryatt g gyt g gay+! gyt g @iyma*?

uépi) (IB) ghtmet coba e FELEY s  ED)

+ (—1) ’
is1 (m + 1)1 §EYTL gyt | g (ks

unde g ¢ cupring in cel mai mic interval care confine numerele tf;, tf, T
1 . . . vTw. s . . .
Ingg1y tar to e presupus diferit de rdddcinile ecuatied
d%i u; (£ 3 4
i LU ;™ (1) = 0.
d (s

Demonstrajie. Pentru a nu complica expunerea vom dovedi
aceasta teoremd in cazul s = 3, simplificind in oarecare misurii notatiile ;
vom folosi nodurile My, (#;, ¥, 2), i=1,n+1; k=1,m 4+ 1;j=1, 1+ 1),
§1 punctul de derivare My(xgy Yo %)

Formula de interpolare a Ini Newton se scrie

» Byy Loy eue y Lit1

Hayy,2) = Z Z 2“.‘(-’”)%(9’) Wi (2) | 3y Yoy ov 3 Yren

fml b=l 350 By B4y oens Bithi

s F| 4 Bs  (16)
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unde
oy = u(m)[m, Byy vee y Bata 5 1+ V(Y [Y) Yoy oo s Ymar 3 1+
@y Dy woe s Tt f]—
Yy Y1y oo s Ym4a

—u(w)w(z)[m"”" “’f] v_(y)w(z)[%?fi’--w%“ ;f]+

%y @1y ey 141 Zy &1y vee g Bl41

0 (2)[% #1211 5 11— (@) () [

.’,U, wl, wee g .T/'n+]_
+ u (@) v(y) w(z) J,yl,...,'ymﬂ;f’

By By veey 21

(17)

iar _
(@) = T (@ — 2, 0) = [] @ —phw (&) = [ (&—20)
a=1 B=1 =1
n+l m+1 I+1
w@) = I w—a)00) =TT =), v@ = I =)

Derivind de p ori in 1'a.p0rt cu o formula (16) obtinem

i I’(‘b Y, ) iy eee y Tig1 .
, Z E Z v (y) 204 (2) Y1y eor s Y1 5 f“(m (@) + Ry (18)

Ryy eee 9 Zjp1

unde
’ LA | @, 1, P
B = £2000 +v(y)[y,:y1, o s § L fJ +
. ga’ ) . oa”
? i?A
+ w(2) |:z: Byy ven s Bl §'af}_ v () (?fﬂ Yip ey Ym1 3 g ]—
ga” : o (19)
» ; )
—w(2) [zazla---;zlvl-l ; g A]“‘?’(ﬂ)’"’(z) [y’yl""’ Y1 § ﬂ] +
ga” By Bry cony Ple1 927
-+ o(y)w(z) [?f: Yis ooy Ymia : apA}
@y Ty ees 3. Rl+1 6:1:1)
iar
A (.’L‘, Y, ) s ”( ) [‘B? Lyy weey Tnt1) f(ﬂ", Y, 5)] ('—)”)

Vom ciuta acum si dim restului o evaluare utild pentru aplicatii.
generalizind o metodd & lui Steffensen [4] gi Mikeladze [2].
folosité de acegtia in cazul unei singure variabile.

54 congiderdm funetia ajutitoare

¢ (0,4,2) = w(x) [&, @y, .oy Gurrs [l —u(2)0(y) {‘”’ hpoeo g Bt 5 f]_
yl ?)’1) ger ym'i-l
@y ilyy eeey Tyiq (21)

—u(m)w(z)[“” By vesy T ;/] Fu(@) 0 )W) |y g s s |~ (2,

Ry F1y wee 92041 ) i #
Ry By vee 3 Rlt1

unde « este o constanti.
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Se observia ci
¢ (@i, y,2)= 0, (t=1,n+1).
Raportindu-ne la variabila @, prin a,plicalea succesivih a teoremei
lui Rolle, constatdm ci derivata pmtlala m raport cu @ de ordinul p <n
a lul o(z, v, &), adici

Fo@un Ay, P 4
-4 = L) —(y) [?)‘: Y1y ooy Ymra; g 4 J_‘

9a” aa? ga®
i , »
—w(z)[ﬁ';ﬁlﬁ-..,fr+1§ 2 A] + v(y) w(z) [y’yl’m,y"fHS J A]* (22)
a2 By Z1y oo 38141 Qa”
. ﬂ'pu(n:)‘
da®

are cel putin u—p + 1 rdddeini in raport cu . ;
Dacid presupunem ci z este diferit de cele n + 1 — p ridicini ale
ecnatiei
d® u (x)
da®
va fi posibil ca sid-1 determinim pe o astfel ca si avem incd o valoare a
lui # pentru care

— w () = 0, (23)

|

e@ns _
da”
In aceste conditii se constati ca derivata partiald precedentd va avea

n-2—p ridicini in raport cu o in intervalul cel mai mie, I,, care ii
contine P& &y, Ty ..y Tusy §1 2. Facind iar uz de teorema lui Rolle, con-

" chidem ci derivata partiald de ordinul n —p 4+ 1 a functiei de la (22)

se va anula cel putin intr-un punect £ din intervalul 1. Aceastd derivati este’

"oy _ MA@y !
s = gant1 _v(y)[y}yh---,ymFﬁ i
: tia B atl g
"‘w(z) [z’zls EEE S Taatl +'v( ) ( ) brly o= alimis ] a-\ atl | T
o Ry Byg vee g 2141 o
— a(n + 1) !,

Scizind aceasta din derivata partiald in raport cu @, de ordinul
n + 1, a lui f(z, ¥, 2) dat de formula (16), adici din

" [ (x,y,2) 3"t A(z,y,2) "t
a$n+1 = 9anT1 + (.‘y) YylUry oov sy Ymi1 s _E‘wT{] -

n+1f 6"’+1A
+ w(z) [’3: ey Bl ) W] o w(y)[y, Yy oo g Ymras W}“—

'rH.-lA %41
—w(2) [z, By ees 3 2141 ;6——]—”(?/)@0(2’-) [?/,yl,...,'ym+, ;=2 f}+

a1 a1
o i &y ZI!_ ey 2o o

) ' n-+1
+ v(y)w(z) [y, Uiy ooy Ymia; T2 ,ﬂfl ]
2y 1y ooy B1rd o
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primim
UL - L B ) gty
%_% =v(y) [y: Yig wev g Ymt1} —8—»1-':1—1 “+-
s R [ e, e i
+w(z)[z;zlv---:zl+ly '_B_F —'U(y}'"‘ ("’) 2’: z;: . : ZH: ’ 63:“+1 +
4+ a(n 1)L
Seriind i
" et g2
aEP&+1 - 0’
deducem ci
i e w1, e 1 ey | _
~ eyl T e s T
B W T " (EyA)] DR [Y, Yy, ey Yty 6”‘“'!(&.9.2)]_
(n + 1)1 PR DR R B azn+1 (n+ )1 2, Bicere 3 Z1e1 BE_.H+1

Pentru aceastii valoare, conform celor spuse, rezultd cd vom avea

TA C, Uy ‘apA(x,y,Z) 'M ]
iﬁfﬂ——@(y)['y, Yayeses Yt 1 T]—w(z) ["’ﬁ%-"’z‘“ |

. () 1 E 2)
i Ty Yy ey Ymer, PAEED ]| 2@ 8T [G0D
z n

+ v (y)w( )[Z’ b1y oros Bro ] Py Y gentl

@ s 40 =
—(nv+ i) ]'[?], Y1y eoe g Y1 aaﬂ+1 ‘ u® (37)
. w(z) " - an+1f(Ea Y, 2) 'u“” @ +

(n+1)l[ R TITE R A% Bl gEntt (%)

n+ 1
LIOLIC) ly, Uiy voe yYmpr; LG DD ]u(”’ ().
(n-+ 1)1 By @9 ey 141 &

Avind in vedere acestea, restul (19) se va putea serie

. u® (@) 8" i (& y.D) G )
B meny | 0T + o) |9 B s Ymars =g | F

& f(x,y,2) v (y) L MY E ] e gy —
—+w(#) [27511"'le+1;’Lam%—:l"—(mliy?y‘r"iym*‘l? el w!?(@)
HJ(Z) i ;. 6?‘{_1’(&1!1:5) (p] 7 l:y,yl,...,ym-{-l.apf(:r’y:z)]+
TR Fygeney & s |¥ 2)y—v(Yy)wz T
1) Ilz, S PREEERLI 20 B agn-n ( ) (J) ( ) 2, Zagesns At ’ a®
+ U(y) w(z) y, yl’ see g yﬂl'l-l; 8”+1 fii’lys Z) ]u(p) (m) (24)
(n+1)! %y B1y ervy 2141 &
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san

. u® (x) 811-1*1”5,_1;,:1)_ I o & @, 2)
P+l ot +w(z)l_3,zn---,2za-1,T1 T+

[ iy u? @ 8"
+v(y)Ly,y1, e e A ™ T

o™t 1(E, 4, 2) }]

. APy | 1P (@ w () )
—w(z)[z:"u"-}zHl: 6-'5” (4 11 2, zl:---:zH-la 65"+1

p) o+ 1 =y

ut® (z) w (2) d f,,f%]_y’ z) . (25)
(n+ 1)1 dk

Aplicind o cunoscutd teoremd de medie 2 diferentelor divizate

1 3”'+1F(:E,'q,z) *)

[z, Zhy eee 3 Tnt1}

L¥s Yyy eev s Ymt1s B (z,9,2)] = (m+1) ! a1 (26)
se obtine (27)
e u® (z) §"1f(Ep2) o) T (w0,
m+11 gt (m41)1 2P e" !

" @ew MM ERD) e
(1)1 (m+1)1 GE T gqm T (m4-1)!

am?’ a.qm-i-l

. P m2)
l:z!zl!'“rzl-l—ls'————n— +

. 8%y, w(z) u'® (a " y(Ey,z
+w(2) [272’1,...,51+17 37 B ]“"‘ U(n):_]):) By Byy oo g Bit1 ) 6éqfly )]+
u™ @p @) @ |, , el ()
(1) Lm 4+ 1) ! y A1y ese 3 RLEL g aﬁn+la.’im+1
sau
e u® @) P En v & ") (28)

—] (n T 1) ] aiﬂ-l-l (m+1) | amp 6,qm+1
P [y

92"

_ @ MG o,
(1)1 (mt1)1 9T "
_ u® @) PEyn  v@ T (@ ma) A? @oe@)  "TIEND)
n+1 m+1 + n+1 m+1
(n+1)1 9 (m+1)1 99 (n+1)1(m+1)!1 98" 81
Aplicind aceeagi teoremi de medie a diferentelor divizate obtinem
in definitiv evaluarea
@ "G | 0 W) Frotly@mg | w@ FTi@ed
PTERem g mr1 dF T L@+ n!  §PerT!
I o LYC) W el (2% T B o @wE  STEIERD (29)
(n+1)! (m+1)| 6§“+16'qm+1 (JI+ 1)[ (l+ 1)1 aEﬂ+lacl+1
 v@wE @ 00 n® @@ w8 E 9,0)
m+11I+1)1 §aP ™ ragtt (n41) 1 (m+1) 1 ((+1)! JEntl gymtt gritl

(z)[z, B g B 3

*) 7 ¢ un numdir cuprins in cel mai mic interval care ii contine Pe U, Uy, Uay <<+ 5 Up g1,

b, — 240
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contin numerele : &, Ty, ooy Bui1; Yy Yay veey Ymt15 &y 81y oee g Ftr- = |
Aceasti evalnare s-a putut vedea cd e valabild pentru orice « diferit de
radicinile ecuafiei (23). : _ " B
Prin urmare, pentru restul formulei de derivare partiald numericd
(18) am obtinut evaluarea (29). ] y
Tntr-un mod absolut analog se stabilesc formulele de derivare par-
tiald numerica in raport cu variabilele y si 2. _
’ S derivim acum de ¢ ori in raport cu y formula (18); vom obfine

o n m 1 3’}1, vie g ®ipq ”
82 (x4, 7) 2 ,Hw)(,v)@(q)(? . Ry (w1 2),(30)
N E i ()or ()0 (2) |y, ooy Yaun ;5 F| T B (25Y52),

52" gy ; e 10 Zey ooy B41

unde restul, tinind seama de (24), se scrie

r_u” @ Ty
T D1 98 lay

Lﬂ_ﬂ_)]

—|—W(z) I:z:‘ zl’ waimt ¥ Z1+1 ; axpayq

: 8" [(2,4,2)
4 (0000 s L2
oy? o

" (&, )] ) o
(n+1)! gyt

(v(y)[y, Yiy oo 3 Ymt1s T ger

u® @)w(2) " (E0,9) ] _

& Big oo 5. 8 :
@ + 1) [: 19 MLy 6?’,’”169’7

—w(z) i(fv(y)[yr STIRED :ym+1; 6pf(33’!],5) ]) _|_

o' 2, 21y oo 3 A1 0a”
w+1 1
L P @wE ¢ (,v [ Y ooe s Ymin, 8" 1BV ]]
Lo 1 @) 2y By eery Bt gt

Pentru a obtine o evaluare a acestui rest se poate folosi o metodé
analogd intru totul cu cea care ne-a condus la evaluarea (29) pentru restul
formulei (18). ) e

Vom folosi acum functia auxiliari

& [(x,y,2)
(2, y,2) = v(y) [y, Y1y oo s Y1} _W]__

u® (@) (y)

" (5 y,2) ]_
n+ 1)1

[y, Yiy ooe s Ymi1 3 gENF1

Vi i
— o) w(?) [y’ Yag ooy Yra; S TB0E. ] +
%y Ry vee g R141 dx

u? @ v @@ [Y, Y5y oo s Yt 6“*1f(5,r,z)] .
(n+ 1)1 By By o 5 Biri oM

unde £, 7 §i ¢ sint respectiv cupringi in cele mai mici intervale care .
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Relativ la variabila y aceastd functie se bucuri de proprietiti ana-
loge cu ale functiei ¢(x, y, 2) priviti ca functie numai de .
Tolosind aceastd functie auxiliard i aplicind ca 51 mai inainte teore-
mele de suprapunere si de medie a diferentelor divizate, se obtine evaluarea,
u? @ @y P P i@ |

Ry (2,1, 2) —
3 ( y U5 %) (n+1)1! aEﬁ+lay‘1 * (m+1)! 6@“’6'0'”’“ t

w(z) am+q+l+1”$,y,c) L u':m(a‘) ”(q) () an+wz+2/(E,n,:)
(t+1)1 g2yt gttt (1)1 (m+1)1 QERFIgym+l

uP@wE) Mgy P@wee 9T )
(41111 gEMH gyt gritl (m+1DIA+1)! g gyt g+l

+

1 @@ wE)  PTIESE 0,0
(A1) 1 md 1) 1(I41) | §EH1 g4 T 1 gt

(31)

Aceast#h evaluare este valabild pentru orice # diferit de ridicinile
ecuatiei (23) gi orice y diferit de ridicinile ecuatiei

a
el U (32)
dyt
Asadar avem formula de derivare partiald numerici (30) cu restul (31).
Tntr-un mod eu totul analog se stabileste si formula de derivare par-
tiald numericd
n m Lyy Loy ey Bipq

i
=Y Y Y W@l el @)y, y, ..., g s F]+ Boy (33)

T (a,y,2)

v qd AT
v i g F1y Bay oery RBitd
unde
R;’ _ U(:n) (x) 3m+u+r+1f(g’ v, z) D(q} (1) amﬁ-m—:r-ﬁ—lf(m, 'fi,f) +
(n+1)1  QEToyt " (m+1)1  §aP @q™t1 "
@) P @yl W @) ) 9T (g0, 7)
I+ 1t @aP gyt ggttt (n+1) 1 (m+1)1 gEMHgamF1g.T
u? @' @) "M (g 0 @z TR (e 4,0 i
(n+1)1 (14+1)1 JEMTL g gLttt (m+1)1(4+1)1 92 gnmH1 g+t
H(m(:c)v(ﬂ(y) w(f)(z) an+m+l+3f(5,_q!:) ) (34)

i+ m+1) 1 @11 9E T g gL
aceastd expresie a restului fiind valabild pentru orice x, ¥ i 2 diferiti
respectiv de riddicinile ecuatiilor (23), (32) si
dw@ w"” (2) = 0.
d="

Observafie. Subliniem cé ;7 si { care figureazd, de exemplu, in ex-
presia (34) a restului sint aceiagi in toate derivatele partiale care intervin.
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Acest lueru am ciutat cu atentie sii-1 punem in evidenti in toate evaludrile -

pe care le-am dat pentru restul formulelor de derivare partiald numericd
de care ne-am ocupat mai sus.
9. In cazul a dou# variabile avem formula de derivare partiald nu-

merici

D+a b i :
" (=my) Z Z u® (z) v (y) [“'“1: gy «xe ,xwl;j] + By(m,y), (3b)
i=p k=q

9a” Ay Y1 Yoy ooe s Y
unde restul are expresia
R (9’; y) o) u”’) (z) 6n+q+1f( £ 1) v(q) (y) ep+vn+1i(x, ) i
aly (+11 8E oy (m+1)1 9a® g™

(36)
u® @)@ "™ (B )
(n+1) 1 (m4+1)1  @E T gy !

care e valabild pentru orice # i 4 care nu sint ridicini respectiv ale ecua-
tiilor (23) gi (32).

Din punct de vedere practic, este avantajos, ca diferentele divizate
care intervin mai sus si se calculeze cu ajutorul tabelelor de diferente
divizate [11].

10. Se intelege ci in locul formulei de interpolare (10) a lui Newton
poate fi utilizatd formula de interpolare a lui Lagrange. Intruecit in formula
de interpolare a lui Lagrange restul are tot expresia de la (11), rezultd
¢4 restul formulei de derivare partiald numerici ce se obtine intrebuintind
aceastd formuld pentru caleulul aproximativ al derivatei parfiale

ap1+pg -HJS (M)
AU Q3 ... 8 (1g)%s

va putea fi pus de asemenea sub forma (15).

Din punct de vedere practic gisim ci e mai avantajos si se intre-
buinteze formula de interpolare a lui Newton. Iaté citeva motive care
ne fac sé afirmim acest lucru :

1° Aceasta ne conduce la formule in care se introduc succesiv diferen-
tele divizate gi ne permite si intrebuintim cu succes tabelele de diferente
divizate. :
©:9° (Caleulele ficute pentru o derivatd partiald se pot folosi in conti-
nuare penfru caleculul unei derivate partiale de ordin mai inalt.

3° Formulele de derivare partiali numerici au o form# simpld, si-
‘metrici. Acestea se pot exprima foarte ugor printr-o singurd formuld
generald (13); din aceasta — particularizind convenabil indicii de deri-
yare Py, Pgs - sPs— Se pobt obtine imediat formulele de derivare pazr-
tialii numericd pe care le dorim.

4° Formula (13) care se obtine e valabild gi in cazul cind nodurilor
1i se atageazii diferite ordine de multiplicitate. In acest caz diferentele
divizate se exprim# prin anumite derivate partiale lnate in nodurile res-
pective — fapt bine cunoscut din cazul unel variabile. .

“-' - QObservafie. Subliniem c# evaluarea (15) pe care am dat-o pentru rest
-este valabili si in cazul nodurilor multiple. : #
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§ 3. Formule de derivare parfiali numerieii eu diferenfe

f11. 1\‘;@ VoI ocupa acum de. un caz particular important care permite
ca f'Ormc{l ele de derlvarfa partiali numericd din paragraful precedent
Ef;l Silgleuge ? forme utile 11;);311131‘11 aplicatii practice. Este vorba despre
E e derivare partiald numericd simetrice i j
) : t exprim
diferentelor simple. SRR ) bt

In cazul a dous variabile schimbi
5 Tt e e schimbind pe X in g, — ha, pe ¥ in y,—*ky

T =@ —t—1h Yy = yo—j—1k, (i =1,n +1;7 =1, m - 1) (37)
formula de interpolare (10)*) devine '

fwg — ha, 4o — ky) =

— noom - digt—=t i—1 Ai Ag f (@, 1)
'i:o;( 1) Gg(m'{—a)r_gj(y _i_ ﬁ)T_]_?(w) y)}

unde

Keftan 9) =Y (=1 () fwa—v, )

v
iar

v "

AL &) f(on 90) = Y <—1)“*”‘*“*”( " )( ”‘)f(wo—vh, Yo— 1),
v=0p=0

Restul acestei formule de interpolare este

e B O, L h"“II(m + a)[@g—hm, 20 Ty + By .. 8o+ nh;f]
a=0
+ (—=1)"* k”‘“_ﬁ]_j_[o @+ B)yo — By, Yoy Yo + Ky oo yyy + mk5 1 +

(1L g g ﬁ(w Y o:)ﬁ(y +ﬁ)[$n——hw, Loy Bg+Nyenny@y+nh )
8=0 Yo Yoy Yo+ Kyery Yo+ mb’

o=0

1 L seama ac t e d
9 ce 1a

(— 1)+ pe g0 977 1 — h, gy — ky)
aX” 9¥°

B n m " AL AT f(agyy) (g2 i1 i
3 ) =S (S T ) (2 T +0)+ R,
D i= o= =

s B

— (38)

*) In care variabilele independente le notim cu X 51 Y.
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Fécind p = N §i ¢ = m in formula (40), obtinem formula de derivare
unde partiald numericé
1l gntetlgz wo_ gy @ .
(POt B 50 (%, Yo LT (2 4 @)+ x - reee el
R ("If', y) — (H T 1) | 8 iﬂ“l—l 6 Yq dﬂ_;:" o:!=]0 611 ml(mm y[.) . Am Aﬂ' f(ﬂ‘ﬂy yu) Ro 40
da0uy e % 2
+0+1 pp g+l apdmtl g pa 3 "
+ i h" k 0 pf(’ﬂn m?—? 1) ;H (?j + B) + unde
(m -+ 1)1 XY dy’ B=0 R; __nh 6n+m+1f(£’ ) _mk 6"’+m+1f(-t‘n )
= 5 w1 A m T
T q 2 98" ayy 2 9%, dn
f (Pl gl mtl guimis g o i:i_fl (z + a))(&(_}ﬂ (v + B). (39)
dx o 7 g

(n+ ! (m+ 1) ! 3 in-ﬂa ,!}m-%l ] o —0 __nmhk 6"*“‘*%(5, ) .
4 8;n+1 a,’im-{»l

14. Si mai vedem citeva cazuri
88 le subliniem.

Pentru p =1 gi ¢ = 0 formula (40) devine

12, Ficind in (38) # = 0 gi ¥ = 0 se obtin formule de derivare (j%)ar:
tiald numerics analoge cu cunoscuta formuld de derivare numerica data

particulare pe care credem ci e util
de A. A. Markov [6]

m’+q P 74 6p+qf(‘“nsyo) -
(—1)" "k —-——axﬂpayoq

0 f (. Yo) C im1 Ao Golle) (g "L (%, yy)
h 02 S0 1 _‘y[.
St — Y (—1) :

or, e T 6E7!—:1
: s B0 o u) [ a0 i 0 w+e)|+ 7, (10) - o |
=V ) 1) G = 11 @ta] e ‘;l_:[u Y L lar pentru p = ¢ =1 din aceeagi formuli se giseste
T =0 w= =
i=p i=q noom i A -
&2 [(ag, Uy) b Do Ay 7 (%, 1)
hl L 7ede) S I e Gl
unde o T ;;l( ) T + ¢, (43)
= (Pt a1 g an+:illf(5.q!!o) [iﬂ (@ + oc)] unde
(n+ 1! 98" dy L9 a=o A g = TP B g2 1(E, gy (— 1" RE™ g™ +2 oy n
4 (— (PTm+Lpp gl ,‘;1;';:‘;1 ﬁiﬂl.'f]) [ﬁﬂ (y + [3)] n4-1 3in+15yn m 1 9 % 3 g1
(m+ 1)1 o On =0 =0

+ (_ 1)n+m—f-1 hﬂ-l—l km+1 aﬂH?H-Bf(E, 1) .
(n 1)(m -+ 1) ag}a+16_’]m-kl

15. Se ajunge la formule de derivare partiald numericd cu diferente

ascedente dacd se folosegte formula de interpolare de doui variabile

3 luﬁ Newton in care se schimbi X in @y + ha, Y in y, + ky si se iau no-

urile

—+

(_ 1)ﬂ+m+1 hﬂ-&-lkarl 6n+m+ﬂl(am) [ a?

7 dq m
g o| - [T+ )]
(4 D1+ 1! HETIgmTL | da? m:o‘(w i U)]m=0 [dyq 1

13. Pentru p = n, ¢ — 0 5i = 0 formula (38) devine

m = A" AL f (%0 ) ’
3" f((;;o,?.:]uky) — E 1(_1)? i (y—}'ﬁ) ——:TL-T!"—D_ +»R17
To

2 1 Uy = Bg—i—1hy y; =y, —fj—1k (i =1, n 4 1; §j =1, m + 1).
ande Tinind seama ¢4
" n+m-+1 Y 3 i ad ; 3
o nh @ (G g —ky) (—1)m+1 S 11 (w+8) 9 mn fffj'; L To—thy ..\ @y — Ry, fl= Ay &) 1 (g — iy yo— )
—_— —— ] ¥ - ]
SR AT TR (m+ 1)1 = 0% 01 Yo— 1k e Yo — Tty g e
i &M 4 (E, ) obfinem urmitoarea formuli, corespunzitoare formulei (38),
(=1 YTy + B) et vt
2 (m+1) 1 A JE on he T 0" (% + ha. -t ky) _ (44)
) a_XZ' 6 Yl]
e % & devine .
Pentru y = 0 aceasta formuld de 5 L 2 A M flxy — iy — ik ) a? i=1 g7 i1
aﬂf(mu’yo) & Agf(%-yo) __n_h_ an+1 f(i’ yn) . (41} g; il (Eﬁgj(w“l‘a))(@"g(y-{_p)) _l" P2y
aa;g —_ i 9 aa’:ﬁ-l
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unde
e S (£ e o)
w9 ) -
e el T v +o)

Daci luim 2 = ¢y = 0 primim urmitoarea formuli de derivare par-
tiald numericd cu diferente crescatoare
A (T
" ayuq

AL N f(y — iy, —ik) [ gP i1 a i—1 .
L@+ o) | ST +8) [+ ees (45)
du a=0 @w=0 dyq B=0

ol

n m
;ﬂ; i1 z=0
unde -
g i L R I
= =il T
o (4 1)1 G gyt dx IzI i m=0
hp }m+1 ap-{-m+1 ; ) d? w
J R P [+
(m4+1)1 gz én y? 5= y=0

n+1l,m+1 n+m+2 n
I k 0 f(E;m) ;oH Q’F*{- II(J..|_{3)
IJ"
dx f =0

T ) m41)1 gEH gyt =0

Din aceasta se obtin formulele

&[Gy _ Abf(m—nhy) 8" v
aat . " 2 e _

ntm o APA™ f (x,—nh, yo—mk "

6 :(10 iﬂ) s o] f(q‘uu nm yﬂ ) + P‘ZJ (4.6)
o%," dth Wk

unde

”

nmhle §FT™TE1(E, )
gEm gyt ’

nh g"tH f (B g | omk @M f (g )

h
e 5 oug 9! 4

16. Si vedem acum citeva formule de derivare pariali numericd cu

diferente in cazul a trei variabile.
Corespunziitoare formulei (40) este formula

pra+r 88V 1 (2, o 20) o

- 1
( ) ax” duy? 87

i Ll o |
o D A7 [ (g, Yo, 7)) 0% e Dt A By (47)

n
b ) 7 1 o L
o i e viul ol d v—1 u—1  o—r
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ande
‘D\j;fl :(E;iv—l(m I ] ,D2,1 _ P
wl @t o) ( I+ ﬁ)]ﬂgo T
3 af 2=1
2, (d I v))H

iar restul are expresia
g qtrl
B, = (—1) Tasptrt bl oF ia"*”’“;‘(i, Yo Zg) +
(2 + 1)1 L A

+m+rt+
+ (_1)-_0 m+r 11!11 kna-l—llr 51 6p+m+f+1 / ("’:m 0, 2) +
(m -+ 1) | axofl 671’”“61[,"

4 (—1Fretet e po et 36”“’“““%, U0,%) +
(s -+ 1)! az,? gyt ¢ttt

(—pptmtrt et ymt e 6n+m+r+2’«(g’  Z0) +
N TP T P M

(71)n+q+s+1hn+1]rq i_,.‘1+1 i 3 6n+Q+8+2[(E, yo- t)
(11 (s 1)1 TR gEntlgge gratl i

‘(71)zr+m+s+1hp st 6P+m+3+2f(1€m’f],§) o
(m+ 1)1 (54 1)1 PR 9a? gt T

(AL o e s RS f(E 0, ) | 49
(n + 1)] (m + I) | (S ‘f‘ 1)] ” b & 6Eﬂ+la_lqm+lata+1 ( )

Pentru p =n, ¢ =m, r = s, obtinem formula

a1r.+m+a 1 (@0s on Z0) - A: Aym A: f (%0; Yos Zo) ‘Rf
Az dy,"9z," il o+ S o
unde

_R; o N AT ) mle GrimEetl p i o oy

5 (?En-l_layom azox 9 axoﬂ a.qm+lazus iy
o i 6n+m+s+1f(ﬂ:m Yo %) _n mhk an+m+s+2 f(a: N, Zg)

9 61‘0” ayﬂm aa:.9+1 4 6Eﬂ+16_qm+lazaa

nshl 6n+m+8+2 (5, Yy ﬁ)_ msikl 6‘"+m+s+2 1(%, 1, ©)

4 gEtigymaritl 4 dxg" o™ gr Tl

—ﬂ mshil aﬂ+m+x+3 f (E! -’]: C)
3 6gu+la,nm+la?:s+1 E
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Corespunziitoare formulei (45) este formula cu diferente ascendente .

O (o Yo 7) _
63‘]]7; 6yuq azo‘r

n m 8
2 A A% AT g wh, yy—pk, zo—ol
ZZ): Dy Dy Diy 2o Ty T IGV BB %20 oy (51)
=

W R

viplal
unde
_ h'n-’rlkq " 4 6¢a+q+r+1 f(Es ymzo) W I‘WH*I I 6ﬂ+m+r+1 f_l_(:'"’ 4»%) +
BT mrnl " s aes (n+ 1)1 B ™1 oz
F S R Y 6M+Q+S+I £ (T, Yo C)_ prtl pmlr aﬂ-!-m+r+2 / (_‘_E; "i,:u)__
(s+ 1)1 g axf 0yl orrtl (n-+1) 1 m+1) ! QE L g™t gy
hﬂ+1 L s+ a-n+q+s+2 [ (£, Yo» C) e km+1 1“+1 617+m+s+2 f (g, n,t) +
T DI+ D! 9ETABCTT  (mADI G+ g ot e
h"+1 km-frl Is+1 aﬂ.+m+s+3]z(5, 0, Z)
T (1)1 (m+ 1)1 (s +1) 198 T g o
Din aceasta se obtine formula
EMTS 4 e s A" AT AS f (xy—nh, yy—mk, zp—sl) ” ”
9 Lepidpsl . h P m",. el + ¢sy (52)
az:(’}ayg‘ 9z, n® K"
unde
p,a, . ﬂ 6n-|-m+s+1 f (E,, Yo» zo) ﬁ au+m+s+1 f+(1":m n, ~u) +
2 9E" dyy oz 2 drpan™ 8z
+ sl 6n+m+x+1f (%> Yo» C) _n RBE an+m+s+2 f(Ea - 50)__
2 o oL 4 et o™ o
nshi aﬂ+m+x+2 f(E, e ﬁ)_ms k1 an+m+s+2i(mmn’ t) +
- o agnﬂaygzacsﬂ 4 6-153'6‘:]”'“ P
nmshkl 6“+m+s+3 F k7 O
+ s 6;'n+1 a1 m+1 acs+1 g

17. Si presupunem ci p gi ¢ sint douéh numere naturale impare si e
pentru coordonatele nodurilor Iuim, in primul rind,

@ = @y, By = Ty + Ry Ty = Bg— Ry ooy Tyix = Bp + 1hy Ty = Ty —ihy...
Y =Yg Y2 =Yoo+ & Ys =14 —F .. \Y2iea =0 + ik, Yy= Yo — 1k, -..
iar in al doilea rind (b3

@y =gy By = Bg—hy, T3 =@y + By ooy Toia =T — th, Xy = @4 +ih,..,
Y1 = Yor Y2 = Yo—hy Yo = Yo -+ Ky oo s Y1 = Yok Yoy= Yo + jk .. (54)

in loc de variabila X si Tuiim #, 4+ he iar in loc de ¥ si ludm ¥, + ky.
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g

In aceste conditii se obtin doué formule de derivare partiald numerics
de tipul (35). Ficind media aritmetici a acestor doud formule obtinem
urmatoarea formuiid de derivare

17 18§71 f(2y + ha, yo + ky)
ax” gy?

o V| AP @B @ e
A2‘1—1 2j—1 T 1 o -

b X N o A A (f(ay — iy o — i) + (2,
—o—1h, Yo—ik) + f(zy — ih, yy — j—1k) + f(2g —i —1 h, y;—i—1L k)] +

cf?, (=) B, )

m [f (#g —ih, yo — k) + f(wg — ik, yo—j — 1k)] +

A, (%) JT-’(‘2)1 (u) AZI—1 A2 . . —
m AZTTAY [f(wg —ih, yo— jk) + fl@y—i — 1hyyo— jk)] —+

C?, (x) DY, ()

Tzlr) 1(2)! AR AT filw, — ihy, 4, — jk)} + 15 (2, ), (55)
unde
LT SV [ By, + ky)
" = i [y »Uo i
"o{ Y) (2n + 1)! (%) JEZATI gy i
PR gy & @i
2m 1) ! 9X? §p2mtl
’!2n+1k2m+1 627a+24n+2 f(-‘:] )
_— An ) B g 2 !
@n+1)1@2m+ 1)1 (@) Bu (¥) GEINTL gpamTl
iar

dii(2) =2 ﬂ1 —a?), Biy(y) = yﬁ (y* — B2),
G=1

o=1

i—1 i—1
=]] (&* — o®), D;_, (y) =[] (v* — B3, (56)
=0 B=0
POy = T
du’®
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18. Din (55) se pot obtine formule utile din punct de vedere practic -

pentru calculul apr oximativ al derivatelor partiale de ordin impar. Pentru
aceasta este suficient si ludim o = 0 §i y = 0 si obtinem formula
6” f (o, y'o)
WP
ag 69"

™ A" (0) B[% (0)

i—1 2i—1 A 2—1 . 7 o k
E Y Ge-nig o U i, Yo — %) +

e 11+1 i q+

+f(9-'0_"';_1h: Yo — ik) 4 (2, — A, ya_jflk) + flwg—1t—1h,

Yo— i — 1K) + 12, (57)
unde
. h2n+1 kq (o) 62ﬂ+Q+1[(ﬁ, Uo) +
T enrnt " gE2ntig
th k2m+1 fﬂ) 6m+2m+1l(mo, 73)
B I pigy & el
@m4+1! (0) gl grF Rt

h‘..’,ﬂ+1 ]‘2m+1

2n+2m+2
. ® 0y B@ (0) _C— [
@n+ 1)1 (2m+ 1)1 A57(0) Bn" () Qe g 2T

19. Tn cazul cind p si ¢ sint pari avem formula

O (xy + Dy, - k) -
i T e b, (58)

zj ”’El cf2 (=) DY, W)
s 4 esren
T2 !

3

A BT flawy— ik, yo — iE) +

n m cﬁ) (@) B () T ' .
+ E 9(9101(2!1_11)] AT AT [f(wo—ihy gy — jk) +
el

w[-a

el A @D W e

+ f (@ — ihy Yo —F — 1 K)]+ Z Z L AT AT [ (@ —

2i—1)1 2!

i= 1+-— n—-—-

— il Yo — i) 4 (@ —C—1h, yo— k)] +

“ A @B G e e ; o
+ Z 2 4(2i—1)1 (2]-_1)|Aa: AT [fwy — ihy yy — GE) + f(xp—

i= 1+—— j= 1+—

_i_lh} Yo — k) + f(@g — by Yo — § — 1E) + flwg— 1 — 1l —
—Jj—1k)] + pslz, 9),
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unde
W [ ) 3" (E gyt ky) @) " (& hy + ky)
@, ) = HY L= L 1o T Y 2
PS( ?y) 2(2m)! l () 6E2ﬂayq -I_L() ag2ﬂayq ]-{
W™ ) 8P T2 (wy 4 Rz, 1) AP TEMp(a, L haz,
Pall I (% ] ('T) [ (% )
+ 2(2m) | [ i 9% a-q“' T ga? g7 "
KUK [ g 6" (E ) 2] g e )
2(2)‘1)[ (Zm)l [ (m)G a&ﬂ'na 2m +h agEﬂa 2 ]
iar
n—1 n—1
H(2) = o(w + n) [] (2> — o?), W(z) = a(z —n) [] (#* — o2)
w=1 w=1
m—1 m—1
Gy) =y +m) [] @2—82 9 ) =y(y—m) [] (¥* — B3
B=1 B=1

20. Ficind in (58) ¢ = 0 §i @ = y = 0 obtinem urmiitoarea formuli
care ne di derivatele partlale de ordin par in, raport cu «

P 1@ _ o GO o .
o 61 @ ). foJu 2 — AL flag — by yo) +

1,._.__

21 13
+ L o, (0) M (59)

(@n)1 ag*®
Pentru derivata mixtd obfinem formula
e & o)

ey 0y dti

n-lm-1 cf”J (0) D (0) ,
—1 ?—-1 24 27 . . L
Z Eq @)1 @)1 A Ay [y ‘_‘ilh:_ Yo — jk) + p2), (60)

e
2 2
cu restul s
. B2 () 62n+qf(E ) 1P 2™ (2 6”+2mf(x )
=2 & g0 a) D 0y Gem)
P2 anl = 1(0) 9" 38 Tem 1(0) 948 972"
o hZJnkZm ) ) 62n+2mf(5 ) H
(2h)’1(2 my1 " 2 )D”‘“I(O). alm

21. In cazul eind P este impar iar ¢ este par se obtine formula
WP RGP (o, )
Ay 8yg
5D A @D ey e R
= ;LI 2 @i—1)1 @)1 Az Ay [f(mg —ihy Yo — jk) +

2
2

J=

+ f @y —F— 1B, yo— k)] + B, (61)
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unde
W10 A””( ) 6“"““1‘(&%) 4

T a@nryr " st
P ,2m p+2m ;.
K D(q} (0) d / (gsn) .

m—1

(2m) ! dab gn*™
h?,n+]k2m (pj (q) 629a+2m+1 f (a, TJ)
N SO DY (0 : ‘
(2n+1) 1@2m)! An (O) 2 ( ) QE n+1 a.r‘Zm

22, 8% mai diim acum gi citeva formule de derivare partiald numerica,
de felul celor precedente, pentru functiile de trei variabile. 5 o
Dacii p, ¢ si » sint impari, avem urmétoarea formuld, corespunzatoare

formulei (57),

ey O @ bez) (62)
a5 Oud 9z
n " F} A 0 B (0 e 0 _ B _
_ Z v—1(0) B4 (0) E;—, (0) A1 A:u 1 p20 l[f(mn—'
8(2v—1)1 (2p—1)1 (26—1)!
gl @l o £l
2 2 2

—h, Yo — uk, 2g— ol) + f(@g—v —1h, yo— pk, 2 — ol) + f(@e— vh,

Yo — v — 1k, 2o— ol)+f(wy— vh, yo— vk, 2y— o —10) + f(@g—v—1h,

Yo— o — by 2y — ol) + f(Be—v—1h, yo—pk, 2y—c— 1) +f(# —
vh, yo— p— 1k, 8—o0—11) + f(2o—v —1h, Yo—p—1k, 20—

o—110)] + 73),

unde
,-I = hﬂﬂJrle i (p) (0) 62"+q+r+1 f(i’yﬂlzﬂ) _|_
@n+11 EE" 1 9yl 2}
P Ic2m+1 " aw+2m+r+1ﬂxm _q’zn) +
@m 1) ! 6ﬂ%aan2m+l 62;
WL ey SPTIE e l)
@s+1)1 822 gy 921
__pstgtnal @ A (0) BY (0) APt e )
2n-+1) ! @m+1) | n 1 652»-?1 6_{]2»17162;
p2ntl e 2+l ) ") 62“+Q+28+2f(i,yn,C)
_ AP (0) B (0 ==
@n+ 1)1 @s+1)! (0).E:"(0) EEMTL gyl oAt
P p2m 121 ) ") am+2m+2a+2 f(z, ,.‘?,c}
— B (0) E” (0 e
(2m + 1)1 (2s + 1)1 m ( ) 5 ( ) 63:'{,’67;2’”“6!2"’ +1
h2n+1 k2m+1 128+1 ) @ ) 62?%-!—21’!!—-}-28%3}((5” 'Q,C)
A (0) BiY (0) EX7(0
+(2n D) 1@m+ 1)@ £ 1)1 n ( ) (0) E;°(0) 6E2n+lanZM+lac2s+1
iar i—1

i ,(2) =¢ H (22— %)~
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23. In cazul cind p, ¢ $i r sint pari avem formula

he fen Ir _'6p+q+rmf(“:°‘y"’ ol
Ay 3y o =,

21 ™, ). (0) B, (0)

(2v) ! (21) ! (20) !

AT ASY AZ f(wy — vh, gy —

—wk, 2y— al) + 9;3

unde restul are expresia

- R 2(31}1 0 82’L+q;'r HEs Yor 70) g B2y J)ﬂo‘) ; (0)ap+2m4-rl(xu,.q,zo)
@n)! dE"dlaz] @mi " dxg 01" ™ 0z
Jr h? .r\q stFs('r)l ap+Q+zsf(1'ﬂ,ym§) =
(25) 1 RGN ke

hﬂ 7 ]{2 m Ir

Znt2mte
— T E o™ 0y D® " 1 (B, %0)
@n) ! (2m)! " 1( ) D, & (U) d 52116 ,']?.m P 2(1)'0

h‘.’. w kq [2 8

(p) (1) TR e 1)
emienr O OIS S e —
RY j2m 2s ~ p+2m+2s .

U { fa) (O)F(J (0) 6 f(.‘l:o, N C) +

m—1 8—1

(2m) ! (2s)! dxgdq ™o

hE'R kam 128

Ca{f—}l (O)qui?il (O)Fggl(o) 82ﬁ+2m+23f(5,n,z)

@n) 1 (2m) ! (2s)! FEEm g o™

iar

Py (9)=T[ (& — )

24. Daci p si » sint impari iar ¢ par avem formula

D+Q+T
he e (i) f(2g,80,7) —
o} Ay 974 (et
n m—1 s
_A(IJl (O) D(Q) (0)1‘1(1") (0)
— v—1 h—1 og—1 2v—1 2p 20—1
V_‘“:ﬁl - _&a;’fﬂ sevnieaes —n1 o0 A A& (@e—
2 L] 2

"_Vh;?fo'_“ky o — Gl) o3 ﬂ'ﬂ;o_\"—'lh’yo_ P‘I‘;;zo_ GZ) + f(mu—
—Vhy Yo— vk, 29— 06— 1) + f(ay—v—1h, yo— pk, 79— p— 11)] +
+ 0"
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— 2° Dacé seia b = k& 'gi-se adunfi membru cu membru cele dou#
) i : ) oud for-
. sEntI g R ) mule date mai sus se giseste pentru laplacian expresia
<py = Ie k lf A(.’ﬂ) (0) a I(E) Yo -0) _|_ : . = v 1 : -
(2n +1)1 HE™ 19y, 8z Af(g, Yy) = agfa(ﬂfgsyu) % agf(re[;yo) _
+ n’ kzm r () (0) 6p+2m+r f(-'”n:"l’zu) _|__ ‘ ] ok L ayo : i 2
————— D (0) 1 Py 2 :
(2m) ! 8" 87" 8z = [ A% H(@o— Ty o) + A2 f(wy, 4o — h)l—%[ a«;a(i;yn) A () J
D ;q j28+1 P +q+2e+1 ? ¢ dnf
e g, 0) L ) | |
(2s+1)! da," dug’ 8¢ san dezvoltat
kit T @ gretRmiel e, @) 1 : '
ent 1)1 @m) Ay7(0) Dn—y (0) Qe igIm o T Af(@o, yo) = e [y + Ry y0) + H@oy 9o + 1) + (g — Ty o) +
ptlge 2+l ) - 62ﬂ+q+28+2 HE 10, 0) . ' i ) :
- AP (0) BT (0 ol oy — 1 [ oY(Eu) | 6
@r+ i+t " (0) =1 (9) QEM L gy, 6LF T Mo Yo = 1) — 4@ 4ol — 12| gee =k i;fl‘n) ] '
pe pAm 2l (r) TRkl flz4,,0) 4 i a 3 "‘ s | :
A ’ . ] '
3° Pentru valorile particulare n = m — A — i in (5
pEntlpEm 2t Aﬂ’}(O) e (0) B, (0) gantEImt Bt oy  rm¥tonres formnls - ; P = ¢ = 1 se obtine din (57)
@n 4+ 1)1 @m)1 (@2s + 1) B - o ERNEL g Em gl '

Flxot) 1 .
0200s e ARl Aw Aw U(g’u s h:yo e ]‘:) + f(mo’ Yo = ?")‘{‘

95. Din formulele care au fost date pind aici se pot obiine, in par-
ticular, o serie de formule explicite utile. Notam cé toate formulele riz-
lete care sint date in formularele Tni G. Schulz [9]gi D. I. Panov
(107, se pot obtine imediat din formulele noastre ; pe de altd parte se pot
obtine gi expresiile pentru resturi. '

S4 dim citeva exemple :

1° Ficind in formula (59) n = m = p = 2 obtinem

+(@o— By yo) + f(#, Yo)] + R,

sau

62f(37n,yo) 1

A amuayo = ARk [f(wﬂ + h} y() + k) —I_ f(-‘ro—h, y(]'_kJ _.‘

_ — fwy—D, 4o + &) — f@y + Ny yg—k R
& [(mte) _ A2 [(wo—hye) _ Bt 91y, gide i R I

e I R T OUEM) 1 G RE 5w

6 9By, R N 36 98 gq®

san

9 o 1 i hﬁ 4 i
DU L [f(amy + Ty o) —2f( 90) + /(@0 — 1 3] — 7 PG,

S Formula aceasta (fird rest) se poate gisi in [10].

4° Tot din formula (59), pentru » — m = 3 si p = 4, se obtine

0*(xg,1,) L ’i‘ A:, f($o = 2]?,, ?fﬂ) . E_ 01 (E,10) :

Aceasti formuli se poate vedea (fird rest) giin formularul Ini D. L
) 6173 Ik 5 JEs

Panov [10].
La fel se obtine

. Anal i
021 (a,U0) _ Af,f(;ro,yn—k) - k2 9%(xe,m) 0g se ga:sefite

F7 TR T s -
: PR, — = 83 fley yo—20) — 22 Sl

saun Ay, ks 6 g

2 o 1 L2 4f(q :
Fily). ="'kTU(9"'o: Yo + k) — 2f (2o, Yo) + f(”o:ﬂo_k)]_—m-

ayﬁ 19, 6’]‘ ') p. 133.

6.—e. 2400
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5° Din aceeagi formuld, pentru # =m =3 §i p = ¢ = 2 primim

3ot _ L[ A2 A2 [y — B, g — b)— — ARAYf (@ — By Yo — 2k) —
CERI h2k® 12

— AN (g — 2, Yo — k) + - B lsf(@e— 2R, Yo — 20)]+ B,
12

cun
WG | M M) . 9P(Em)
00 @Eas | 90 daZdn® 902 QESYn®

in vederea rezolvirii numerice a ecuafiei biarmonice este necesar
g se dea o expresie aproximativi, pentru

= 8'f(xgsl0) 9 O f(Toly) 4 6"f(fvo,yu)_
B = o4 # 830% g

Tinind seama de rezultatele precedente se giseste cd

[2 AZ A2 f(y — by Yo — K)—

i 1
B =LA (0 —2h y0) +

— L A2AL f(wy— yo—2k)——:s— Ag Ay f(mg— 2D, Yo—F) +
6

4L AL AYf(w — 2Ry yo— 2k)]+ L f(my 90— 20)+ B.
72

Facind b =k gi dezvoltind obfinem

B ot {A7647(w0, 307680120 + o) -+ How 3o 1) +
+ f(wo — Py Yp) +1(@gy Yo—H)]+102 [f(@o+2R5y,) + f(@wo— 2y Yo) +1(#0 Yo +
+ 2h)- H(®os Yo — 2h)]— 16[f(wg + Py o + 2R) + [(@o + By Yo —2h) +
(g — Py Yo + 2R f( B — By 4o — 20) + Hwo + 2B, yo + R+ f(20 +
+ 2}"7 Yo— h)+‘ f(mo — Zh, Yo ‘I" h)+ f(a"o = 2]7’5 Yo — h)] + 256U($0 +
+hy Yo+ B) + f(@o + By yo—h)+ o —hy Yo + B+ (@0 — Byvo —
— )] + f(@e + 2R, Yo + 2h) 4 f(wg + 20, Yo — 2R)+ f (@ — 2h, yo +2h)+
+ flwg—2h yy—2h) } +E,
unde

_R:

B2 (3% f(Es 90) | 6% 1 (%o ) bt (3° [ (&, yn) a‘f(wu,n))__
_"E._( 131 T ans )+45 AL A2 + daZon’

B8 [(E ) .

4050  9E%9n’
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6° In cazul a trei variabile, pentru # = m = s = 2 ge giiseste urms-
toarea expresie pentru laplacian

Lo} ] > 2 2
AH 2 2 F.y — 2 I (%, Ygs 20) * [ (Zgs Yp» 29) 0% [ (g, Yo» Zp) -
2oy Yoy %) 9s2 + a2 -+ P

= _hl_s [ Agf(&'i’—-—h’ Yoy %) + Aﬁ %oy Yo—h, 2g) + Af (@, y'u, 2o —h)] + p =

— —hl; [(@0 +hy Yos Z0) +1(26—h, Yoy 20) 10y Yo-+Ry 20) + (@, Yo— by 2) +

+ @0y Yoy 20 + h) - f(@o,y0s26—h)—8 f(, Yoy %0)] + py
unde

s =

i 6‘ f (E-" yﬂ’ zﬂ) _l_ a‘ f (31'0, Th zu) "I_ 64 I (:1,‘0, yﬂ: C)
12 el ant Qs

7° Pentrun =m =s§ =p =g =7 = 1, din formula (62) se obtine

& f (%5 Yo Zgs) -
dz, Byu, 6zu

= e [f(@0 + Ty Yo + By 2+ 1) 4 flg + by g — Fy2g—1) +

-~ (@0 —hy Yo+ Ty 2—1) + {2y — hy yo—ky 2y 4 1)— [(o+h, yo-+E, 2e—l) —
— @y —h, 90 + ¥, 2, +0)—Hzg—hy yo—ky2y—1)] + Py

unde
P R K1 65f(E,yﬂ,zD)_ hi3l 65f(;ltu,'r],zo)_
6 o 69’0 610 6 6% 6"]3 qu
_ hEE 8°f (%, 40, 8) R KL §f(Em,z)
6 61‘.} 6!!0 53;3 36 653 67]3 320

__ kB FIERY _ REP (@m0
36 9 dy, AL 36 P, 0y AL
BB PIERD
216 @& oqP AL

K YACTHOMY YUCIOBOMY IU®PFPEHIIUPOBAHIIO
OYHKLUN JIBYX U BOJEE IIEPEMEHHBIX

(KPATKOE COJAEPZAHIIE)

B § 1, mocae oupenexenua B odwmeil LOPME IOHATHI 0 POPMYIS YHCIOBOIO
JaCTHOT0 IUPLEPSHIUMPOBAHMS ¢ UACTHO CTONCHBI0 TOUHOCTH (Mg, My, . . . , M,)
NPEBOXATCA HOKOTOPHE 00U[He c000pamenns _

B § 2 mokasmisaoresd, uTO 0CTATOR OPMYJH UHCIOBOIO UAGTHOTO NHbdE-
peanuposanna (13) moker Grrh upexerasren B wopme (15) mpu ycaosum, 4Te

¥
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ROOPIHEATA o (i=1,2,...,8) TOUEHm JAUOPEPEHIUPOBATHI M, ue aBigercs
KOpHEM YPaBOEHNL :
i e . L
) —r
ﬂi(”"') t)=0, tne ()= I —6)(E=12,...,9 (a)
i=1
» Il uoprnBagres, uwo memssecTubie umcia £, €% ... &, BXOAAUINE B Bhi-

paxenne (10) ocrarka, OJIMHAKOBHL BO BGEX 9YACTHLIX npon%mmm{s;,qﬂ ;{0:01;1::;
onn enrypupyor. Jaores mOIPOGHES JOKA3ATENLCTBA  JLII GZ]YJ(;EOMB £H;1i.1
HepeMéHERIMI, Tpwuem odoomaercs meroy M. @. Cresencena [4], 1 "
C. E. Mnreasaxse [2], Jua mpex NepeMCRHEIX o01waI cpopmyﬂg B
yaeTHOr0 IMveepenmmpoBanmd JaHa B (33). Ouenkm, TauAEe 1T 07111‘,1 HI:IOT (?Ha.
BeLIABH H BTOM CIYuae, ROTJ4 BMOCTO HH'JE‘GpI[OJIH]IIH«L O'IHOH. DOLMY] B
(10) mpumensercs vopuyra Jarpauma. Pesyinrarer eoxpedisuo'rcﬁJI qim;mnom
HEX y3a08. B N 10 yrasanel IPeaMynecTBa IPUMEHeHNT ©OPMY

9ACTHOTO MGOEPENIIPOBANNA PABICICHHLIME PAZHOCTAMI. -
' B § 3 paccuarpmBaerTca UACTHELL CIYUail y3I0B C PdBHOEfaqacmﬂoro
KOOpAHmHATAMA. B 5TOM TNOpPAJKe TOXYYSH Ppaj ®OPMY.I tJLIGJI(JB(éCB Bowas !
JULGTEPEHIIAPOBATIN € OGLIKEO BOHEBIME Pasuocmsinil. OTMeua0Tes BgeHT -
sopuya muma Mapkosa, lluTeprnoianuIoBHEIC @O DMYILEL . GI;'I‘ETLI pucm e
pasmoeTAMII LA JIBYX W TPOX IIGPeMEeHHEIX, 2 TELH:LGJ o QG?Y% ' ];Oﬂegg'm 5
HE® B § 2, IOBBOIMIM JaTh MHOLO ©OPMYJI, KOTOPHIC MOryT mm; ;
IP2KTAKO LI UPUGIMKEHHOr0 BRIYMCIGHUA UACTHRIX ITPOM3BOJALI e
" Jlust 0CTATOUHOrO WIGHA JAHE BHATGHN, COXOPKATINE MIHIMA

YJO10B, -

CONTRIBUTION A LA DERIVATION PARTIELLE NUMERIQUE
' DES FONCTIONS DE DEUX OU PLUSIEURS VARTABLES

(RESUME)

& i inj y tnérale, la notion de
Dans le § 1, apres avoir defini, sous forme genem‘ ; 1
formul?a de dé?'iv&tifn partielle num’énque de degré _paltle_l d’exacpltlllde
(Mg, Mgy - - -y M), Pautenr fait 1a-dessus quelques considérations générales.
Y Dag.’ns Ie, §2s on fait ressortir que le reste de la formule de dérncfla_?oﬂ
partielle numér’ique (13) peut se mettre sous la forme (1!:?), a conditio
que la coordonnée £ =12 ..., du point de dérivition M, ne
soit pas racine de l’équation
ny +1 . " : 8)
AP (¢ ) =0, otu(ti) = [[ (F—ti) =12 . . . 8- (a)
ip =1 .

i j el i E2 . ., £, qui inter-
lisne que les nombres inconnus E', &2 . s Efy
viemgarrlltscgzmgs l’egpression (15) du reste sont léa)s H&eg};s ﬁgsdggifg:tﬁ?

i b ils figurent. On donne U
dérivées partielles dans lesquelles ils figuren i
i détaillé pour le cas de trois va,rla.b_les,g néralis i
1.311'0 i]l‘. St‘.’g?flenseg [4] complétée parS. E. Mlkéla.fizé [21. I:ém.u: le cgséc}iaogﬂ)é:
variables, la formule générale de dérivation partielle numérique a

31 DERIVARFA PARTIALA A FUNCTILOR DE DOUA 81 MAT MULTE VARIABILER 763

par (33). Les évaluations données pour le reste sont également valables
gi, au lieu de la formule d’interpolation de Newton (10), on emploie la
formule de Lagrange. Les résultats données se mantiennent aussi dang
le cas des neeuds multiples. Au n° 10, on a mis en évidence les avanta-
ges de 'utilisation des formules de dérivation partielle numérique aux
différences divisées.

Dans le § 3, on a considéré le cas particulier des neuds i coordonnées
équidistantes. On a obtenu ainsi un certain nombre de formules de dépi-
vations numérique partielle & différences ordinaires. A retenir de celles-ci
plusieurs formules du type Markov. Les formules d’interpolation & diffe-
rences celtrales pour deux et trois variables, ainsi que les résultats obtenus
au § 2 ont permisde donner plusieurs formules trouvant application dans
le calcul approché des dérivées particlles.

Pour le reste, on a donné des évaluations contenant un nombre
minimum de termes,

BIBLIOGRAFIE

1. T. Popoviciu, Asuprarestului in unele formule de derivare numericéd. Studii si cercetiri
matematice t. III, 1952, nr. 1—2,

. S.E.Mikeladze, Gislennoe infegrirovanie. Uspehi Mat. nauk, 1948, t.I1I, fascicula 6.

. — Cislennie melodi matematiceskogo analiza, Moscova, 1953.

J. F. Steffensen, Interpolation, 1950.

G.D. Birkhotf, General Mean Value and Remainder Theorems. Trans. Amer. Math.

Soc., 1906, t. 7, p. 107—136.
A. A, Markovw, Differenzenrechnung. Leipzig, 1896.
- E. Pllanz, Zur Bestimmung finifer Ausdriicke fir die gemischten parliellen Ableitungen
von Functionen zweier Variabeln. Jber. Deutsch. Math, Vercinig., 1939, t. 49,
partea 1, 76—85.

8. L. Collatz, Das Differenzenverfahren mit hiherer Approximation fitr lineare Differential-
gleichungen. Schriften d. Math. Sem. u.d. Inst. f. angew. Math. d. Univ. Berlin,
1935, 3, t. L.

9. G. Schulz, Formelsammlung zur praktischen Mathemnalik. Berlin, 1937,

10. D. I. Pano v, Spravocinik po cislennomu reseniu differenfialnih uravnenii v ciasinih proiz-
vodnth, Moscova-Leningrad, 1951.

11. D. D. Stancu, Considerafii asupra interpoldrii pelinomiale « funcfiilor de mai multe
variabile. Buletinul Universititii ,,V. Babes” din Cluj, Seria stiintelor naturii,
nr. 1—2, 1956 (sub tipar). ;

oT s e b

S



