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MATEMATICA

GENERALIZAREA TEORIEI POLARE
LA OVALE SI OVALOIDE

DE

EUGEN GERGELY

Comunicare prezentatd la cel de al 1V-lea Congres al matematicienilor romini
din 28 mai 1956

Teoria figurilor plane convexe §i de asemenea a suprafetelor si
corpurilor convexe constituie un domeniu vast §i important al geometriei.
Lucrarea de fatd se ocupd cu generalizarea corespondentei polare la o
clasd importantd a figurilor si suprafetelor convexe, anume la ovale si
ovaloide. .

Aceastd generalizare o putem realiza in mai multe moduri, folosind
o anumitd proprietate caracteristici a corespondentei polare, proprie-
tate ce se poate extinde si la ovale i ovaloide.

1° In cazul ovalelor dintr-un punct exterior se pot duce doui tangente
bine determinate la ovald ; dreapta care uneste punctele de contact ale
tangentelor o numim dreapta polari a punctului exterior.

2° Considerdim o dreaptd oarecare ce trece printr-un punct dat
exterior sau interior §i care intersecteazi ovala. Curba polary a punctului
este locul geometric al acelor puncte care formeazi un sistem armonic
cu punctul dat relativ la punctele de intersectie.

In mod analog se defineste suprafeta polard la o ovaloidi. _

3° O altd generalizare pentru ovale se face prin curbele conjugate.
Curba conjugatd corespunzitoare unui punct dat (interior sau exterior)
se definegte ca fiind locul geometric al punctelor de intersectie ale tangen-
telor duse in extremitatile coardelor care trec prin punctul dat In cele
ce urmeaz$ ne vom ocupa de generalizarile 2° si 3°, e
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I. OVALE
1. Curbe polare

a. Curba polard a wnui punct exterior

Triunghiul format din tangentele a si b duse prin punctul exterior K
si de coarda determinati de punctele de contact A §i B ale tangentelor
a gi b il numim triunghiul tangential al punctului K. Punctele 4 §i B
impart ovala in doud arcuri, arcul interior (in interiorul triunghiului
tangential) si arcul exterior. Consideram toate dreptele care trec prin
punctul K gi totodats intersecteazi ovala. Punctul de intersectie al unei
astfel de drepte cu arcul interior il vom nota cu O, iar D intersectia dreptei
¢n coarda AB o vom nota cu D. Punctul determinat E este astfel ca o
pereche de puncte C; E si fie conjugat cu perechea K.D. Multimea punctelor
E, o vom numi, in cele ce urmeazs, corespunzatoarea armonicd a arcului
interior. Corespunzitoarea armonici impreund cu arcul interior formeaza
o ovali si curba polard a punctului K in raport de aceastd ovald este
tocmai coarda AB.

Daci corespunzitoarea armonicd este situatd in intregime in inte-

sorul ovalei, atunci curba polari este situatd — afard de extremitatile
sale — in interiorul domeniului determinat de coarda AB si de arcul
exterior al ovalei. In cazul cind corespunzitoarea armonicd este situatd
in intregime in exteriorul ovalei, atunci curba polard este situatd — afard
de extremititile sale — in interiorul triunghiului de contact. In sfirgit
corespunzitoarea armonicd poate avea puncte de intersectie, puncte
de contact sau arcuri comune cu ovala. Curba polard in punctele cores-
punzitoare intersecteazi coarda A B, respectiv coarda AB este tangent#
curbei polare, in sfirgit un segment al coardei AB este o parte a
curbei polare. -

Notidm cu o unghiul format de tangenta o dusi din K si-de dreapta ¢
care intersecteazi ovala, iar cu @ segmentul orientat al dreptei ¢ situat
intre arcul exterior si corespunzitoarea armonicd (directia pozitiva se
considers de la K spre arcul exterior) ; atunci « (o) este o functie continui
segmentar monotoni (sau constanta). Arcurile curbei polare, corespun-
zitoare arcurilor monotone ale functiei  («), sint concave, respectiv
convexe, fatd de arcul exterior.

Curba polars a unui punct exterior are in fiecare punct o tangentd
bine determinati si aceastd tangentd se poate construi usor.

Constructia tangentei este urmitoarea : fie B un punct al curbei
polare a punctului exterior K. Construim tangentele in punctele de inter-
sectie ale dreptei KB cu ovala; tangenta la curba polard in punctul B
este dreapta care uneste punctul B si punctul de intersectie al tangentelor.

Demonstratia constructiei precedente este o congecintd imediatd
a definitiei curbei polare.

Teoremés. Prin fiecare punct interior al ovalei in fiecare directie
se duce o singurd curbd polard. :
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Ideia, demonstratiei este urmétoarea : Fie a o dreaptd oarecare ce
trece printr-un punct dat interior B §i S un punct exterior al dreptei a
fatd de ovali. Coardele determinate de punctele de contact ale tangentelor
duse din S acopers simplu intregul domeniu interior al ovalei si astiel
din aceastd multime de coarde trece numai o singuré coardé prin punctul B.
Considerim aceastd coardi si punctul K, care impreund cu B formeazs
o pereche armonici conjugati fatd de ovald. Curba polard a punctului K
trece prin B si tangenta ei in B este tocmai dreapta a. Constructia este
univocd.

b. Curba polard a unwi punct interior

Curba polari a unui punct interior este situatd in intregime in exte-
riorul ovalei si are cel putin o ramurd, cu un punct la infinit. :

Partea primi a afirmatiei este evidentd ; pentru partea a doua se
poate demonstra usor ci prin fiecare punct B interior trece cel putin o
coards pentru care B este punctul de mijloc. .

Curba polari a unui punct interior B in fiecare punct are o tangents
bine determinatd. Construirea tangentei in punctul K se face in modul
urmittor. Tangentele duse in punctele de intersectie ale dreptei BK cu
ovala se intersecteazi in punctul 7. Dreapta K T este tangenta in punctul K
a curbei polare a punctului B. Demonstrarea modului de constructie
este analogd cu cea din cazul curbelor polare ce trec printr-un punct
interior. '

Teoremé. Printr-un punct exterior K trec dreptele care intersec-
teazd ovala si dreptele care mu intersecteazd ovala. Dreptele secante nu sint
tangentele curbelor polare, care trec prin K, iar in direclia fiecdrei drepie
nesecante trece o singurd curbd polard. C T ,

Prima parte a teoremei este usor de demonstrat, iar demon-
stratia partii a doua se face prin -studierea curbei conjugate a punc-.
tului K. Se demonstreazi ci curba conjugati intersecteazd orice
dreaptd dusi prin K intr-un singur punct si cu aceasta teorema este
demonstrata.

La demonstratie joaci un rol insemnat punctele conjugate pe o
dreapts e. Fie datd o dreaptd e, in exteriorul ovalei. Dintr-un punct Q
al dreptei ducem tangentele la ovale. Dreapta care uneste punctele de
contact ale tangentelor intersecteazi dreapta datd intr-un punct Q’', care
se numeste punctul conjugat al punctului @ pe dreapta e. Corespondenta
intre @ si Q' este biunivocd si dacd @ descrie dreapta intreagi, atunci
si Q' descrie dreapta intreagi. Este cunoscut c#, in cazul elipsei, corespon-

"denta aceasta pe fiecare dreaptd este involutoricd. Hste o problems des-

chisi dacd aceastd corespondentd la elipsd este involutoricd numai pentru
fiecare dreaptd sau si pentru fiecare punct. Pornind dintr-un punct Q,
s% construim sirul punctelor @', @",..., @™... astfel ca fiecare punct
s4 fie eonjugat cu punctul precedent. In legiturd cu acest sir de puncte
se pune o serie de probleme de inchidere.
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2. Curbe conjugate

_ Am vizut ¢ curba conjugats a unui punct exterior K intersecteazs.
fiecare dreaptd dusd prin K intr-un singur punect. ‘

Curba conjugatd a unui punct exterior are o singurd ramurd §i
aceasta are un punct infinit. C ' '
~ Pentru a demonstra teorema se aratd cd printr-un punct exterior
se duce un singur cvazidiametru, adicd o dreaptd cu proprietatea cd tan-
gentele duse in punctele ei de intersectie cu ovala sint paralele.

Curba conjugatds a unui punct interior are un numir de ramuri
infinite egal cu numirul cvazidiametrelor care trec prin punctul dat.

Teoremd Curbele conjugate a doud puncte se intersecteazd atuncey
$6 numas atunci cind dreapia care uneste aceste doud puncte date intersecteazd
ovala. Doud curbe conjugate pot avea mumai un singur punch de intersectie.

Observatie. In legiturd cu ovala am introdus notiunea ; ,,ordinea.
ovalei relativ la cerc”’. Acesta este numirul maxim al punctelor de inter-
sectie ale unui cerc oarecare cu ovala. Daci ovala nu are un arc de cerc,
atunci ordinea relativ la cerc este un numir finit par. Folosind aceasta.
notiune putem da o clasificare a ovalelor.

II. OVALOIDE
1. Suprafata polari a unui punet exterior

Suprafata polari a unui punct (exterior sau interior) K are in fie-
care punct B un plan tangent bine determinat.

Demonstratia se face cu ajutorul ovalelor, care sint sectiunile
cu ovaloide ale planelor ce trec prin dreapta BK.

Construirea planului tangent in punctul B la suprafata polard.
a unui punct K este urmitoarea : dreapta K B intersecteazi ovaloida in
dousi puncte, planele tangente duse in aceste puncte se intersecteazi
dup# o dreaptd e¢; planul tangent la suprafata polard este planul care
contine punctul B gi dreapta e.

Teorema 1. Fiecare element de suprafaid intr-un punct interior
este elementul de tangentd a unei singure suprafele polare.

Demonstratia se face prin ajutorul congruenter de drepte adjungatd
o wnui punct P. Prin punctul P trec drepte care intersecteazd ovaloida ;
planele tangente duse in punctele de intersectie ale acestor coarde se
intersecteazs in anumite drepte. Aceste drepte formeazd congruenie
adjungatd a punctului P.

Pentru studierea congruentei am folosit urmétoarea congtructie :
Fie E curba tangentialf a unui punct exterior Q; coardele ce trec prin
punctele curbei ¥ §i printr-un punct interior dat P, intersecteazé ovaloida

in punctele unei noi curbe F, pe care o numim curba proiectatid a curbei B
relativ la punctul P. Punctele de intersectie ale curbelor F si E, formeazi-
astfel de perechi de puncte incit coardele determinate printr-o pereche
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trec prin punctul P. Aceste drepte ale congruentei adjungate punctului P,
care corespund coardelor astfel determinate, trec prin punctul Q.

Se demonstreazi ci in fiecare plan care trece printr-un punct inte-
rior B existd o singurd dreaptd a congurentei adjungate a punctului B
si cu aceasta teorema este demonstrati.

Teorema 2. Fiecare plan care trece printr-un pumnct exterior K
si care mu intersecteazd ovaloida este planul tangent in punctul K al uner
singure suprafete polare a unui punct interior. Acele plane duse prin K,
care intersecteazd ovaloida, nu sint plane tangente la o suprafaid polard.

Demonstratia se face si in acest caz cu ajutorul congruentei adjun-
gate punctului K. ‘ '

‘OBOBILIEHUE IIOJIIPHOM TEOPUU MJisI OBAJIOB
1 OBAJIOMIOB

(KPATKOE COJIEP)XAHHE)

B macrosimeii paGoTe H3y4aiTCsi HEKOTOPble OCHOBHblE CBOMCTBA f10-
ASPHBIX M COMpPSIKEHHBIX KDUBBIX OTHOCHTE/IBHO OBAJIOB, a TaKxke MOJsp-
HBIX MOBEPXHOCTEH OTHOCHTEJNbHO OBAJIOHJOB.

JlokasbBaeTcsl, 4TO uepe3 KaxkAyl BHYTPEHHIO TOUKy B KaxIOM
HAIPABJEHUH MPOXOJHUT OJHA M TOJIBKO OJIHA TOJSApHAA KPHBAs COOTBET-
CTBEHHO TMOJISPHAS IMOBEPXHOCTb, a dYepes Kax/Aylo BHEIUHIO TOYKy B
M1060M HANpPaBJEHHH IPOXOAHT TaKXke OJHAa M TOJbKO OAHA IMOJApHAsA
KpHBAs COOTBETCTBEHHO IOBEPXHOCTb, €C/IH TOJBKO MNpsiMasi COOTBETCTBEH-
HO IJIOCKOCTh H3GDAHHOrO HaNpaBJeHus, [POXOAsAllas depes 3salaHHYIO
TOUKy, He TepecekaeT oBajia (OBaJOMAa) B JABYX OTAEJIbHBIX TOUKAX.

GENERALISATION DE LA THEORIE POLAIRE
AUX OVALES ET OVALOIDES

(RESUME)

Te travail traite des courbes polaires et des courbes conjuguées.
relativement aux ovales, et des surfaces polaires, relativement aux sur-
faces ovaloides. Les théorémes démontrés constatent que, par un point
intérieur, dans toutes les directions passe une courbe polaire unique,
respectivement une surface polaire unique ; mais, par un point extérieur,
les tangentes des courbes polaires et les plans tangents des surfaces
polaires sont seulement les droites, respectivement les plans, qui ne cou-
pent pas ovale, respectivement la surface ovaloide.




