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1. Se stie cd o formuld de cuadraturd sau de integrare numericd
pentru o functie f(x), integrabild intr-un interval [a, b], se prezintd de
obicei sub forma

b

(1) \F o ax=3 A (v)+e ],

a

unde Xy, Xp e X sint 77 numere reale si distincte date, numite noduri,
iar g[f] este restul formulei.

Dindu~se nodurile x;,coeficientii A; se pot determina dintr~un sis~-
tem liniar, care se obfine scriind cd o [x*]=0 (»=0,1,2,..,n—1). Coe~
ficientii A; se pot determina de asemenea prin integrarea polinomului
de interpolare al lui Lagrange relativ la functia f (x) si nodurile x; (i=1,n).

In general, formula de cuadraturd (1) are gradul de exactitate
n—1, adicd p[P]=0, oricare ar fi polinomul P=P(x) de grad n—1.

Prin alegeri speciale ale nodurilor, s-ar putea ca formula (1) sd
aibd gradul de exactitate mai inalt. Gauss [{] a ardtat cd, dacad se
aleg ca noduri cele n rdddcini reale gi distincte ale polinomului lui
Legendre, relativ la intervalul [a,b], atunci formula (1) va avea gra-
dul maxim de exactitate, adicd 2n—1. Dupd 44 de ani, Christoffel
[2] a perfectionat metoda de integrare numericd a lui Gauss, dind ex~
presii explicite foarte utile pentru coeficientii formulei de cuadraturd
a lui Gauss. Totodatd el a dat §i o importantd generalizare acestei
formule. Jatd in ce constd aceastd generalizare a [ui Christoffel: el a
construit o formuld cu 7+ m ncderi distincte, dintre care r sint date
(oarecare), iar celelalte m le-a ales ales astfe] incit formula de cuadra~
turd respectivd sd aibd gradul de exactitate maxim.
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2. In aceastd lucrare, vom generaliza formula de cuadraturd a lui
Christoffel in felul urmdtor: vom considera date nodurile a,, @, .., a;
— multiple, respectiv de ordinele 7y, 7,00, 7s —§i vom cduta si deter~
mindm alte n noduri reale, distincte gi interioare intervalului de inte~
grare, astfel incit formula de cuadraturd, care se obtine, si aibd gradul
de exactitate maxim. Deci, noi vom studia cazul cind nodurile fixe vor
fi multiple §i in plus ne vom ocupa de evaluarea restului — problemd
de care nu s~a ocupat Christoffel.

3. S& introducem urmadatoarele notatii

’ n k s .
@ ulx)=H (x—x), v =1 (x—p) , wix)=c Il (x— a) “e 501,
L= J= .
(3) o= g = 2 g )
X=Xy X—%u (x-—aa)ra
(4) o Xy =uX)v(x)w,(x) , p=r F+ry+ o+ 7.

In ipoteza ca nodurile X;,7;,a, (i=1,n; j=T1,k; I=1,s) sint dis~
tincte intre ele, formula de interpolare a tui Lagrange~Hermite relativa
la f(x) si la rddacinile polinoamelor (2), se scrie

(5) f(x):Ler-&P*l(x)"{"R(x)’

unde

L rrp 1 (X) = L (Xq, Xg y000s Xpy s 715 V000 Pie 5 Ay syoses Qg syaeny Qg yorny A3 [ | X) =

e o (x) vix) w(x) & u(x) v, (x)sw(x)
© TP a) v wied T TR Gy v T
s ;=1 r;—j-1 i r (ry
! ‘ (x—a,) [(x a,j_)( ! ] v iy,
+§1 i o J! [ r! oF (x))“i )77,
iar

(6") cR(x)==u(x} v (x) W(X)[X, X1 0000 Xy » 713000 Vs Aaswers Ay yeens Qg yeens A3 [

ry rs

Prin [by,0y,.00s 415 f] am notat diferenta divizatd de ordinul m
relativd la functia f(x) si la nodurile by ,ee0, Byt

4. Integrind de la —1 fa 41 ambii membri ai formulei de inter~
polare (5), se obfine o formuld de cuadraturd de forma?)

1) Formulele care se obtin se pot transcrie pentru un interval finit oarecare [a,b)
ficind schimbarea de variabild
bta
5

b—a
x=T5 t+

<79

[1+]
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o n k s )‘-i“1

(7) Sf(x) dx = Z A, fx,) + Z B, f (y,) + 2 Ci’jf(J)(ai)+é’ [f].

. V=] W=1 i=1 j=0

-1

Sd presupunem cd nodurile fixe, agezate oriunde pe axa reald,
sint astfel alese incit w(x) sd fie nenegativ in [—1, +1]. In aceste con~
ditii, vom demonstra urmadtoarea

Teoremd. Conditia necesard si suficientd ca in formula de cuadra-
turd (7), unde k==n, sd avem B;=0 (f=1,n), oricare sint p;, ysseeer 75>
este ca Xy, Xy X, sd fie cele n rdddcini reale, distincte §i cuprinse
in (—1, +1) ale polinomului
Pn (x) Pn+1 (x) e s o o Pn+p (x)

P, (ay) Pn—l—l ((11) e s us Puip (al)

Py (@) Pori (@) « ... Phplay)

° ° . ° ° o ° e ° 0

P a) Proay) oo PV (a,)

n n+l n+p ’
@) U:=| p, (a) Pt () «v.. Pup (@) | W),

unde

(9) P, (X) Eal— (x‘“’—— 1‘)”

este polinomul [ui Legendre de gradul 7.
Demonstratie. Tinind seama ca

—1

u(x) v,(x) w(x)
B, = d
S ulyy) velys) w oy *

+1
se observd cd, pentru a avea By=:- =B, =0, este necesar ca
4+ |
S W) v () w(x)dx =0 (=17
Z1

Luind k==n, se constatd cd e necesar ca u(x) si fie astfel incit
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+1
\ wi{x)u(x) g(x)dx=0,
2

unde g(x) e un polinom oarecare de gradul n— {, _
Trebuie deci ca u{x) si fie ortogonal relativ fa intervalul [—1, 1]
$i ponderea

wix)= Il (x—a)",
i=1
fatd de orice polinom de gradul 72— { (cdci yq,eeep, sint arbitrari).
Dar se stie [3] c& polinomul U, (x), care verificd aceste conditii,
este daf, afard de un factor constant, de formula (8).
Dacd x,, X, 0 X, sint rdddcinile polinomului ortogonal (2), atunci
formula de cuadraturd (7) se reduce la

+1
. 7 s ri=-1 .
(10) Sf(X)dx=Z AFle)+ S S Coifa)+olf]
V=1 i=1 jZo

—1
si in cazul cind &k <n.

Valorile x; {(i==1,n) le vom numi nodurile fundamentale ale for~
mulei de cuadraturd (10).

S. In anumite cazuri particulare, expresia polinomului U,(x) se
poate simplifica. Astfel, dacd w(x) e o functie pard, rddacinile sale
fiind =+ a,, + a3 0y + a, (2¢=p), de ordinele de multiplicitate pare
I1sTgsen vy, formula (8) se reduce?) la urmatoarea

Pn (X) Py (X) Pria (X) e e e P,L+p (X)
Pula)  Paz (@) Pass (@) ... Pugp (@)
P’ (ay) P ,ta) P {a) ... P_ f(a)

n4 n+p

s . ° a ° o - ° ° s . . ) e . ° ]

PO May) Py e PO e - P Vlay)

n n+2 n+4 ) n+p
(1) Un(x)= P, (a,) Puio (@5) Pavs (@2) - o oo Puyp (ay) s w(x)

0 o . s ° ° D) . . . a 0 L3 - a ° °

Pn (aq) Pn+2 (aq) Pn+4 (aq) LR ) Pn+p (aq)
P, (a,) Plola) P, la) ... P, (a)

- ° ) ° ° Ky . ] @ ° ° . ° o

(r ~1) {r,—1) (ry—1) —1)7.,
Pnfq (a‘q) P,Lr_;/_g (aq) P,:zq (aq) e e P,(Lr.zp ’(aq)

2) Aceastd observatie a fost fHcuti, in cazul particular al nodur lor simple, de
G. Szegd [4]
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6. Sa ne ocupdm acum de calculul coeficienfilor formulei de cua~
draturd (10), Acestia fiind independenti de f(x) sd facem succesiv

u, (x) wix) (v=1,7);
i, (x,) w(x,) o

fix) =

in felul acesta se obfin formulele

+1 ‘
(12) AV'SS Miﬂ dx ()

‘ (v ==1,n),
u, (%) w(x,) ")
—~1
valabile, bineinteles, in ipoteza c& u(x) si w(x) n~au rdddcini comune.

Dacd avem in vedere cd, oricare este polinomul v(x) de grad
k< n, avem D

V(R =Culx) + ¥,
=1

g (x)
U,y (xa) ' (}ga),

unde u(x) are expresia de la (2), iar constanta C=0 dacd k==n $i
C=0 dacd k < n, atunci primele doud sume din formula (6) devin

c v bl ulx) wix ! Eou(x) ve(x) wix) (
\El a,(x,) v (x,) w(x,) f(%)—l_uﬂ u(y,) vy w(Vu)f nF
noor uy(x) uqb(x) v(x,) wix)
+\’§1 O =1 uv(xv) aar(xa) V(Xy) w (xv) f(XV).
Daca se integreazd de la — { la -+ 1 si se {ine seama c& u(x)

coincide, exceptind un factor constant, cu polinomul (8), rdmine doar suma
+1
n w{x)\ wix
5 (2] 2]
V=] - u, (xv) W(x\,)

Rezultd in felul acesta cd, pentru c¢oeficientii A, ai formulei de
cuadraturd (10), avem §i urmdtoarele expresii

_((u(x) @ wix) =17
(13) ‘ Av ——S (Ll\, (x\,)) . (xv) dx ( ! ,IZ)-

Intrucit w(x) e pozitiv in (—1, 4 1), putem trage concluzia cd
toti coeficientii A,, ai formulei de cuadraturd (10), sint pozitivi.

7. Coeficientii C;,; din formula (10), se pot exprima de asemenea
independent de paramétrii y,,.., y,. Pentru a gdsi expresiile acestora,
in cazul cind x; (i=1,n) sint rdddcinile polinomului (8), s& conside-~
rdm polinomul de interpolare
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Ligp (X) =L{X1, X5 yee0y Xy s Q) seenr Qg yavey s Qg yeoer A3 ] X)
2 I
n ity (x) w(x) it
=¥ fxv)+E 2y () fa))

yop iy (x) w( x,) i=1 j=0

unde polinoamele fundamentale de interpolare I;;(x), care conform de~
finitiei lor, trebuie sd verifice relatiile

[0(a) =0 (k=i5 9=0,1,...,r;—1)

(14) 19) (g = {O,pt.q:t:j (q=e0,1,...,r,-—-1)
b Lptg=j \i=12,.,s ,
au expresiile
(15) =3 (x—")'[(x”ai).k( L )'k) B, (x)
I R ¥ k! \mp(x)Ja |07
unde

R (X) = u (x)wyx).

[ntrucit coeficientii formulei de cuadraturd sint independenti de
f(x), sd facem in formula (10)

F(x) = 1i,;(x)
(j:-——O,l,...,f‘,-—I; i:I.)Qyn~yS)-

Tinind seama de ({4) vom obtine

&
(16) Ci,i:\ l;,j{x) dx
1

o

(i‘-—‘-O,{,.-.,I‘i—l; I: 1,2,...,3)-

8. Pentru calculul coeficientilor A, se pot da formule explicite,
care par sd fie foarte utile in practicd.

Dacd se normeazd polinomul ortogonal U,(x), din (8), se obtine
polinomul

__ i ) (— 1) cpn
(17) U, (x)=+ mUn(X)r

unde g, este coeficientul fui x* din polinomul lui Legendre P,(x), iar
semnul in membrul al doilea se ja astfel incit coeficientul lui x" din
polinomul U, (x) s4 fie pozitiv; am mai folosit notatiile

. 2
2 . P? Xdx = —
Vn = S (x) dx = i1’
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Gk == Gk (al seery g 5003 Ay se00s as) =
Pr (ay) Pyi1 (ay) « Prip-1 (ay)
P;; (a,) Flyppi(ay) e Plryp-1(ay)
Py Nay) P,‘;I (@) . .. PL;,, (@)
P (02) Py (02) o . . P/H—p-—l (ag)

- . . . ° »

Py (as) Pri1 (ay) o Plripor(as)
P,; (as) P1;+l (as) . .. Pk+p«1 (as)

P{s™V (a,) P"

k+1

Nag) ... PUsTD (ay)

k+p-—1
Aplicind formula Jui Christoffel~Darboux, avem

_ U, () Upi (x)—U, (x) Up—y (¢
(19) Kn-1(t,%)= Vn = (x)l,_x Wl

unde

H

. e (0 =3 0 01,
iar i=0
41
S l~/,21(x)dx
- ﬂrz lﬁn-l-u IGn IGn—H}/n
(20 =
) / §[~ ,Btzﬂn+pGn)/n i

‘)

Us-i(x)dx
—1
aici am notat cu U, (x) produsul dintre U,(x) si o constantd a;, aleasd
astfel incit coeficientul lui x* din a; Uy (X) sd fie 1.

Dacd se inmultesc cu w(f) ambii membri ai formulei (19) si se
integreazd de la — { la -+ 1 se obtine

§lw ()

Fie x;, x3,..., X, rdddcinile polinomului ortonormal U, (x). Facind
mai sus x = x, se obtine

(QI) §1W (t)i}n (t) dl‘-——‘- 1 A
t—=ux, Viw Un- (x,)

o~

Ualt) Un-1 () = Ua0) U (), 1
i—Xx Vlfz

-1
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S Coeficientii A, ai formulei de cuadraturd (10), pe baza formulei
(12), au expresiile

+1 -~

(22) A= g U, (t)w() dt

~,

J (t=x,) Un (x,) w (x,) '

Avind in vedere formula (21), se obtin evaluarile
1

(23) Am—
: View (%) Un (x,) Un-1 (x,)

sau

(24') fszﬁﬂ'f-P }/;21—1 G?I ! ’

Chn-1 4 (xv) Ul; (x,) Un-1(x,)

sau, in sfirsit,
(2/1-{-2‘0) )
1 n+p ). G,

:ﬂ. {2” - 1) CW(XV) U;z(xv) Un—l(xv).
‘ n

(25) A,

9. Dacd se ia k==n si se considerd formulele (5) si (6'), se gaseste
cd restul formulei de cuadraturd (10) e dat de

+1
4 elf] =S Un (X) 9 (%) W (X) [, X1 s000r Xy 1250000 715 Qapveesy seves Qg ooy A5 1 A%y
-1 7y I

unde ;;(x) _1 w (x).
T

Considerind cazul limits v (x) = U, (x), avem
+1
olfl= S Un (X)W (X) [X) %45 X1 Xgs Xp yever X Xpp @y peeny Ay yover Ag renny g5 f] dx.
—1

Aplicind o cunoscutd teoremd de medie relativd la diferentele
divizate, se obtine evaluarea urmdtoare (bineinteles in ipoteza cd f(x)
are derivatd de ordinul 2n-p in intreg intervalul de integrare):

+1
— | R O - T 2ntpi(p),
olfl=5 +p)lgﬁlun(xw(x)f 7

unde 4 aparfine celui mai mic interval care contine PE Xy X yeess Xpp s
y yeeey T o
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~

Intrucit, in ipotezele in care ne-am plasat, produsul U} (x) w(x)
pdstreazd un semn constant in intervalul de integrare, putem aplica
prima teoremd a mediei din calculul integral si vom obtine, in defi-~
nitiv, urmdatoarea evaluare a restului formulei de cuadratura (10)

+1

(2n+p) ~ ~
(26) olf]= Ji—ﬁg U2 (x) w (x) dx

(2n+p)!

-1
unde £€(—1,41).
10. In cazul particular p=0, formula generaldde cuadraturad (10)
se reduce la formula clasicd a lui Gauss

. +1
(27) \ Fedee= % Af () +olsl,
-1
unde, pe baza formulelor (25) si (26), avem
2
(28) A= 1P (x,) Pu-1 (x,)’
(29) 2 _wf(zn)(g),

T ont1 (@) 1P

Observatie, Expresia (29) a restului formulei lui Gauss a fost prima
datd obtinutd de A. Markoff [5].
11. Dacd se considerd cazul particular

(30) wx)=(14+x)"{1—x)",

se obfine formula de cuadraturd
T4 1 n m-1 r—1

(31) S fdx= 3 A, f(x)+ 2 Bif D=1+ 5 Cf D)+ [f1),
~1 i=1 j=0 k=0

unde pe baza rezultatelor precedente
(2n+2m+2r)
1

(32) A _\ntmtr ) G,
"ogmirg (2n—1) (1+x)™(1 — x) Ul )Unr (x;)
n
+1 RN
(33) Bj:——‘- S /|,j(X) dx, C;;—‘—: S lg_k’x)dx ,
—1 —
cu l

3) De aceasti formuld s-a ocupat cu alti metodi si prof. D. V. Ionescu [6].
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Mej~1 [ 1 v v
htg =L S B ) ),
j! v=0 v! V(X)) -1
Nk [r—k—] _ (1)
loe () = 1“[ . 1—“( 1 )u ]Va(x)»
k! =0 wl \vp(x)) va1
iar
V1 (x) = (x=1) U, (), Vo (x) = (x+1) " U, (x)
si
Uy (%) = Uy (%=1 sy — 13 1 ey 1)
m r
G,I—M:Gn(—l,uu_lyl,---) 1).
E N e,
m r

Conform formulei (26), restul formulei de cuadraturd (31) are
expresia

(34) f(2r17‘m+1) ) ~2 . .
olf1= AT m ! S U2 (x) (x+ 1)m (x— 1) dx.

12. Folosind formulele precedente, vom construi, in cazul noduri~
lor fixe si multiple a,=—1, g,=—1, formule de cuadraturd explicite
de diverse grade de exactitate.

1°. Sd presupunem cd w(x) = 1—x% Avem

(I"XZ) l]n (X) =P, ('x)'—‘Pﬂ+2 (X) .

Dacd n=1, avem nodul fundamental x,=0 si nodurile fixe
a,=—1, a,=+1. Formula de cuadraturd corespunzdtoare este formula
lui Cavalieri-Simpson

+1
. { :
(55 \ 73 de= —3—[f(~1)+4f(0)+f(1)]—55f‘””(5)-
—1
Dacd n==2, se obtin nodurile fundamentale
{ 1

Xq ey Xy =
Vs T Y
si se gaseste formula de cuadraturd de grad de exactitate 5
+1

oo | riman— | -5 (=)o ) | = gz
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In cazul n= 3, se obtine formula de cuadraturd de grad de exac~
titate 7 care se datoreste Iui 5. E. Mikeladze [7]:

(37) glf(x)dX=%[9f(—1)+49f( [,/3)4- 64 f (0 +49fu/g)+
277;300

Dacd se considerd cazul n1=35, se obtin nodurile fundamentale

1542/ 15 15215
""x1=x5’:]/—:%3—1{'—)x3=0’—x2:x4=]/“ 33V 4

care, impreund cu nodurile fixate inainte a,=—1, g,=-1, ne con~

duc la o formuld de cuadraturd cu 7 noduri, de grad de exactitate {1.
2°. S& presupunem acum cd

(38) , w(x) = (x2—1)%.

In acest caz, nodurile fundamentale si nodurile fixe duble g;=—1,
a, ==+ 1, sint rdddcinile ecuatiei

(214 3) Ppya(x)—2 (21 + 5) Pay2 (X)+(2ﬂ—l—7)Pn(X):0-

In cazul n=1, avem nodul fundamental X,==0, care, impreund
cu nodurile fixe, ne conduce la formula de cuadraturd

+9f(1)] - FO ().

+1

" 1 ” {
Slf(nc) dx:—l-é{l(vf(O)Jr [f(—=1)-+F (O ]+ (—=1)—f"(1 } @N”(é)
" Lui n=2, ii corespunde formula
+1
' 1 1 7
o) \Far= ST 04701450 (0 =/ 0+

T8 [f( 1/17) 4 f(\_/%ﬂ}+ 138<191sof(8)('“&);

S5d mai ddm si formula de cuadraturd, care corespunde lui n=3 i
care are gradul de exactitate egal cu 9,

(40) Sf(X) dx =
-1

+ 64f(0>+54f(

[ 197 (—1) +f’(-—1)+54f(—ﬁ)

_— L10)
589396500 f )

105

},A) HOESCI |+
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3°. 5S4 ardtdm cum se deduce expresia lui U, (x) in cazul
(42) w(xX) = (1—x3)?2.
Pe baza formulei (11), avem
P.(x)  Pryo(x) Prii(x) Pis(x)
{ Pu(1)  Poiofl) Pria(t) Ppis(1)

)
(1—x3* | Pu(t)  Phsa(t)  Pora(1)  Paso (1)

Po(1)  Pra(1)  Pois(l)  Prisll)

Se stie cd P, (1)=1. Fard greutate se aratd cd avem

Py =200 pr gy @=alnt ) b2

(4'3) Un (.)C) ==

2 8
Tinind seama de acestea, se obfine urmditoarea formula
(1 —=x?3 U, (x)=(2n+7)(2n 4+ 9) 2n + 11) P, (x) — 3(2n + 5) 2n -+ 7) (2n +

(44) + 11) Py (x) + 3 @0+ 3)(2n + 7) (214 9) Poya (x) —
— (21 + 3) (211 + 5) (27114 7) Paselx) .
Cazului n==1, 1i corespunde formula de cuadraturd

+1 _
S f<x)dx:~—~{s7[f<—n+fm1+12[f'<—~ 1) — 7 (1)] +
105
(45) =
) (1) 96f(0>}—39—6‘9~05 FO2),

iar cazului n=2

+1 I

§f<x) dx =%{ 173 [ f (— 1)+ (1)] + 156 f" (— 1) — 156 /" (1)] -+
1

+ 8(f"(—-—;1>+f"u>1+9187[f (—-—;—) + f(%)” ).

Dacd n==3, se obtin nodurile fundamentale

3
= 111”‘2 Ox3“V11

formula de cuadraturd, care corespunde, va avea gradul de exactitate 11,
4° $i, in siirgit, s§ mai consideram cazul

(42) Wwla)=(t +a) (1 — ),

cdruia ii corespunde polinomul
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(t4% (1 - x)2 U, (x)=2(—=1) " { (21 + 5) [P, (x) — Pry2 (x)] —
- (2’l+3) [P/1+l (x) - Pn+3(x” } .

[
Lui n=1, ii corespunde nodul fundamental x,=—= - siformula

de cuadfaturd de grad de exactitate 4
+1

. 1 . __1‘_ . _ ’
we) \1rde = —clozs (- 1) to57(— ) ree iy — 200 |+

o

+ W)
m st (&)-
13. S& presupunem acum cd
(49) w(x) = (x—a)*,

unde « e un numdr real oarecare.
Formula generald de cuadraturd (10) se reduce, in acest caz, la
urmdtoarea
+1

(50) \ Flode= 5 Af @)+ 5 B @) ol

unde +1
(2n+2s8) (& ~
:_Jf_j_ﬁ)_s 02 () (x—a)? dx,
21+ 28) !

iar dacd nici un nod fundamental nu coincide cu o, coeficientii au
expresiile

| 2n+4s )
t (n+23). G
45n (2’1 - 1) (@i — a)* U, () Un—l ()

Ai=

n

Bj=§z(x) dx | z(x)=("‘“—j[zsij'l‘—”‘w?ﬁ’k( ‘ )“"]Unm,

Un (X) = Un (X, Uy U 3esoy a) ’ G,,= Gn (a;a,n.,a).

2s 2s

Dacid se intimpld ca un nod fundamental sd coincidd cu ¢, atunci
pentru a obfine formula de cuadraturd corespunzitoare, trebuic sd se
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integreze formula de interpolare a lui Lagrange~Hermite, relativd la
J(x) si la toate nodurile care intervin.

14. E interesant de remarcat cd in cazul « = 0, adicd w(x)==x2,
se obfin formule de cuadraturd de tip Gauss generalizate, adicd formule
de cuadraturd de grad de exactitate cel putin 2N—1, unde N este nu~
mdrul termenilor formulei, indiferent daca acestia contin valorile pe
anumite noduri ale functiei de integrat sau ale functiei de integrat si
ale derivatelor de anumite ordine ale acesteia [10].

Exemple, 1° 54 presupunem cd s=1, deci cd w (x)=ux2
Dacd n=2m—1, avem

112
x? U‘.)/n-l (CL‘) = M’_J__
24!71 [m ! ] 4
In cazul m=1, avem nodul fundamental x,=0 si formula de
cuadraturd

[(2m + 1) Pom—1 (@) + 2m Pom1 (x) ]

+1
. 1 1
(51) \ 7 00 de=27 00+ 1104+ 7 ().
3 00
-1
Dacd m==2, se obtine o formuld de cuadraturd, care se datoreste
Prof. T. Popoviciu [8]

§ lf (x) dx=g%-g[ 456 f(0) -+ 20 £7(0) +- 147f (“ l/g) N

Considerind incd cazul m==3, se obtin nodurile fundamentale

 V/et—2V1a 1 12
— X7 Xg== V-——é%_v— ! “x2:x4:-!/2 +2/ » Xg==0

33
§i formula de cuadraturd cu 6 termeni, care are gradul de exactitate {1:
+1
{
X) dx = ————[440832 f (0) + 8960 f" (O
| Fx)dx= o 1440832 7 (0) +890 17 (0) +

~1

+ 27 (5446 —537 1 14) (f (x,) -+ f (x,)) +27 (5446 537 |/ 14) (f (x) -Hf (xa))] +

1
50 S —T T
52) 5 476804928600 F

2°. In cazul s==1 si n==2m,se gdseste cd, in afard de un factor
constant, Usn(x) este egal cu Pom+1(x)/x. Rezultd cd, in acest caz, se

P~
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obtin formulele clasice de cuadraturd ale lui Gauss, cu numere impare
de termeni. Intr-adevdr, formulele de cuadraturd, corespunzditoare
acestui caz, folosesc. ca noduri fundamentale rddacinile polinomului
{ui Legendre Panii(X), dintre care se exclude rdddcina x==0; dar in
acest caz, avem si nodul fix dublu a,=0. Deci, pentru a obfine no~
durile, revine la a lua rdddcinile Iui Pyn+1(x) i a dubla rdddcina x=0
a acestuia. Dar am ardtat recent [9] ¢4, dacd se dubleazd un numdér oarecare
de noduri fundamentale, vor dispare termenii, care contin derivatele
in acele noduri. '

3° Dacd s=2 si n=9m—1, se gdseste cd, afard de un factor
constant, avem

X! U1 (x) = dm (m ~ 1) (4m ~ 1) Popas (x)-+4m (2m+3) (4m+3) Py (x) -+
4+ (2m -+ 1) (2m + 3) (4m -} 5) Pop—y (X).

Lui m==1, ii corespunde nodul fundamental x; =0 §i formula de
cuadraturd

+1
(53) \ fx)dx=2f1(0) &

.

{ . { 1 ‘

= 0 — fAVIQ) 4 —— FOVD (£}

57 { )+60f ) - 2520f &)

far lui m=2, ii corespunde formula de cuadraturd cu 5 termeni si de
grad de exactitate 9 '

+1
S (%) dx:swlis{somof(m 1 3500 77 (0) +-
~1
(54) 49 f0V(0)+ 10935[f(— E) +f(ﬁ)]}+-—~—1~—f‘“” (#).
3 3 )| 404157600
Dacd m=23, se obtin nodurile fundamentaie ="
99—6 22 9916122
“x1—‘=x3="/—*—1‘4—31*—g» — Xy Xy = V—%, X; =0,

care, impreund cu nodul fix @,==0, multiplu de ordinul 4, ne conduce

la o formuld de cuadraturd cu 7 termeni $i de grad de exactitate 13,

formuld pe care nu o mai ddm explicit aici.

13. Intr~o lucrare viitoare vomface un studiu detailat al acestor
formule de cuadraturd de grad maxim de exactitate, generalizind tot~
odatd rezultatele pe care le-am expus in aceastd lucrare,
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OBOBUIEHME KBAIPATYPHOM ©OPMY/JIbl TAYCCA-KPHCTOODE/NA

Kparkoe coaepatite

Murterpapys unrepnosuunonnyio  dopmysay Jlarpamka-Xepyura [5]
OTHOCSILHMIOCH K (YHKUMH f({x) H K KODHSM NOJHHOMOB H3 (2), mosryuanach
kBazparypHas popmyna (7). Ilpesnonarass uro kopuu nonusHoma w (x) u36-
paHHbl Ha peaJbHOd ocH, TaKuM o0pasoM UTOOb 9TOT MOJHHOM ObII-Obl
HeoTpuuarejbhblii B (—1, 4-1), aBTop AOKasbIBaeT CIEAYIOLLYKD Teopemy :

HeoGxonumoe H yJOBJIETBOPUTEILHOE YCJAOBHE YTOOBl B KBajApaTypHON
dopmyae (7), rae k=mn, umers B;:=0 (/== 1,n), HE3aBHCUMO OT Napame-
TPOB yyyee, pp, ABJAACTCH UTOOBI Xy, Xy ,..., X, ObLIH-Obl peajlbHble H OTJET-
JHBbl€e KODHH #, BKiloueHune B (—1, +1) noannoma (8), rae P,(x) sBasercs
nonmuHom Jlexanapa [9]. Taxum oGpasom Osblla [OCTHIYTa KBajgpaTypHas
dopmyna (10), xoTopas HMeeT cTemeHb TOUHOCTH 2 - p — |, Thae p=r,+
47,4 .75, @ r; ABJAAETCS CTENEHbBI MHOMKECTBEHHOCTH HEIOBHKHOIO
y3na a;. Beawuunel x,,x,,..., x, OblJH HasBaHHBI aBTOPOM OCHOBHBIE Y3Jbl
kBajapatypHoi ¢opmyast (10). daa kosdpduunentos A,, .ObLIn faHHBl BBIpA-
xenua (12), (13) 1 (25), a ans ocradbHBIX KO3(QQHUIHEHTOB OBbLIK TaHHBL
(Gopmyasl (16). OcHoBHBIE Y3JIbl x; ABJAACH KOPHAMM MOJHHOMA (8), opTO-
TOHA/bHO OTHOCHTENBHO K (—I1, 41} U K paBHOBECHIO w(x), BCE 3TH KO3(]-
(HUUEHTH MOTYT ObITh BHIPAXKEHHBE HE3aBHCHMO OT IaPaAMETPOB y,,.., ¥
(k< m).

. . 1
Cuura npenensblil ciayyadl o(x) = U, (x):c— (X)), TOE ¢, ABJISETCHA
n

~

Ko3(ppuuuentoM x"u3 U, (x), HaXOAUJIOCH AJs1OCTATKa KBaApaTypHOU (op-
myaiet (10), BoipaxeHue (26).

B uactHoM ciyuae r, = ..=ry=1, Qopmyna (10) csoaurca K KBa-
nparypuoii dopmyse Kpucrobdens [2], Hckaouas BHIPaKeHHE OCTaTKa,
KOTOpbIM OH He 3aHnmadncs. Ecin p=0, dopmyaa (10) ceogurca xk GopmyJe
(27) Taycca, ¢ Bepaxkenuem (29) ocraTka, KoTopblil npuHajsexur A. M ap-
KoBY [5]

ITpennosorasi uto w(x) umeer gopmy (30), ToO-eCTh yHOTPEBIsIA HENO-
JIBH2KHBIE H MHOMECTBEHHBIE Y3Jbl a; ==— |, @,==+-1, aBTOp NpelcraBul
B AcHO# ¢dopwme, mon Ne 12, MHOXKeCcTBO KBaApaTypHbIX (DOPMYJ C TOYHOC-
ThIO BBICOKOH cTeneHH. B ciydae w (x):==x?5, nomydenol o0oliueHHbIE QOP-
Myl THma [aycca, To-ecTh KBazparypHble (OPMYJbl CTEHEHb TOYHOCTH
KOTOpbIX camoe MeHbiie 2N — [, rae N siBJsgeTCSA UHCJIOM WIEHOB (OpMYJIbl
HE3aBHCHMO OT TOTO COJEpXKaT-JAH 9TH WIEHBl BEJHUMHBl Ha OIpeIeJeHHBIX
y3JiaX HHTErpupyouleH (YKIHE, HJIM 3TOH (QYHKUHH H NDOH3BOJHBIX OFpe-
nejieHHbIX ee creneHefl. B caydaax o (x)=x? ¥ w(x)=x" MOCTPOCHHO
MHOXKecTBO npumepos. Otmeuaercss ¢opmyaa (54), ¢ H-10 ujeHamu 9-#
CTENeHH TOYHOCTH, a Tarkke M dopmyna ¢ 6-10 uireHamu (52) 11-i crenenu
TOYHOCTH.

Hanasi Bcex paccmoTrpeHHbIX (OPMYJ aBTOpP [aj W TOYHOE BbIpaxKeHHe
ocTaTka.
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LA GENERALISATION DE LA FORMULE DE QUADRATURE
DE GAUSS-CHRISTOFFEL

Résumé

En intégrant la formule ’interpolation (5) de Lagrange-Hermite,
relative a la fonction f (X} et aux racines des polynoémes (2), on a ob~
tenu la formule de quadrature (7). Les racines du polynéme w(x) étant
supposées choisies sur 'axe réel de maniére que ce polyndéme soit non
negatif dans [lintervalie (—1,+1), l'auteur a démontré le théoréme
suivant : ,

Afin que dans la formule de quadrature (7), ou k==n, ont ait
B;=0 (i= 1,n) quels que soient les parametres y;,..., y,, il est ne-
cessaire et suffisant que x,,...,X, soient les n racines r¢elles, distinctes
et comprises dans lintervalle (—1,+1) du polynéme (&), ou P,(x) re-~
présente le polynome de Legendre (9). On a abouti ainsi & la formule
de quadrature (10), qui possede le degré d'exactitude 2n-+p—1, ol
p=r,+r,+..+r,, 7;étant ordre de multiplicitée du noeud fixe a;. Dans
cette formule, les coefficients A, ontles expressions (12), (13), (25) etles
coefficients C;; l'expression (16). Les ,noeuds fondamentaux* X; étant
les racines du polynéme (8), orthogonal relativement a I'intervalle
(—1,+ 1) etrau poids w(x), tous les coefficients précédents ont pu étre
exprimés indépendamment des parametres y,,...,y; (k<n). En consi~

~

dérant le cas limite v (x)==U,{x) :l—Un {(x), ou ¢, est le coefficient de
c

x* dans U,(x), on a trouvé pour le reste de la formule de quadrature
(10) 'expression (26).

Dans le cas particulier ry=.,.,=r,=1, la formule (10) se réduit
a la formule de quadrature de Christoffel [2] sauf '’epression du reste,
dont ce géometre ne s’est point occupé. Pour p=0 la formule (10) se

réduit a la formule (27) de Gauss, et on a ['expression (29) du reste,
due a A. Markoif [5].

En supposant que w (x) ait la forme (30), c’est-a~dire en prenant
les noeuds fixes et multiples ;= —1,a,= -+ 1, l'auteur a donné (au no. 12)
sous forme explicite, plusieurs formules de quadrature possédant un
haut degré d’exactitude. Dans le cas w{x)=x* on a obtenu des for~
mules du type Gauss (généralisées), c’est~a~dire des formules de qua-
drature de degré d’exactitude au moins égal a 2N—1, ot N représente
le nombre des termes de la formule, ces termes pouvant contenir in-
difféeremment les valeurs aux noeuds de la fonction & intégrer ou bien
de celle~ci et de certaines de ses dérivées. Pour les cas w{x)=x2 et
w(x)==x*% on a construit plusieurs exemples. A remarquer la formule
(54) & 5 termes, de degré d’exactitude 9, et la formule (52) a 6 termes,
de degre d’exactitude 11. Pour toutes les formules de quadrature consi~
derées on a aussi donné I'expression exacte du reste.

Matematica Acad. Filiala lasi — 2
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