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REZOLVAREA PROBLEMEI LUl NEUMANN
iN CAZUL DOMENIULUI MULTIPLU CONEX MARGINIT
DE UN NUMAR FINIT DE SFERE
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CAROL KALIK

Comunicare prezentatd in cadrul celui de-al I'V-lea Congres al matematicienilor romini
din 27 mai — 4 iunie 1956

1. G. N. Goluzin [1]a dat o metodsd de rezolvare pentru problema
lui Dirichlet in cazul nnui domeniu mirginit de un numir finit de sfere.
Aceastd metodd poate fi consideratd ca o generalizare a metodei alter-
nate a lui H. A. Schwarz pentru rezolvarea problemei lui Dirichlet.
Cu generalizarea metodei lui H. A. Schwarz s-au mai ocupat S. L. So-
bolev, S. G. Mihlin g alfii

Autorul lucrsrii de fat# a ardtat ci in cazul domeniului biconex,
indiferent de dimensiunile spatiului considerat, problemele la limitd de
tip Dirichlet sau Neumann pot fi rezolvate cu ajutorul metodei genera-
lizate alui H. A. Schwarz in cazul ecuatiilor sau sistemelor de ecuatii
strict eliptice [2]1*). Totodatd s-a constatat cd aceste probleme in cazul
domeniilor cu conexitate mai mare decit 2 reprezintd dificultéfi consi-
derabile fatd de cazul domeniului biconex.

Tn lucrarea de fatd vom arita ci metoda generalizatd a lui H. A.
Schwarz este aplicabild si la rezolvarea problemei la limitd a lui Neumann
in cazul domeniului multiplu conex mirginit de un numdr finit de sfere,
agezate la distante suficient de mari una de alta. - ‘

2. Pentru a simplifica demonstratiile considerdm cazul domeniului
mérginit de trei sfere. Cazurile mai generale nu reprezinta nici o dificul-
tate principiald fatd de acest caz.

*) In cazul ecuatiei de gradul 2 conditia de strictd elipticitate coincide cu conditia de
elipticitate obisnuita. . :
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REZOLVAREA PROBLEMEI LUI NEUMANN

Fie 8, § i i i i
tert By By S tr.el sfere rgspectlv de.raze B,y Ry, Ry, 81 Q, domeniul
Lberior, iar 9* domeniul exterior al sferei S; (¢ = 1, 2, 3). Presupunem

o4 sferele S, sint agezate la distante suficient de mari una de alta.

. Domeniul in, care vom cauta solutia problemei la limitd va fi inter-
sectia_domeniilor Q;, Qz, Q3 pe care omnotdm cu Q — O; N Q: N Q5.
Formula_Jm problema propusd. In domeniul Q se cautid functia

u (P) care satisface conditiilor ’

. Ay =0 1in Q
si
ol _
ov Si_ Si'

. ]ignl’m;u a ugura expunerea vom presupune cd funchia ¢ este datéd
n dﬁg{aﬁnilnt}pt;eg,u ch aédmlte toate derivatele partiale generalizate de
rdinu ii §i cd acestea sint de pitrat integrabile [3]. Am
directia normalei exterioare. s o 53 notaben v
. In conformitate cu metoda generalizatd a lui H. A. Schwarz vom
P esupuge cd putem rezolya relativ usor problema lui Neumann separat
pentru fiecare domeniu Q;.
]éroblqma propusd in Imod formal se rezolvd in modul urmétor.
atiil adprlm Pas de aproximare a functiei ciutate determinim aproxi-
atille de ordinul zero, wos, care satisfac ecuatia

_ Atos = 0 in Q;
$1

3

dug,

ov

S.:;LIJ

K] i

. Cu ajutorul acestor aproximatii construim aproximatiile de ordinul
intli, wi:, care satisfac ecuatia i

_ Auiy =0 in Q;
§i

ou; 4

a
= —— (Uo; :
s, av (0.5 Uo,x)

unde 4, j, k=1, 2, 3 §i i £ j % k.

In general, aproximatiile u.; de ordinul = se construiesc cu ajutorul
aproximatiilor de ordinul » — 1, intrebuintind conditiile

’

Aun; =0 in Q;

?
S,
2

v

s
aun.i

d
=~ (Un-14 + Un—1.k
ov ¢ 7 " lk)S

S, ov

%

unde indicii au semnificatia de mai sus.

Solutia problemei va fi exprimati prin seria
Y (=1 (s A+ Unz + Uns)- (&)
n=>0

Vom considera toi = ¢ §l Uni = Un—14 + Un-1k ID. Q,. Ca urmare, ter-
menii seriei (A) sint determinati in tot spatiul tridimensional. Ei sint
functii armonice in domeniile Q; gi ;. De asemenea, se poate afirma [3]
of in aceste domenii termenii seriei (A) au toate derivatele partiale gene-
ralizate de ordinul intii de pitrat integrabile.

In cele ce urmeazd vom demonstra ci seria (A) converge uniform
in orice subdomeniu finit a Jui Q, iar functia limitd este chiar solutia
problemei propuse la punctul 2. in prealabil, vom demonstra doud leme.

Vom folosi notatiile prescurtate

, wlo= | (grad . grad w) ds, (I, vl =10
G
unde @ reprezintd un domeniu oargcare.

3. Trecem la stabilirea acestor leme. Considersiim doud sfere v, i
v, de Taze 1, §i 7, Fie Gy si Gy domeniile interioare acestor sfere, iar
@ si Gz cele exterioare. Fie y sfera concentricd cu vy, §i tangenté exterior
sferei y,. Notdim cu d raza, iar cu M domeniul exterior al sferei y.

Lema 1. Fie datd functia armowicd v(P)in domeniul Gi. Presu-
punem cd V(P) este funciie continud inpreund cu derivatele sale parfiale
de ordimul intti in Gy + vy, $t aceste derivate sint de pdirat integrabile

o . . Co . v
in G1. In afard de acestea fie indeplinild egalitatea S ™ ds = 0. In aceste
v OV
conditii are loc urmitoarea inegalitate

lols, < ullvlgs

2 r\?
unde p? = ik
Pentru demonstrarea acestei leme vom intrebuinta functiile sferice

exterioare fatd de v, i v, pe care le notdm cu S, §i Sns,unde n =0, 1,

C 2, .., dar b =0, 1,...,2n0.

Normim functiile Su¢ si S folosind formulele
[Sn.ty Sm,k ]G' = gnm gt,ky
1

[871,67 S’m,k]ﬂ[ == Sn,m- St,ky

unde S.m si Sy sint simbolurile Iui Kronecker,
Aplicind formula lui Green, obtinem

aS 2T
L[ Sl = — g 2 S0 ds — ilr%g S Y2,(6,0) sin 0 d0do,
1 v OF 1 Jo Jo
~ 5 "v’n ~ T 2m N .
1= Butllr = —& ‘?—j-ibt ds = ﬁi%g S Y2,(0, ¢) sin 646 do,
Jy e d 0 JO

2. — ¢. 2001
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ceea ce ne aratd cd functiile normate S, §i ., se pot serie sub forma

! (T)H Yoe (6, 9), (2.1)

R Sn, B N —
" Vamrn

% 1 d \"*1
Sn_t e —— (7) Yn.t (e, (P). (2.1[)

~ Vit

Ipotezele fdcute asupra functiei v(P) ne permit urmitoarele dezvoltiri
1n serii ¢

Z Z ntSnt m G (2.2)
n=0{=0
@ 2n -
=X % G i A, (2.2
unde
Cnp == [U7 Sﬂ-t]gi §1 E’;Lt = ['07 gn,t ]M .

Bste ugor de vdzut ci coo = oo = 0. Intr-adevir,

oo = [v, Soole, = — ( L So0 ds = —ILS LR
. 11 ov n Y1
$1
Coo = [v, g0.0]1:4 = '—-S il Soo ds = —k~S 9 ds
v d ’

Y Y

unde %, k sint nigte constante. Dar conditia lemei impune ca S —ds =0,
. -~ Y 6
din eare rezultd ¢ = €0 = 0. 1

Ne putem convinge ugsor de valabilitatea urmstoarelor egalititi <

lolfy, =% ¥ &, (2.3)
=1 t=
Mm=§jﬁp (2.3

Acuma sintem in misurd de a demonstra afirmatia lemei.
Cu ajutorul expresiei (2.1) si (2.1') seriile (2.2) si (2.2/ ) se pot tran-
serie astfel

WP) =% B o (T g (0, o) s
E= 1t=0 Vrl(n+1) (T) nt (0, ¢) In @,

8

o |~

© 2n 1 n+1 .
=% Yo ﬁﬁf()ymmwmm
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§n domeniul M aceste doud serii definesc aceeasi functie, deci coeficientii
corespunzitori trebuie si coincidd. Avem

1 ~ 1 ,
e 7.‘;»+1 — — 1,
Vry(n+1)

= ¢ g —
™ Va(riy
~ 2n+1
Cnp = (11—) 2,
d »
Din (2.3) si (2.3") urmeazd

nwa<nwz=ﬂ%ﬂwuf

Astfel lema 1 este demonstrati.

Trecem la formularea gi demonstrarea lemei 2.

Considersim sfera y de razé r. Fie G domeniul interior, iar G’ cel
exterior fatd de y

Lema 2. Oonszdemm functia armowicd v(P) datd in domeniul G
st functia armonicd w(P) in domeniul G'. PTesupunem cd aceste funclit
satisfac urmdtoarele condifii :

a) v(P) si w(P) stnt continue 8t au toate derivatele parfiale de ordinul

intti continue in G -+ v, respectiv G -+ ¥
b) toate derivatele de ordinul intii sint de pdirat integrabile in dome-

niile respective;

adicd

©)

In ipoteza acestor conditii avem wrmdtoarea inegalitate :

wle <Il?le-

Pentru demonstrarea acestei leme folosim functiile sferice exterioare
Sa: §i interioare Pn:, fatd de sfera v.
Normampe 8y: §i Pr: impunind conditiile

[Snsy Smirler = Sam. iz,
[—P’ﬂ.ty -Pmlc ]G = 8n.m . St,k .

La fel ca g in cazul lemei 1, dupd calcule simple, gésim
1 r a+1
S =Tz 5] T (0 o)

1 (e}
Pas =[] Tt (9, 01
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O directé consecint# a conditiei ¢) din lema 2 eutes ‘Zﬂ ds = S s =
Y oV Y
=0, lar functiile v §i w se pot dezvolta in serii:

2!

3

. 'U(P) = dn,t Pn,C in G,

1

T
<

il

nMS 7':‘18

2n
E Co.t Sn,t in G,,

unde

dn.t = ['07 P'n,t‘]a; Cpt = [’L()/. Sn't]G"

De asemenea, se pot verifica ugor egalititile

ol =Y, 2 az, (2.4)
n=1¢= :
lwlp = % % k.. © (241
In sfivgit, demonstridm enuntul lemei,
ow 1 ow
nb = nt ¢ = —— Pn ds = — Pr—— n
Cn t [w, Snile SY 5 ot s e S . Yo ds,
ov
dn,t == [’U, -Pn,t](; :S - -Pn,t ds = S - Ynt ds.
v av Vrn
dw

Dar conditia ¢) a lemei impune ca i

, deci pentru coeficientii

av«{

Urmeazs

2 2

Ont < i
Comparind aceste inegalitéiti cu (2.4) gi (2.4’) obtinem inegalitatea ciutati.
4 Teoremé. Seria

3 (1 (s + s+ ) (A)

compusd din aprommamle construite conform metoder gemeralizate a lui
Schwarz, converge uniform in orice subdomeniw finit ol lwi Q cdtre solufia
problemei propuse la punctul 2, dacd

rRY o, 1
(d)—y‘<2’
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unde B = max {R;, R Rs}, d = ;mn {di); © =k, dar dy este distania
1,2

de la centrul sferei S; pind la supmfam sferei 8, .

Inainte de a trece la demonstrarea teoremei remarcim faptul cd
termenii seriei incepind de la n = 1 indeplinesc conditiile lemelor. Acest
Juern este ugor de vizut.

Pentru a .demonstra teorema, aproximim din aproape in aproape
termenii seriei (A).

Fie
ax {H Uy | } = N. (3.1)

Din determinarea functiei u.;, urmeaz

Uoi = W15 + Urx In £,
unde 4, §, k=1, 2, 3 §i isFjFk Deci [|usillo, <
Aplicind lema 1 funetiei u:; §i uir obtinem

s llo, < wll v lly, 5 ek llo, <
7

<uws llo; + e le; -

W [l 21, ”Qk

Din (3.1) urmeazd || %zillo, < 2udN. Aplicim lema 2 functiei wus:, deter-
Tninaté in spatiul intreg, || uss IIQ,_< | uei|la, Deci
| e || = || wza Hﬂ, + || Uz H 0 2. (2u) NV.
In general aproximim elementele u,; cu ajutorul aproximatiilor
gisite pentru funetiile un—,.

Avem
ltno1al] < 2 (2u)2 N.

In baza construirii efectuate la punctul 2 avem wn; = Un—1j + Un- 1k in
Q;. Deci ]| tnillo, < || tn-1slla, + [ltn- 14/, Aplicind lema 1, gisim ||un 140, <

Ll s, slllun 1k o, <u||un 1]l Lema2neda!lumllﬂ, Humllg_
Din aceste megahtai;l gésim
[ tni ]| <2 (207" V. (3.2)
Aplicind inegalitétile precedente seriei (A) gisim
}] {1 ns || Al ttnz || 4+ 1 wns ||} < 3. W 22 1, (3.3)

n=1
Din inegalitatea (3.2) rezultd eonvergen‘ga uniforms in orice subdo-

ou, ;
menin finit a lui Q) a derivatelor partiale de ordinul intii —a—”—‘ . Intr-
Ty

adevir, din (3.2) rezultd convergenta medie pitratd citre zero a fiecirei

Jdu,,
functii armonice —='in domeniul Q. Dar aceasta atrage dupd sine gi

Lr

convergenta uniformi.
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Considerdm suma partials

8§p == i (— 1) (Un1 + Unz + Uns).

n=0

Pe baza construirii aproximatiilor #.;, avem
ds ¢
3

avp + (—1p ’O% (Up—1; + Up—1,k)

7
S,; S.

i

unde o
4§ k=1,2 3;iFjF5k.

C o s . o, o4 .
Pe baza observatiei fdcute mai inainte, ——*1 — ¢ uniform in
a$lc

Q, eind p ~oo (k = 1, 2, 3). Deci

a A,
—a‘v“(%p—m‘ + Up-15)| — 0 cind p — oo,

S’I/

Vom nota cu 7% (P, Q) functia lui Neumann relativi la domeniul Q.

Cu ajutorul acestei functii putem scrie

== 3| $@ P B+ (=17 5[ L (osstpms) WP Q)

i=1 ov
k2

i=1

Cind p —co, valoarea integralei a doua din membrul al doilea tinde
uniform cétre zero. Deci la limitd avem

1m%=u=—§g¢wwuamwm

i=1

ceeace ne aratd cl seria (A) converge uniform in orice subdomenin
interior a Jui Q cétre solutia problemei propuse.

PENIEHUE 3AIAYN HEIMAHA B MHOTI'OCBA3SHOI OBJACTH
C OTPAHMYEHHBIM KOHEYHBIM YNCJOM COEP

HKPATHOE COJEPHAHUE

B nmacrommpeit paGoTe paeTca MeTO[ PpeLIeHMS TPAHWWHON Bajayl
Hefimana B o6iactu, orpaHMYeHHON KOHEYHHIM THCIOM cdep. DToT MeTON
ABJIsTeTCs 060 0MeHeM X0P 010 M3BeCTHOTO alTepHuUp yiomero meTofa [llsapna.

JIa TpOoCTOTH MBIIOMEHHA paccMaTpHBaeTeA CcIywall GecKoHeTHOH
obmacTn, orpanmuecHHol TpeMs cdepamu. CTponTes PAL :

(— 1) (Una + Unz + Uns),

0

i
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HIEMEHTH KOTOPOTO SABIAIOTCA DPeIIeHMeM 33[adn Heiimana B onHOCBA3HOU
obnactn. JloxassBaeTcs, ITO TAHHBI PAJ PABHOMEDPHO CXORUTCA K PelleH W0

ocTaBileHHOE 3a/auil.

LA SOLUTION DU PROBLEME DE NEUMANN DANS LE DOMAINE
MULTIPLEMENT CONNEXE, LIMITE PAR UN NOMBRE FINI
DE SPHERES

RESUME

Dans ce travail, I’auteur donne une méthode de résolutipn ‘du
probléme aux limites de Neumann. Elle représente une généralisation
de la méthode alternée de Schwarz. ' _

Pour simplifier la démonstration, on se borne & examiner le domaine
infini, limité par trois sphéres. On construit la série :

i‘l (— )" (Una + Unz + Uns)

=0

dont les éléments sont les solutions du problém’e de Neuqlaynn dans
des domaines simplement connexes. Il est démontré que la série donnée
ci-dessus converge uniformément vers la solution -du probléme posé.
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