ASUPRA PROBLEMEI Nr. 5383 DIN ,GAZETA MATEMATICA«
DIN ANUL 1940. :

I. MARUSCIAC, Cluj

In ,Gazeta Matematici“ din anul 1940-41 (vol. 46, p. 237-241),
prof. Tiberiu Popoviciu a rezolvat urmitoarea problema:

Sd se determine polinoamele P(x), astfel ca ‘

P%(z) — P(z — a) P(z—+-a) = P(z) Q(x),
(a 5= 0) gi polinomul Q(x) fiind date.

Problema revine la a determina polinoamele P(z), pentru care
produsul P(z—a) P(z - a) se divide cu P(z).

Plecind de la aceasta, prof. T. Popoviciu a propus {G. M.
1940-41, p. 111) urm#toarea problemd mai generald:

Fie m si n doud numere naturcle date. Sd se determine polinoa-
mele P(z) (diferite de o constantd), astfel ca produsul P(x +m) P(z —n),
s fie divizibil cu P(z). Sd se determine minimul g al gredului acestor
polinoame, precum §i numdrul acestor polindame de grad g, care veri-
ficd proprietatea (si care nu se deduc unul din altul printr-o transfor-
mare liniard).

Vom ciuta mai intii polinoamele care satisfac problemei noastre
printre polinoamele care au toate rddacinile reale, adicd de forma:

s i

P(z) = a, | 1 (o — )",
Atunci
Ple - m)=ay | | @it m).
-
P(zx —n)=a, (x —z; —n).
iar -
P(z +m) P(z —n)=a§ .r_'[(x——wi+m) (@—a; —n)] .

i=1
Scriind cd produsul P(z +m) P(x —n) este divizibil cu P(z),
vom avea
2

0 @[Tle—ntm e—n—m)% =a ] c—a o)

i-1 i=1
unde Q(z) este citul impértirii polinoamelor P(z -+ m) P(x —n) si P(x).

Dacid dam lui x din identitatea (1) succesiv valorile %, z,,.., %,
(presupusele rédacini ale polinomului P(z)), obtinem:
2
(2) T Tt —e+m) @ — x—m1 =o,
i=1

pentru k=1,2,...,p-
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S3 observim mai intii cd putem simplifica cu factorul — mn, deoarece
numerele m,n au fost presupuse diferite de zero.

Luind din fiecare ecuatie cite un factor si egalindu-l cu zero,
vom avea urmatorul sistem de p ecuatii cu p necunoscute:

Zy — &g 41=— M Sau n, k=12,...,p

Scrim determinantul acestui sistem

1-1 0 . . . . . 0
0 1—1 . . . . . 0
D= . . e e e . |=0
6o ¢ . .. . . 1 —1
—1 0 . . . . .0 1

Daci egaldm, de exemplu, primele p; ecuatii cu — m, iar ulti-
mele p, cu n, (p;-+p,=p) si scriind determinantul caracteristic, vom avea:

1—1 0 . o .—Mm

0 1—1 . .. m

C= 6 0 . 1—1. n

—1 0 .. .. m

Adunind primele p —1 linii la ultima, vom avea:
1—1 0 . . . . .—m
-1 . . .. .—m
C = 0 1 = pyn — Mp;.

0O 0 . . . .pn—pm

Anulind determinantul caracteristic, rezultd
pen — pym =0,
sau
m Pe L

n Dy L

unde (I, 1) = 1, adici sint prime intre ele.

Pentru aceste valori ale lui py, p,, respectiv, 1, I, C=0, si, prin
urmare, putem rezolva sistemul (2} in raport cu una din necunoscute,
de exemplu, in raport cu z;. De aici rezultd o primid concluzie:
Problema admite o infinitate de solutii. Polinoamele cdutate vor depinde

de un parametru. . .
Daci notdm cu s gradul polinoamului care satisface problemei

noastre, se vede imediat cd
3>p=p1+102>11+12:
deci gradul minim a polinomului va fi:

m-+n
g=ll+l2=—d_“‘

unde d este c.m.c.d. al numerelor m si n.

’

4

Pentru a construi efectiv polinoamele, notdim =z, =a §i rezolvim
sistemul (2)

[ 2,=0a - 2m,
} Ty +a -+ m,
(2) Typ1=0a~+1lm,
] Ty42=10 + ll m —n,
| rypp=0-Fl, m—(,—1)n=0a-4n.
Astfel, polinomul de grad minim va fi de forma
o Bt
P(x) = a, ﬁ (x —a —km) l ! (# —a—1, m-+tin).
k=u =1
Dacd se noteazd cu
14 l—1
P,(x) = n' (¢ — a — km), P,(z) == a, 'ﬂ' (x—a—1, m—in),
k=0 i=1
rezulta
P(z) = Py(a) Pyfa).

Din forma polinomului P(z) reiese ci polinoamele care satisfac
problemei sint produse de doud polinoame cu rdddcini in progresie
aritmeticd cu ratia respectiv m §i n.

Vom ardta acum cd si in cazul general, cind ludm cite un factor
oarecare din fiecare ecuatie si-1 egaldm cu zero, obfinem acelasi poli-
nom de grad minim,

In adevir, sistemul va fi in acest caz de forma

[ Ty — @ = — m sau n,
j Tp— Ty, = — M sau N,
(3) Xy — mk]. == -— M $aun,
| # — &, = — m saun,

Se vede cid din moment ce am ales un factor oarecare dintr-o linie,
de exemplu, @; — z;, = — m, aceasta atrage dupd sine z;; — ;4 m = 0.
S-ar pdrea cd din fiecare din aceste doui posibilititi rezultd doud
sisteme de solutii. In fond, aici nu avem de aface decit cu o diferents
de notatie, deoarece, dacd determinantul sistemului (3) este nul, sis-
temul se rezolvd in raport cu una din necunoscute, si in cazul
2; — @y; = —m, notind x; = a gdsim ;; = a -} m, iar dacd v, —x; =—m,
notind z;, = a, gdsim x; = a + m. Deci cu alte notatii ajungem tot la
sistemul de ridicini de mai inainte.

Determinantul sistemului este, de asemenea, nul, pentru ci pe
fiecare coloand sau linie vom avea toate elementele nule, in afard de




doui, dintre care unul este egal cu 1 si celdlalt cu —1, deoarece daca

ar exista doua elemente egale cu — 1, am avea in sistem doud
ecuatii de forméa
Ty — Ly, == - m sau N, ) i
[2 .
X = Ly, = = mosau n, T

Or, prin scidere avem z; = x;, ceea ce nu se poate, deoarece poli-
nomul de grad minim nu admite radacini duble.

Adunind toate liniile determinantului la ultima, obfinem toate
elementele nule in ultima linie. De aici reiese cd determinantul este
nul si in acest caz general.

Punind conditia si in acest caz ca determinantul caracteristic sd
fie nul, gisim aceeasi conditie, anume pym — p;n = Q.

Notind si aici #;=gqa, din prima ecuatie din sistemul (3) gidsim
@y, = @+ m. Inlocuind in ecuafia oy — ¥ = —m valoarea lui 2y,
gasim Ty = @ -+ 2a. Procedind la fel mai departe, se vede cd vom

gisi aceleagi raddcini ca si in cazul sistemului 2).
Prin aceasta s-a demonstrat ci existd un singur polinom de grad
minim (abstractie ficind de o transformare liniard efectuata asupra

variabilei). .
Analizind acum forma celorlalte polinoame de grad mai mare,
se observd in primul rind c& a;, o,...,a, nu pot fi diferite intre ele

deoarece in (1) factorii egali din cei doi membrii figureaza la diferite
puteri, adic# factorul (z — x;) % corespunde factorului (z —z;) % Rezultd
¢ 1 celelalte polinoame se obtin ridicind la diferite puteri polinomul

e grad minim astfel gasit. )
in afari de clasa aceasta de polinocame, mal avem polinocamele
:are se obtin in acelagi mod ca si polinomul de grad minim, insa

luind un multiplu oarecare de ( lll ), adicd polinome de grad M(l; 1),

2

pentru orice M intreg pozitiv.
Astfel toate polinoamele de forma

P(z) = P4(2) Py(),

unde
My Mly—2
TR TSR R “
P.z) = a, E i (x —a— km)®, Py(x) = b, I E (x — a— M1, m-in)
5=0 =1

verificd conditiile problemet.

Pentrua = 1, M = 1, giisim polinomul de grad minim.

Exemplu. Fie m = 25, n= 15,——2—3——— = ~§—, g=14L+1=3+5=348,
@, =a, v,=a+ 25, 83 =a-+50, 8, =a+ 75 2 =a+475—15 = a - 60,
zg = a -+ 45, 4, =a -+ 30, %y = a + 15.

3 4
P(@) = aq ﬂ(x——-(a—~ mzs)'ﬁ (@ — a— 15+ i15).
i=1

k=0

Tot din sistemul (2) se vede ci polinomul P(z) cdutat nu poate
avea radicini complexe conjugate, fiindci dacd ar avea o astfel de
pereche de radicini, de exemplu #, 741, atunci in sistemul (2), notind
xp =0y - iBr, Trr1 =0 —ify am avea:

xk-l—-—ak-—-iﬁk:—m sau n,
op +iBy — oy ifp=—msaun,
op — iBg ~ Ty = ~— m sau n,

de unde rezulta imediat cd 8, = 0.

Problema se poate extinde imediat si pentru doud numere reale
r,, T, oarecare. Insd la anularea determinantului caracteristic ne va
apare conditia

Py PaTe = 0,
de unde rezultd (p,, p, fiind doud numere intregi pozitive) cd ry, 7,
trebuie si fie de semne contrare gi in plus, raportul dintre ele s fie
un numir rational.

La fel s-ar putea considera doud numere complexe z; si z, si
polinoame definite pe corpul numerelor complexe, conditia

P121+ Paza = 0
aratd cd raportul celor doud numere trebuie si fie un numir real
rational. Din punct de verere geometric, aceasta inseamnd cd imagi-
nile numerelor complexe z; si 2z, din planul complex trebuie s& fie
situate pe o aceeasi dreaptd ce trece prin origine, adicd sa fie omo-
tetice in raport cu originea axelor de coordonate.

S-ar mai putea generaliza problema in felul urmétor: .

Fiind date numerele a,b,c si d, si se determine polinoamele P{z), - -
pentru care produsul P(ar -+b) P(cx +d) si fie divizibil cu P(a).
Pentru a =c =1 problema se reduce la cea de mai sus.

Se poate vedea din cele de mai sus cd in cazul cind cel putin
unul din numerele a, c este diferit de 1, problema admite o singura
solutie minim3, abstractie facind de un factor constant, insd e cu mult
mai greu de scris efectiv polinomale care satisfac aceastd proprietate.

SUR LE PROBLEME No. 5383 DE G.M.F.— 1940,

Dans cette note on determine toutes les polynédmes P(x) qui vérifient la rélation
P(x — &) P(x — b)gP(x) Q (),
pour toutes les nombres réels ¢ et b. Le probléme s’étends aussi pour le cas quand

a et b sont complexes. On détermine aussi le polynéme de grade minime et on
montre que ce polynéme est unique, abstraction fait d’une transformation linéaire.

O 3AIAYE No. 5383 u3 G.M.F.-1940"

B 5rofi CcTathe ONpPEeNSAsIOTCA BCE MHOTOWIEHs P(x) KOTOpHe yHOBIETBOPANT
COOTHOLIEHHIO :
P(x—a) P(x+b) = P(x) Q(x),
Kakbie 65l He OLLIM BElUIECTBEHHEE MaHbie YHCAA @ H b.
3afaua pacmpOCTpaHACTCA ¥ AAA CyYas KOMIVIEKCHBIX a, b. Tak e ompeneisercs
MHOTOUJIEH HAlMEHbIIOA CTENeHH H [JOKAasblBAETCA 4TO STOT MHOrO4/IeH eOMHCTOeHHBIH, Ao
MoBOro JAUHEapHoro 0ToGpa3oBaHus.




