E

- 3322/,

Extras din STUDIA UNIVERSITATIS BABES—BOLY AI (1960)
Ser. 1 Fasc. 1| MATHEMATICA-PHYSICA

ASUPRA POLINOAMELOR LUI CEBISEV k-RESTRINSE
PE O MULTIME MARGINITA $I INCHISA
DIN PLANUL COMPLEX

de

I. MARUSCIAC

1. Fie E o muliime de puncte din planul complex méarginitéd si inchisé,

care confine cel putin # — &k 4+ 1 puncte si 4,, A4,, ..., 4 — k& numere
complexe oarecari insa fixate dinainte.
Polinomul
THZE) =2 4+ A" 4+ o A g T L
O<Lk<n 1)

. . . . k -
se numeste polinomul lur Cebisev k-restrins saw Ty-polinom pe E, [3],
dacd nu existi nici un polinom

k. f1—=1 Ak e
Py(z;Ey =2z + A% 4 o ArE T ag 2 4 day 2)
cu primii & + 1 coeficienti aceeasi, care sad verifice inegalitatea

max|Pf (2, E)| < max|Tk (2;E)|.
zeE zZeE
in cazul unei mulfimi finite, confinind N puncte, N > n -+ 1, tov.
Prof. Gh. Cdlugédreanu intr-o lucrare (1], a aratat, folosind o
metodd a lui Polya, ci Tp(z;E)=1im P,(z), unde P, (z) este poli-
P>
nomul care realizeazd minimul mediei
1

1= (55 per)

unde [¢y, ¢y, ..., ¢x] = E si p un numir intreg pozitiv fix. Acest rezultat
se generalizeazd apoi pentru o mulfime mdarginitd si inchisd oarecare.

(3)
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In lucrarea de fafd aratdm, bazindu-ne pe aceeasi metods, posibili-
tatea determindrii polinomului T,'f(z;E), unde E este multime finjtd, for-
matd din cel pufin # —k 4 1 puncte din planul complex, cu ajutorul
unor medii analoage, dindu-se si expresia luj explicitd In cazul N =
=n —k + 1.

2. Fiind datd o mulfime de puncte M din planul complex mirginitd
si inchisd (finitd, confinind cel pufin # — k& + 1 puncte, sau infinita) si
un polinom

AZ) ="+ a2+ ... 4+ a", de grad #> 2,

cu coeficientul director egal cu 1, zicem cd un polinom
B(z) = 2" + b 4 b4 L b

(diferit de A(z)) este polinom adjunct k-vestrins a lui A(z) pe M, dacid cu
1Lk n —1, avem

a, = b,, pentru v =1,2,3, ... k& ‘ )

B(z) = 0 oridecite ori A(z) =0, 26 M (IT)

si 1B(z)| < [A(z)], 4(z) 520, £M. (I11)
Se zice cid A(z) = 7" + a2V + .. 4 ap este un infrapolinom k-

vestrins pe M (dupda Fekete—Walsch [2]), daci nu existd un poli-
nom adjunct k-restrins pe M a lui A(z).
Fie acum E o multime finitd compusd din N (N > »— &k + 1) puncte

din planul cotnplex ¢, ¢y, ..., on51 Ay, 4y, ..., Ap k-numere complexe date.
Punem
1
1N 9 57 4
h=@;wmw) @)
V=
Plz) =2"+ A 2" P 4,272 4 4+ AT 4 an AN 4 a,
Vom cduta minimul expresiei [, cind coeficientii a@g41, dgq,. . -, @n

variazd indepedent. Pentru aceasta, ardtam mai intli cd polinomul Pi(z)
care vealizeazd minimul lui T, printrve toate polinoamele de gradul n cu primat
k 4+ 1 coeficienti fixati, este un infrapolinom k-restrins pe E.

in adevir, dacd n-ar fi infrapolinom k-restrins pe E, atunci el ar admite
un polinom adjunct k-restrins pe E. Fie acesta

QI; () = 2" 4+ A L AR bei N 4+ L 4B,
(diferit de A(z)), care ar satisface conditia (II) si (III), adica
0%z = 0, oridecite or Ph(z) =0, € E
si
|05(2) | < | Pp(a)|, € E si Pp(2) 0.
Insa aceasta ar contrazice faptul ci Pi(z) realizeazi minimul lui J,. Prin

urmare, Pﬁ(z) nu admite polinom adjunct k-restrins, deci el este un infra-
polinom kA-restrins pe E.

!
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|
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Acum vom demonstra urmitoarea
LeMA. Fie M o multime compactd de puncte din planul complex z, iar
Ay, Ay, ..., Ay — k-numere - complexe cave verificd imegalitatea

P —

0 __
2(k + 1)
unde R este raza cercului (C) cu centrul in ovigine, cave cuprinde in intregime
multtmea M. Atunci polinoamele P;(z) =+ A"+ A
+ ak+1z""k—l + ...+ a", care vealizeazd minmiul lui J,, sint uniform wmdr-
ginite (in raport cu p) in cercul (C). ”
In adevir, am vizut ci polinomul P’;(z) este un infrapolinom 2 — res-
trins pentru orice p si conform unei teoreme a lui Fekete —Walsch [2]

3

. cel putin » — & rdddcini ale sale sint cuprinse in mulfimea inchisd M* D M,

din ale cirei puncte mulfimea M se vede sub un unghi o > —"—.
) B 1
In cazul nostru M fiind cuprinsi in cercul [z] < R, rezulti ci M* este

cuprinsi in cercul [z| < o unde p =

sin—="
R 2(k + 1)
Sa notdm aceste rdddcini cu oy, oy, ..., y—y $i fie
Bp(z) = (2 —a)(z —tp) . (2 —&pep) =2 P4 0, b b,
Avem
bs] < Chse,
|bzl < Cn—-kp
br | < Crmep”, 1 < B — R
Daca
5]
R > Sinz(k - 1)19‘ Lo, i Kk, decilby| L Cr2 Hon—k
iar cind

]
R < Sinz(ki o bn| < Ch - pr—*

Identificind acum coeficientii in

Polz) ="+ A 2" A 4 ap TR L 4 4= B(z) Cpl2)

unde Cy(z) = 2* -+ clz""1 4 ... 4 ¢, vom avea
by + o4 =4,
by + bicy + ¢y =4,
by +bg1ci+ ...+ = A,
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sau
¢4 =4; —
bicy + ¢, = A, —
bZCl + blcz + 63 = A3 —_

bk_lcl + bk..zcz + R —*- Cp = Ak ——bk

Determinantul acestui sistem in ¢, ¢,, ..., ¢, este egal cu 1, iar

1 0 0 ...4,—b0.. .0 ;
by 1 0 .. .Ay—b0...0
Dy= | by, b 1 CAg —by0 ... 0

Br—ibi—abiz. . . Ax —bs... b1

n-—k n—k n—k
lon| < CL? ]p"‘*, far [Ay—bal < o + 6£_3 ]p"""< 2CL? ]p”"‘

Din inegalitatea lui Hadamard:

Cum

lawl? < 2 II Jaw

n—k 2% n-——k &
| Dj i2<[CL—§ ]P"—k} (B + 1) Jeu] = |D;] <[ ‘r;——k ]P""k](k +1)§-

Din relatiile
App1==bypcy + bp—10y + ... + by
Ay = bpp16q + becy + ... + by
Ay = by_pCp
gasim

1an1<[6[k;k] ] k+1§ [M] ek [ [n_k] 0" "]k+1<k~+_1)'§.

n—k n n—k

La fel

lan—1] <2

n—k ket
A R

n—# ML
lagr il < R [CL-—I? ]pn.-k] (8 + 1)_’2(-.
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Deci

IPo(2) | < J2|" 4 [ Ag |27 4 o 1Al 2 a2 4 L+

n—k k1
+lan | < [JL—/? ]P”"k] (k + 1)%(1 + R+ ... +R)=

Rﬂ-’r —1 (k . 1) k[C[n—;k] P".—k} |

R — n—k

3. Vom demonstra acum urmitoarea
TEOREMA. Fie E o multime finitd compusd din N (N > n —k -+ 1)
puncte din plan: ¢, cz, coe, Oy tar Ay A, ..., Ag — k-numere complexe

date. Atunci notind cu P% p(2) polinomul cave realizeazd minimul lui [, pentru
un P fix, avem

lim Pi(z) = T%(z;E), wkE) = max |TXz;E)| = lim j,

P> ze E P>
unde Jp este valoarea minimd a lui [,

Demonstratie. Bine inteles ci este suficient si aritim exis-
tenta si unicitatea polinomului Pi(z) care realizeazi minimul lui J%. Si
observam ca punind a,=a;+da;, =k +1, E+2, ... n ]f,p este
este un polinom in raport cu a; i a;, luind numai valori pozitive. Minimul
existd deci si valorile corespunzidtoare a; si a; satisfac sistemul

d (2 9 { 2\ __ _
aa( )_0, a—a-;;(,,)_o, l—k 41, k42,

Fie apyy, agi1, Gkqo, @hys, ..., an, 4, un sistem de solutii ale acestui sis-
tem. Pentru a dovedi unicitatea solutiei, adicd unicitatea polinomului
minimizant, vom arita ci nu ex1sta un alt sistem de solutii, diferit de
primul. ,

S4 presupunem contrariul, si fie

’ o o ’ ’ " o
a1 + bky1, @k+1 + bkt1, ..., an + by, ay + by

un aldoilea sistem de solutii. Sa punem wy = a; -+ b, u; = aj + tb],
;= u; -+ u; si sd formiAm

J(w) = NJ& (whpr, wigr, - - -, un, up)
care se obtine din N]?,p inlocuind literele a; cuw;, | =k +1, 2+ 2, ..., 5%
Avem
aJ aJ y ., d
— b; b z =2 | P(c,) 2.
]( " = L= k+1(a“ l+ ) 75\0:1 1Plen) 177 dt’ ()]
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Din cele presupuse rezulti cid expresia aceasta se anuleazi pentru
t=10sit=1. Insd J(u) fiind un polinom in #, avem deci, conform teore-
mei lui Rolle,

2
5—;](%) =0, pentru t =1, 0 <t < 1.
T
Avem, pentru { = T,

2 J) =2 plp — 1) 1Pe) (L1 )

v

2

N p
+ p Z_I|P(cv) 121’—2-7:13(%) =0

2

2 ‘ - . d .
Vom arita cé—d—lP(cv) [2> 0, de unde va rezulta o contradictie, céci
dr?

in expresia de mai sus toti termenii sint pozitivi si deci, aceasta nu se va
putea anula. :

Daci notdm cu ofz) = 2" + AN+ 0+ A"k
si . ’ L ,
' A = Rlo(x)] + #hpRE"Y —uf ("5 + ...+
B =I[o(z)] + thyr ("™ 7") + ufnuRE ™) 4 .. +oun

avém tP(z) 2 = A% 4 B2 Aici R(«), I(«) reprezintd respectiv partea reald
si imaginard a numirului «.
Deci ‘

%|P(z) 2 =24 [b;HR(z""‘-l) — b I 4 D]+
4 2B [bpd I @Y 4 bp R 4+ L+ bal,
%P(Z) 2= 2[bpRE Y — bl + B+
4 2 [ (Y b RETT) + L Rl > 0.

Rezulti deci bhpyq = bjpy= ... = by =1b, =0, si unicitat ea poli-
nomului minimizant P%(2) este stabilitatd, pentru orice valoare intreagd
pozitiva a lui 2. o o,

S3 trecem acum la partea a doua a demonstratiei si s aratam ca Py(z)
tinde uniform catre Th(z; E), cind p - . ‘

Pentru aceasta, mai inti s observim ci J, fiind o medie de ordinul
2p, este o functie crescatoare de p, deci dacé P’;,H(z) este un polinom mini-
mizant de ordinul p 4+ 1, avem

1 1
1 N

; 1 op+2 20 .
Tt = (1721!135+1(Z)‘2p+2) > (EV—EIIP’;H(Z)FP) > Ip-
V= y=
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Asadar sirul {j,} este crescitor si lim j, = 7 exista.
p—r®

Din lemi rezultd ci polinoamele Pj(z) sint uniform marginite in raport
ca p in E si ele formeaza deci o familie normald, ale cirej functii limita
sint polinoame de grad #. Fie IT%(z) unul din aceste polinoame si p* =
= nzl:lg( IHk(z) |. Evident ca si polinomul Hk(z) are primii 2 -+ 1 coeficienti

numerele 1, 4,, A, ..., A, deoarece toate polinoamele Pj(z) au aceeasi
primi & - 1 coeficienti, si anume aceste numere,.
Avem

11%(z) = lim Pj_(2)

m-» o

convergenta fiind uniforma in cercul (C) care confine mulfimea E si numerele
A,, A4,, ..., A Deci,

W —max | Py (2)]] <=, m > m,
z€E 2

Ins3 se stie céd
1

9 gy a\q
(31+BZ+ "'+B”)-—> max (By, B,, ..., By),
N q-®
oricare ar fi numerele By, 0 < B, <K, £=1,2,3,..., N.

Tot asa
lim J,[P(z)] = max | P(2)|
p-® 2¢E
in mod uniform, pentru orice familie de polinoame de’'grad #, uniform mar-
ginite in cercul (C).
Luind aici P(z) = P’;m(z) (care formeazd o familie uniform marginita
in cercul (C)), vom avea

lim J, [P} (2)] = }nlm fp, = max 1P ().

m-—pe - ® z€
Deci
[max | Pf,m(z)| —1p | < £ daci m >},
2z E m 2
Avem deci

e* —ip, | = (Ib* —max | P} (s))) + (max [P}, (:)| —fp ) <

<-+

£ v
5 = ¢, dacd m > max (m,, m,),

o | o

de unde rezulta
=7
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v . v k o v w k
Sa considerdm acum Ty(z; E) si s& notdm cu u, = max |T,’§(z; E)
2¢E

Avem avident uk < u*, deci we L.
Avem de asemenea

< JplThz BV < w,

v . - e . o . . . .
cici pentru p — oo media J,[77] tinde catre maximul modului polinomului
T* pe E si aceasti medie e o functie crescitoare de $. Facind deci p — oo,
avem

7 < p.f;, deci 7 = y.’,‘l
Asa dar pr = max ]Hk(z) | si — polinomul Cebisev fiind unic® — rezultd
2€E
T*(z) = Tk(z, E).

Prin aceasta am ardtat cd subsirul {P" '} al lui {Pk} este uniform
convergent in (C) catre Tk (z E). De aicilncinu rezultd ci intreg sirul {P (=)}
converge uniform citre Th(z; E). Insd conform unei teoreme demonstrate
de autor [4] dacd un sir infinit de funciii olomorfe {f,(2)} este uniform
mirginit intr-un cerc (C) si dacd orice subsir al sdu convergent tinde catre
o aceeasi limitd f(2), atunci intreg sirul {f,(z)} este uniform convergent
catre f(z).

Aceastd teoremi este aplicabild si in cazul nostru, deoarece alegind
un alt subsir convergent din {P,(z)} si ficind acelasi rationament, gdsim
cé acesta tinde cdtre acelasi polinom, anume cédtre polinomul Ti(z; E). Deci,
intreg sirul {P,(z)} tinde uniform citre Tk n(z; E).

4. Folosind acest procedeu, se poate da polinomului P () o forma
speciald, de unde, trecind la limitd pentru p — co gisim o formd speciald
pentru Th(z; E)

Minimul J2% P Se obtine anulindu-se derivatele partiale ale lui J 7 in
raport cu 7. a4/, sau in raport cu a; si a;, ceeace revine la acelasi lucra.

54 scriem deci
N

2 1Y [Ple,)]” . [P

Nv"l

Derivind partial in raport cu a; vom avea
N

Y[PE)P - [Pe)Pt d =

v=1

0, l=k+1,k+2, ..,2 ()

1 Unicitatea polinomului Tk a(z; E) precum gi existenta lui rezultd din existenta si unici-
tatea polinomuiui de cea mai buna aproximatie a uneifunctii f(z)} continue pe E. E destul si se
ia aici f(z) = @(z) unde @fz) = 2" 4 42" L —rA,/”_k
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Se vede ci nu maj e necesar si derividm si in raport cu a;, deoarece
ecuatiile corespunzitoare se obfin din (5) luind imaginarele conjugate.
Sistemul de ecuatii (5), format din #» — &k ecuatii cu #» — k& necunoscute

A1, Akt2, - - ., 4, determind polinomul PE(z).
S& scriem ecuatiile (5) sub forma

N N

S PE)PE T Pey) =0, I=k+1,k+2,...,n

y==1

Punind
N o .
Lyj= N|P@) P a™ 7, i1 =1,2,3,...,n —2
yz=1
ecuatiile (6) se scriu

H , v
Z_IlP(Cv) P2 o(ey) + @k Lig + akga Loj + - ..
1=1,2,8,...,n—k&,

+ anLn-k,-j =0 (7)

unde
n—1 Tl
o(2) =z, + 42" 4+ ...+ A
Pentru simplificarea scrierii, si notim cu

N
g =XIPe) "™ o), i=1,2,...,n —k
v=1
Atunci ecuatiile (7) se vor scrie
g + a1 Lij + aryz2 Lo + ..o + anlyy; =0 (8)
1=1,2,3 ...,n —Fk

Acest sistem la care se mai adaugi

k=1
9p(2) — P(2) + ap41 2 4+ ... day=0
ne da prin eliminarea numerelor ax.;, dgsy, ..., ds
o(z) — P(z) "F1 P2
81 Ly Ly T D
82 Ly, Ly, e Ly | =0
En—t Ll,n—k Lz,n-k ce Ln—k,n—-k
de unde
pl) TFTL k=20
& 11 21 a—
P = €n—k Lt,n—t Lonlte . . . Lpgn—s ‘ 9
- [Li, j[57=1,2...,n— & (@)

6 — Babeg—Bolyai: Matematic3
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Se transformi acest determinant printr-un artificiu datorit lui Heine,
scriind

N
. 20—2 —k--l— — k=i
Ly =Y [Pe)P e e,

Vj:l

1\5 2p—2 n—k—2 n—k—j
Loy =Y |P(e,) P22y

7'21,2,3,‘ ., Bk

N ; .
Logj=Y, |P(c) [*721. ¢y
v=1
Semnul ¥, relativ la v poate fi ,,scos 1n.factor’” inaintea determinan-
tului. Daca se opereazd astfel in fiecare linie $i se noteaza cu V(z, 2,,. . . ,2n)
determinantul Vandermonde al numerelor 2z, %, ..., 2z,, obtinem
N

ILyil= Y,

V1, Va5 wees Yyl

[() Plew) . Plew, ) P2 et k.. 1

XV (€, Cvgy - - - cvn__k).

Putem schimba aici notatia indicilor in toate cele (n — k) ! moduri
posibile, ceeace revine la a face permutare a indicilor in expresia de mai sus.
Adunind toate aceste relatii, obfinem

Lij| =—2 TP P P 2 | | AL
|Lij| = -y Y|Pl - (cv?) I i (N | | (VR |5
Vi seoy vﬁ—k

Acum daci puﬁem deasemenea
_ v P(c. |22 cn-—k-J (c
= % () ok
V.=
determinantul de la numiritor (relatia (9 )) se poate scrie sub forma
, olz) LR

Y ; 2p—2n—k1"n—k~1_ 1 (cy,) C"“"_lcﬂ—k-z 1
¥ ]P(cvl).P(cvs). . 'P(C"n~k” Cy, Cv, PLCy, v va

ViseeesV e c
k-—l n—k 2
cp(cvn k)cvn e Cvps .

Permutind si aici indicii de insumare in toate modurile posibile apoi
adunind, obfinem

Y|P Plew) Peyu P72 V(G € -+ Cvy) X

X D(2, €y, Cyyy + -+, Cop_> 9),

unde D(xy, oy, .. .,%,; @) este determinantul ce se obtine din determinantul
Tui Vandermonde inlocuind coloana corespunzatoare puterilor celor maij
mari respectiv cu @(xy), o(a), . - -, ¢(%a).
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Dacd se desvoltd determinantul D(z, ¢y, ¢y, ..., Copys @) dupa ele-
mentele coloanei care confine valorile lui ¢, vom avea

o(z) . V(o s Cpy -« s Oup ) — 0(00) - V(2,04 .., Cvpge)H -
+(— 1)""" (p(c\,n__k). V(z, Cogp v v vy Cop_ k__l) =
(z) P (Gv)
=V(zzc,,....c, ® — *
( 1 ¢ n—-k) [ (avl — z) (cv‘ — ) .. '(C"n—k— z) (0\,1——2) (gvn—cvl)...(cvn_k—ov‘) +

P (c"n-—-k)

‘ _qyn—

+ ) ( Vn—k )( Vne—hk o"') (cvﬂ—-k - cv”“k—l)]
= Vo oo i) 1) [ 12:1 re, ]

unde £(8) = (L —2)(T —e,)(T —oy) ... (C — Cvnp):

Insi

o n=k ¢(c,, n—k (2 —¢,, ( x-—l)( ¢+1) (z — 6“n—k> . <p(cvi> _
(2) 2 11231 o ‘) Y NN CRT S RENY R

=11
= —L(Cy, Cvgy « -, Cupyes ¢(2)).

6

Aici L(cy,, ¢y, ..., ¢y, , ; ©(2)) teprezinti polinomul de interpolare a lui
Lagrange de gradul » — %k —1 pe nodurile ¢,, ¢, ..., ty,_,a funcliei
(2).
; Cu aceste notatii se vede cd numirdtorul din (9) se poate scrie sub
orma
zlP Cy,) - Pley,_,) \ZP—'ZIV(C\,U Coyr v ey cvn_k)l[cp(z) —L(cy,,C0py -+, oy ¢(2)] -
Astfel
R YR EA(N) _...P(cvn_k>2p"2. V(lyp a0y P [0@ —L(eyp-emne, 50
b g DI ek G

TIPC) - B )P |V va)l

unde semnul ¥} se extinde asupra tuturor indicilor.

Deci, polinomul minimizant P% p(2) verificd aceastd ecuatie func‘clonala
(10). Trecind la limita pentru p — co vom obtine o expresie spec1a1a pentru

polinomului Th(z; E).

Se stie ¢ polinomul T%(zE) (considerat ca polinom de cea mai buné
aprox1rna‘;1e de grad » —k —1 a functiei ¢(z)) isi atinge maximul mo-

dulului wX(E) in cel pupin n—k + 1 puncte ale multimii £. Si notdm ca
E* C E mul{imea acestor puncte ; avem T%(z, E) = T{;(z E*) (2. In punctele

Iui E* vom avea | Pﬁ(z) ]—-)(Lf,(E) pentru p — o , pe cind in punctele mul-
timii E — E* vom avea lim |P¥(z)| < uf(E).
P oo

? Una din Teoremele lui Ch. de la Vallée Poussin [1].
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Notind cu

‘ Pk l2p—2

-k go— '
D R IO | T CPE RN

din forma polinomului minimizant, se vede ci avem

KS'P) —

YED KD RPNV e s o) =1 (11)
si putem scrie
Py(z) =
=Y KD KD KD, View, ) B[00 = Lew, G - - Gy (2)]

(12)

Insd numerele pozitive Kf,’; ) sint identice cu cele gisite de citre tov.
Prof. Gh. Cilugidreanu in lucrarea [1] amintitd la inceput, in cazul
determinérii polinomului T3« (z; E). Acolo s-a ardtat ci sirul produselor
{Kff:) -KP . K\ffli_ k} este convergent pentru p—>co. S& mnotim cu
K,K,,. .. K, _ limita acestui sir. Trecind la limitd in (12) pentru p— oo
vom avea

Thz E) =
=2 KVI U Kvn—k‘ V(va CVZ’ to Cvﬂ—k)\z [(P(Z) ——I’(Cvpc\‘z, st IC“n—-k; (‘P(Z] (13)
ZKV}K"B . Kvn___kl V(Cvp cvﬂ, e, Cvn__k)l = 1 .

Relatia (13) in care coeficientii K, >0, di o formd speciald poli-
nomului 7% (z; E), deoarece in membrul doi apar afixele punctelor mulfimii
E si polinoamele de interpolare ale lui Lagrange, a functiei ¢(z) relativ la
toate cele Cy *combinatii posibile de noduri ¢y, ¢y, ..., Cyy

Aici ne putem limita la afixele multimii E*, pentru cd Tz E) =
= T’,‘l (z; E*). Aceasta revine la a spune ci pentru ¢, € E — E* se ja K,= 0.

Insd se stie deasemenea cd avem si Tz E) = TE (z; E**), unde
E**CE*CE, jar numirul punctelor N** din E** verificd relatia n—k <
4+ 1< N* < 2n —k —1)+3=2m —k) +1,si ne-am putea Ili-
mita in relatia (3) la punctele din E**. Dar atunci reprezentarea lui
T* (z E**) nu ar fi unici, fiindcd nici multimea E** nu este, cum se stie,
unicd (Vezi Monografia Prof. Gh. Cdlugdreanu , Polinoamele
Cebisev in domeniul complex” (manuscris).

Expresia (13) se mai poate transforma, punindu-se in evidentd dife-
renfa divizatd de ordinul # — %k afunciiei ¢(z) pe grupuri de puncte
Cosy Cug o -, cyn_kdin mulfimea E.
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Avem
?(2) — Llew, Cup -+ oy s @8] =y X

o O )

+

X[(=1)"0(e0) V(o - Copgr ) H (=1 b p(c) V(cuun - -, 0ip_p?)
o (=X g0V (v 1?) H (=) X 0V (o)

I

_ D6y 0y +v s S, 4 %) _ Dy Cyp-en Oy _pr 219) - (£ — ‘v;) (P ) _
(G ey o) V(G g oo Gy 9) N
=[ConCop -+ - Coppr %5 9] . (2 — Cv) (2 —Cvy) . (2— cvn_;k).
unde [Cy,, Cyyy -+, Cv,_p %; @] rteprezintd diferenfa divizatd de ordinul

n — k a lui ¢ pe puictele ¢y, ¢y, ..., Cy,_,, 2.
Prin urmare, polinomul Cebisev k-restrins mai poate fi pus sub forma :

T,, (;E) EK\,IKV,, K\,n_k~lV(c\,1,...,cvn_k)\z-[cvl,...,cvn_k,z;cp]-(z —Cyy) (5 —Cy, ).
YK, Ky, - Ky, |V (Cw- - .,cvn_k)lz_—: 1. (139

Daci se face acum in (13°) & = 0, atunci ¢(z) = 2" $i regasim formulele
ThzE)= Y Kn K, ... K\,”iV(cvl,. .., c\,n) ‘2. (z —c) (2 —cy) - (2 — &)
’ YKo Ky Ky |V (G, - ¢, )2=1 (14)

date de citre tov. prof. Gh. Cilugareanu ([1], p. 12).

Se poate extinde formula (13) sau (13') si pentru cazul unei multimi
marg1n1ta si inchisd oarecare, exact la fel cum se face in lucrarea sus amin-
titd in cazul polinomului nerestrins Tp(2;E). In aceastd lucrare se aratd
si un algoritm de calcul al mul{imi E**.

5. Ca o aplicatie, vom gisi expresia polinomului TF (z E) in cazul
cind multimea E e formatd din N =# — %k + 1 puncte.

Punind in (13) conditia

[Tk I—‘Tn(c [— = |Thew)| = u-fl(E), vom avea (finind cont de
faptul cd ¢(c) ———L(cl, ey Ciy e O 0(c)] =0,2=1,2, ..., n—k41),
KKy . . Kp 1. 1V(caes, .-, cnps1) 12+ lo(cy) — Llcy, ..., camkr;9(c)) ]| =

K1K3 v 'Kﬂ_k'l'l‘ IV(01:C3J e :Cﬂ—k+ 1) |2' |(P(C2) —L [01163) e :cﬂ—-k'l'l;(P(GZ) ]l: v
K1K2~ : -Kn——k[V(Cng, .- -Cn—k)lz-‘q’(cn—k+ 1) —L [01,‘--,Cn—-k} © (Cn—-k+ 1) ]l: U'fl (E)

Acest sistem, completat cu

n~k+1

KK, ...KioiKiqq. o . Kngt[V(eq, oo, Gt Cigty ooy Caper) B =1
i=1
ne di polinomul T% (z;E) si pe(E).
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S4 notam cu

7\1 == K2K3 [N .Kn——k-}-l IT/(Cz, CS) <o, Cn ——k+1) lZ,
)\2 = K1K3 e Kn—k+l |Vlclx 03: L :cll——k‘_("l) ‘2:

kg1 = KKy .o Ky |V(ey, 09, o, Cna) |
Atunci vom aved
MArt oo+ Mo =1,
iar sistemul de mai sus se va scrie
Ale(cy) —L(ea, . - - Cn—rt1; o(cy) [= Rglopleg) — L{cy,69, - -+, Cnmrt 1,9(C0) = . ..
:ln—k—{-l ICP(CII‘—/H-]) — L(Cln Cos -+ Cn—k ;CP(CH-—k—FI) 1 - (Ls(E)
Ficindu-se transformairile necesare, se giseste

| D(er o2 - Oy iy 5 9)]

k -
P-n(E): n—k-+41 (10)
l_;l |V(”1’ & TR N —k+1)}
I V(cl, Cor vty cj_l,”:cj 10 Cp -—k+1)[ )
NS (16)
P iV(cl,cz,...,ci_l, ci+1""”’n—k+1)| .

De aici, inlocuind valorile lui };, obfinem

£ .
Tn (2 Epepr) = (17)
" n—kd1 .
Z] ]V(cl, s Gy Cigpr - Oy )|[:p(z) — L(cl, G G O ;cp)]
—_ ==
n—k+1
E IV(ol, Car voer Gpps Spqps oo cn_k_H)l

=1
Facind aici # = 0 (p(2) = 2"), reglsim formulele stabilite incid de
Ch. de 1a Vallée Poussin, relativ la polinomul Cebigev nerestrins,
corespunzitor cazului N =# 4+ 1

0
To (2 Enpr) = (18
n-+1
igl lV(al, e G Gy e cn+1)](z~— 6y) .. (2 — 61‘—1) (z — °i+1) (z — cn-t—l)
o n+1
igl !V(ol, Car oo s Gy s Giqps oo on+1)|
ar
1 N i
0 oy ntl
tn(Enya) Y (o= oot — ) - (6 — ei_g)lot — eryq) - (6 = Cnyy)|
j==

L ey
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Facind aici k=1, gisimo expresie remarcabili pentru polinomul
Cebigev 1-restrins (cind- centrul de greutate al raddcinilor este dat)

Th (2 En) = ’ : , (19)
. .
‘Z ‘V(cl, Gy Gy "Dﬂ)l[zn_'— Aggn—=!— L(ey, ..., 6_q 64410 - - e 2 Alzn——l)]
_ i=1

n .
2 iV(ol,, s Gy Sipp ,..,cn)]

i=1

Daci facem in (13") 2 =#»n —1 obfinem o formuld simpld pentru
polinomul Cebisev de gradul %, n — 1-restrins :

T2 (5E) =0(2) — X, Kip(cy) (20)

N
Y Ki=1
i=1

Tn cazul particular c ind N = 2, avem

e Ea)= o2) = [oler) + (). (21)

Se pot obtine aceleasi rezultate, luindu-se in loc de medie simetricd
medie ponderatd

N 1 N '
(2 y.\,P(c\.)zp)ZP, unde V) w,=1, by >0, v=1,2, ..., N.

v==] v=1

Intr-o lucrare a tov. Prof. Gh. Cilugiareanu [B] se studiazi astfel
de medii si se aratd ci se obtin aceleagirezultate (in cazul cind Pz) =
=g+ a, 2014+ ...+ a,).In mod cd totul analog se poate ardta aceasta
in cazul studiat de noi. ‘

. Catedra de teoria functiilor
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O TOJIMHOMAX YEBBIMIEBA &-YCJIOBHBIX HA 3AMKHYTOM
M OrPAHMUEHHOM MHOXXECTBE KOMIIJIEKCHOM IUIOCKOCTH

(KpaTtkoe cofepkanue)

1. Myers E — KOHEYHOE MHOXKECTBO, COCTaBjeHHoe u3 N TOYEK KOMIIEKCHOH moc-
xoctd u Ay, As, ..., A, — 3ajanHble QUKCHDOBAHHbBIE KOMILIEKCHBIE YHC/IA,
B srofi- pabore o6ofmaiorcs pesyabTaTsl paboTsl ToB. mpodeccopa T. Kaayrspawy

[1], paccmaTpuBasi cpefnue
1

Jp= (1177 f:' 12 Gv)‘zp)ﬁ’

v=]
rae P(2) = 2" + Alzg"] 4+ .o+ A/,?z”_”e + Gy Pl anian) ST ay,
a {¢, 63, ..., Cny = E.

TTosp3ysich TeM e METOAOM, HOKa3hIBAETCH, YTO €CJH Pf, (2) — wmHoOrousen BHIIEYKA-
3aHHON (OPMBI ¥ WMeIOWMH CTENeHb #, AAS KOTOPOro J, JocTHraeT CBOETO MHHHMyMa
A5 (PUKCHPOBAHHOTO p, TOTLA

: ke 7k, .. 1 R _ ke .

lm Pp(z)= T (z;E); lim Tp = Wy (E) = max T,(z; E)|,

p=ro proo Z6E
The |, HaWMeHblllee 3HaueHue J,, a Tﬁ(z; E) — wmuorounen UeGriueBa k-ye/AOBHHE Ha
MHOxecTBe E, )

2. Bo Bropo#f wactH paboTh Jaércs A MHOTOWIEHA Tﬁ(z ; E) cneumansuas dopma
[Boipaxenne (13)], KoTopas COZePKUT NOJOKHTENbHble NOCTOSHHEE K,, OTHICKanue
KOTOPHIX sABJAseTcst anrefpandeckoll sagauefi. B ciayyae N=n—Fk- 1 BO3MOXKHO [aTh
nonoGuyio dopMy Lif Tﬁ(z, Ey— pt1) [dopuyna (17)1. .

D

Ilpr k=0 nonyuaioTcsi BeipakeHus MHorouseHos UeGpiuresa T,(2;E), pnauuee B

pabote [11].

SUR LES POLYNOMES DE TCHEBYCHEF k-RESTREINTS A UN ENSEMBLE LIMITE
ET FERME DU PLAN COMPLEXE

(Résumé)

1. Soit £ un ensemble fini, formé de N points du plan complexe, et 4;, 4y, ..., 4, — &k —
des nombres complexes quelconques mais fixés d’avance.

L’auteur généralise dans cette étude les résultats du prof. Gh. Cilugireanu exposés dans
[1], en étudiant les moyennes

1

1= (3 B pe Py

olt P(z) = 7" 4 Alz'H'1 + ...+ Akz"“k + azk_{,lz""“k“LI + ...+ a, et

{25 .-, 6n} = E,
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En employant la méme méthode, on démontre que, si Pﬁ(z) est le polynome de degré =
et de la forme donnée ci-dessus, qui réalise le minimum de J p pour un p fixe, nous avons :

Jim Pp(s) = Tk (2;E), Jim jp = up (B) = max | Tk (2:B)),
oit 7 est la valeur minima de J pet Tﬁ(z, E) — le polynéme de Tchebycheff k — restreint &
I’ensemble E. ‘

2. Dans la seconde partie de I'étude 'auteur donne une forme spéciale pour le polynéme
T g (z;E) (formule 13), qui contient des constantes réelles et positives K, dont la détermination
constitue un probléme algébrique. Dans le cas particulier oit N = # — % 4 1, on peut donner
une forme explicite pour le polyndéme ¥ (0 By +1) (formule 17). En faisant % = 0, on
obtient les expressions des polynoémes Tchebycheff non restreints T:z(z ; E) donnés dans
I'étude (1).




