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RESULTATS COMPARATIFS CONCERNANT CERTAINS
PROBLEMES POLYLOCAUX RELATIFS AUX EQUATIONS
DIFFERENTIELLES LINEAIRES *)

PAR

OLEG ARAMA (Cluj)

Soit une équation différentiellé linéaire et homogeéne
Y™t ay (@) Y + . F e (@)Y e (@)y = 0. (1)

Dans le mémoire [14] CH. DE LA VALLE POUSSIN 2 établi le théo-
1éme suivant :

Supposant que les fonctions a; (@), (i =1,2,...,n) sont continues
dans un intervalle [a, b], soit L, = max | a, (@) | et soit hy la racine positive
%€ [a, b]

de Uéquation
hﬁ
'Ln—_?'%-Ln—l
n!

hn—-l

k
— cno L——1=0
(n—1)! + Ty ’
alors, wimporte de quelle maniére on choisirait m points M, ®;, Y, ),
(6 =1, 2,...,n) du plan 20y, de manitre que 4 < @ < Ty < ... < T = b,
%, — @ < hy, pour le choiw fait, il existe une courbe intégrale deléquation
(1) et une seule, qui passe par les points M, (z; , Y;)-

Comme il est spécifié dans le mémoire cité, ce théoréme s’étend
également au cas oll certains des neuds @y, @, . - ., &, sont confondus par
groupes, comme suit : '

Soit un systéme de m nombres Py, Poy - - -y Pm ) satisfatsant & la condi-
fion py + Py + oo A Py = n. 8t les coefficients de Uéquation différentielle.
(1) sont des fonctions continues dans Vintervalle [a, b], alors n’importe pas de
quelle fagon on choisirait m neuds &; < Ty<...< Ty de Vintervalle [a,b] de
mamniére que x, — ©; = hy et nW'importe comment on choisirait les systémes

’ 0) (9~ 1) 0 (Py—1) 0 (0, —1)
de nombres réels (Y, ..., yi 3, W, 5 Y2 Yoo WY s Y™ )

*) Ce travail a paru sous une forme légérement modifiée, en langue roumaine, dans la
revue ,,Studii si cercetdri de matematica (Cluj)”’, tom. X, nr. 2 (1959). )
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pour un tel choix, Uéquation différentielle (1) admet une intégrale et une
seule y(x), satisfaisant aux conditions :

W) = 40, v(m) =y ¥V (@) =y, (=1,2,..,m). (2)

Des énoncés améliorés du théoréme de CH. DE LA VALLEE POUSSIN
ont été obtenus pour des équations différentielles du second ordre par
PH. HARTMAN et A. WINTNER dans le travail [7] et par Z. OPIAL dans
le travail [12]. Pour des équations différentielles linéaires d’un ordre
quelconque n, des résultats ont été obtenus dans ce sens par 5. ZAIDMAN
[16] et tout récemment par A. IU. LEVINE [10] et par G. A. BESSMERT-
NICH et A. TU. LEVINE dans le travail [5]. Nous citerons également le
travail 6] de C. Fo1as, G. GUSSI et V. POENARU, /dans lequel on indique
une méthode de calcul approximatif & P’aide de laquelle on peut calculer
avec une précision aussi grande qu’on le désire la longueur de I’intervalle
maximal d’interpolation, & extrémité gauche fixée d’avance, dans le cas
des équations différentielles linéaires du second ordre.

Dans ce qui suit, nous noterons par Hy,,y, ..., s, 12 borne supérieure
des nombres positifs h, satisfaisant & Pinégalité h < b — a et qui ont 1a
propriété que quel que soit le choix de m neuds #; < T, < ... < &y, de
lintervalle [a, b + k] et n’importe de quelle maniére on choisirait les
systémes de nombres réels {y,..., yr Yy (B =1,2,...,m), il existe
pour un tel choix une intégrale et une seule de I’équation différentiellle (1)
qui satisfasse aux conditions (2). Le théoréme énoncé précédemment
montre que l’ensemble de ces nombres h n’est pas vide. On constate
facilement que la famille des intégrales de l’équation différentielle (1)
posséde la propriété d’interpolation (2) dans Dintervalle semi-ouvert
[a, ¢ + Hy, pz,,‘,,pm) et, également, que cet intervalle a un caractere
maximal dans [a, b].

Considérons par la suite tous les systémes possibles de nombres natu-
rels Py, Pay - - - P Satisfaisant & la condition p; +p; + ... Pu = 7. A
chaque systéme de ce genre correspondra, pour une méme équation diffé-
rentielle, un nombre Hy, p,...v,, Dans le cadre d'une séance de travail de
la I-re Section de I’Institut de Calcul de Cluj, le prof. T. POPOVICIU a
soulevé le probléme de 1’élaboration d’une étude comparative des nombres
H,, .., POUr une méme équation différentielle. Ce probléme a éte
soulevé dans le but d’obtenir des conditions nécessaires et suffisantes, con-
cernant les ccefficients de ’équation différentielle, conditions qui puissent
assurer lexistence et ’unicité de la solution du probléme aux limites poly-
local & neeuds simples, dans un intervalle donné.

La présente recherche se situe dans le cadre de ce probleme. Avant
de passer & son exposé, nous tenons i mentionner que relativement au
probléme indiqué ci-dessus, des résultats ont été obtenus par G. MAM-
MANA [11], par N. V. AZBELEV et Z. B. TSALIUK [4], V. A. KONDRATIEV
[8, 9] et tout récemment par R. G. ALIEV dans le travail [1].
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Nous supposerons d’abord que P’équation différentielle donnée (1)
ait les ccefficients a,(x), ({ = 1,2,...,n) continus dans un intervalle
ouvert (a, b). Nous noterons par ¥, ’ensemble des intégrales de cette
équation dans intervalle (a, b). Nous commencerons par donner quelques
définitions qui interviendront couramment dans exposé qui suit :

Définition 1. On dit que la famille Y, possede la propriété I,(a, b),
Oest-a-dire quelle est interpolatrice de Uordre m sur des nwuds simples dans
Dintervalle (a, b), si quels que soient les n neuds distincts oy, Ly, ..., T, ,
situés dans Vintervalle (a, b) et quelles que soient les valeurs réelles Yy, Ysy - Yo,
il existe une intégrale particuliére et une seule y(wx) € ¥, qui satisfasse aux
conditions y (x;) = ¥,;, 1 =1,2,..., n).

Définition 2. Soit un systéme de m nombres naturels Py, Po, - - 5 Pos
satisfaisant & la condition p, + p, + ... + p, = n. Nous disons que la
famille Y, posséde la propriété I, o, . o (a, b), si quels que soient les m

neeuds distinets @, Ty, ..., x, de Vintervalle (a, b) et quels que sotent les
systémes de nombres réels

0 01 (P—1) ©0) 1) (P~ 1) 1) (P~ 1)
N e B I - Sl RPN

il ewiste une intégrale et une seule y (x) € ¥,, qui satisfasse aux conditions

y(2) = 40, v(@m) =y, .,y @) =y (=12, m).
Définition 3. Nous disons que la famille Y, posséde la propriéié
I, (a, b), sicette famille posséde les propriétés Ip, o,. .» (@, b), quel que soit
le systéme de nombres naturels Py, Py, . . ., D, qui satisfasse & la condition
Y21 +p2 + +pm:”" :
Observation. Dans les notations adoptées, les propriétés I, (a, b) et
I ;.1 (o, b) coincident.

e e
n fois

Nous établirons, dans ce qui suit, le théoréme suivant :

Théoréme 1. 87 lafamille ¥, a la propriété I, (a, b), alors elle a éga-
lement la propriété I (a, b).

Pour faciliter ’éxposé de la démonstration de ce théoréme, nous
énoncerons au préalable quelques lemmes.

Lemme 1. Soient m nombres naturels, py, Ps,y ..., P, donnés, satis-
faisant & Végalité p, + Py + ... + Pp = n. La condition nécessaire ot
suffisante pour que la famille ¥, ait la propriété Ip, o,....», (@, b) est que
Péquation différentielle (1) n’admette aucune intégrale non identiquement
nulle, qui ait dans Vintervalle (@, b) m racines distinctes oy, @y, ..., Ty,
ayant les ordres de multiplicité ') au moins égaux, respectivement, aum
nombres Py, Poy - -« P

La démonstration de ce lemme est immédiate. De ce lemme résul-
tent comme de cas particuliérs, les lemmes 2 et 3 énoncds ci-dessous :

1) Par ordre de multiplicité d’une racine %, d’une fonction y (%) on entend l'ordre strict
de multiplicité ; ainsi x, est une racine multiple de Pordre k pour la fonction y (%) si I'on a

les relations 7 (%) =y’ (%) = ...= g® 1 (z) =0, y® () £ 0.
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Lemme 2. La condition nécessaire et suffisante pour que la famille Y,
ait la propriété I, (a, b) est que Véquation différentielle (1) n’admetic aucumne
intégrale mon identiquement nulle, qui s’annule pour n valeurs distinctes
dans Vintervalle (a, b).

Lemme 3. La condition nécessaire et suffisante pour que la famille Y,
ait la propriété I (a, b) est que Véquation (1) n’admette aucune intégrale
non identiquement nulle, qui ait n racines dans Vintervalle (a, b), chaque
racine étant comptée autant de fois que Vindique son ordre de maultiplicité.

Lemme 4. Si la famille ¥, a la propriété I,(a, b), alors chaque inté-
grale non identiquement nulle y (%) € ¥y, qui s’annule pour n — 1 valeurs
distinctes dams Vintervalle (a, b), o dans cet intervalle toutes les racines
simples (c’est-a-dire du 1-er ordre).

Démonstration. La propriété formulée dans ce lemme est évidente
pour n = 2. Nous considérerons donc n = 3. Nous supposons que ¥, ait
la propriété I,(a, b). Soit y,(x) une intégrale non identiquement nulle
de Péquation (1) qui a » — 1 racines distinctes @y, %z, - - ) @1 dans Pin-
tervalle (a, b).

Nous remarquons dés le début que Vintégrale ¥,(x) ne peut avoir
d’autres racines distinctes dans Vintervalle (a, b), puisque, au cas con-
traire, la propriété I, (a b) de la famille ¥, serait contredite. Nous mon-
trerons d’abord qu’aucune de ces racines ne peut avoir un ordre pair de
multiplicité. En effet, supposons par I’absurde que parmi les n — 1 racines
de Dintégrale y, (¢) il y aurait une racine z; ayant un ordre pair de multi-
plicité, c’est-a-dire

Yo (@) = yo() = ... =y (2;) = 0, y*(x) F 0, (k=1).

Puisque les racines d’une intégrale quelconque non identiquement
nulle de ’équation (1) sont des points isolés, il résulte.qu’il existerait un
voisinage suffisamment proche (#; — 8, ; +38) du point z;, ol la fone-
tion ¥, (x) garderait un signe constant, a Pexception du point © = x;, ol
elle s’annule. Pour plus de clarté, supposons que ¥, () soib positive dans
les intervalles (@, — 3, ;) et (a;, #; + ), fig. 1. Soit 4 (») une intégrale

%)

*_--_-

il T

x;+d -

Fig. 1

de Péquation (1), qui s’annule pour toutes les racines de 'intégrale y, (),
3 Pexception du point # = «,, ou elle prend la valeur 1:

n(@) = (@) = ... =(2_1) =0
n(z) =1 (3)
N ®ypq) = N(Biga) = - oo =N (Fp—1) =0
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Une telle intégrale qui satisfasse aux conditions (3) existe, puisque,
par hypothése, la famille ¥, a la propriété I, (a, b). . Soient ensuite £, et
%,, deux nombres quelconques, satistaisant respectivement aux inégalités
x, — 8 <& < w; <& < @; + 3. 11 est évident que les inégalités g, (&;) >
> 0, yo (£5) > 0 auront lieu. Considérons la fonction »,(x) = An(x), ol A
est un facteur positif, suffisamment petit pour qu’aient lieu simultané-
ment les inégalités :

1, (B) < Yo (&1, 0, (E2) < ¥o(Ea) (4)

Ttant donné que n(w;) = 1, il résulte que v, (#;) = A > 0, et comme
Yo(w;) = 0, il g'ensuit Iinégalité =, (2;) > yo(2;). De cette inégalité, ainsi
que de (4), il s’ensuit que dans lintervalle (x, — 3, #; + 3) les courbes
d’équations ¥ = y, (@) ety = m, («) s’intersectent au moins dans deux
points distinets. Il résulte de ce fait et de (3) que 'intégrale y* () = »,(@)—
— ¥o(@) s’annulera dans les points @, @, . . ., -1, ®i4q, ... L1 66 €DCOTE
au moins dans deux autres points distincts, situés dans I'intervalle (x; — 3,
x, -+ 38). Done y*(x) s’annule au moins dans n points distinets de ’inter-
valle (a, b). Nous remarquerons, en outre, que l'intégrale y*(x) ne peut
&tre identiquement nulle dans (a, b) puisque y*(x;) = A > 0. Etant donné
que, par hypothése, la famille ¥, a la propriété I, (a, b), il s’ensuit que
Péquation différentielle (1) ne peut admettre aucune intégrale particuliére
non identiquement nulle, qui s’annule dans n» points distinets de l’inter-
valle (a, b). Nous sommes arrivés ainsi & une contradiction, qui provient
de I’hypothése absurde que 1'intégrale non identiquement nulle y,() aurait
parmi ses n — 1 racines distinctes de (@, b) au moins une racine d’ordre
pair. Il résulte donc que si la famille ¥, a la propriété I, (a, b), alors toute
intégrale non identiquement nulle y4(x), qui s’annule pour » — 1 valeurs
distinctes de l’intervalle (a, b) a toutes les racines de cet intervalle d’ordre
impaire. ‘

Nous montrerons, en outre, que toutes les racines de l’intervalle
(a, b) Qune telle intégrale y,(x) sont simples (c’est-a-dire du 1-er ordre).
En effet, supposons par I’absurde gu’une intégrale non identiquement
nulle y,(z) €¥,, qui a » — 1 racines distinetes dans lintervalle (a, b),
aurait parmi celles-ci au moins une d’un ordre plus grand ou au moins
égal & 3. Soit x; une telle racine. Donc

Yo(@) = yol@;) = y"'(x;) = 0. (5)

Soit, également, m.(x) une intégrale de I’équation (1) qui vérifie
dans le point x;, les conditions suivantes de CAUCHY :

e (%) = (w) =0
ne(m) =¢,(c>0)

0 '(m) =" () (6)

1070 (@) = 9 ().
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En tenant compte de (5), il g’ensuit de (6) que dans le point z = &,
les fonctions y,(z) et v (x) différent seulement par les valeurs des dérivées
du deuxiéme ordre et que les valeurs de ces dérivées peuvent étre aussi
proches que 1’on veut, gi e est suffisamment petit. Faisons en sorte
que ¢ tende vers 0*. Alors, comme Ol le sait, ne(x) convergera uniformé-
ment vers y,(x) dans tout intervalle fermé [a,, b,], compris dans Vinter-
valle (a, b). En notant par &; << & < ...< ®,., les racines de (a, b) de

- . Yoy (x)

Fig. 2

la fonction y,(x), nous prendrons les nombres a;, et b; de maniere que
a < a, < et x, ;<b <b,etparce choix, toutes les n —1 racines en cause
de la fonection y,(z) seront situées dans le sous-intervalle (ay, b;). Puisque,
par hypothése, chacune des racines @y, Ty, . - -y Ty—1 ©8h d’ordre impair, il
résulte que dans chacune de ces racines, la courbe d’équation y = Yol®)
traverse ’axe Ox (fig. 2). En tenant compte du fait que la fonection m.()
tend uniformément dans lintervalle [a,, b;] vers la fonction yy(x), alors
lorsque e=> 0%, il résulte que pour des valeurs suffisamment petites du
parametre ¢, la courbe d’équation y = 7(x) traversera elle aussi 'axe Ox
dans au moins # — 1 points distinets &5, &g, .- - £, de Vintervalle (a;, by).
En effet, du fait que la fonction 7.(w) tend uniformément dans l'intervalle
[a,, b,] vers la fonction yo(@). lorsque ¢ — 0F, il g'ensuit que étant donné
un nombre positif arbitraire 3, & ce nombre correspond un seuil E(3), tel
que pour tout e satisfaisant 4 Dinégalité 0 <e < E (3) aient lieu les
relations

Yol@) — 8 < nel@) = Yo(®) +3, (7)
quel que soit € [a;, byl Soient les nombres M, définis comme suit «

M, = max [Y(@)], (1 =1,2,..,7 —2); My = max [Y(®)];

elap; ] @ E{ay @1
M, , = max |y,(®)]
2€lx, o bl
Oonsidérons dans (7) le nombre 3 tel que
0 <3< %ﬁin ) 1{M1-} = M. (8)

En prenant maintenant ¢ de telle maniére qu’il satisfasse & Pinégalité
0 < ¢ < E(M), et en tenant compte des inégalités (7), on constatera sur
la figure 2 que dans lintervalle (a,, by), la courbe d’équation ¥y = (),
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correspondant au nombre e choisi, traversera 1'axe O, au moing n — 1
foi, et par conséquent, Pintégrale n(x), s’annulera dans lintervalle (ay, by)
pour au moins n valeurs distinctes. Mais comme on constate de (6),
quelle que soit la valeur du paramétre e, I'intégrale 7. (x) a une racine.
double, notamment x= ;. On déduit, toujours de (6) que lintégrale 7 (®)
ne peut étre indentiquement nulle, puisque 1'on 2 estimé que ¢ > 0. Ces
résultats contredisent pourtant un fait établi précédemment, & savoir
que dans I'hypothese que 9, a la propriété I,(a, b), toute intégrale non
identiquement nulle de P’équation (1), qui gannule dans » — 1 points
distinets de (a, b), a toutes les racines de cet intervalle impaires. En con-
clusion, lintégrale ¥o(x) considérée antérieurement, ne peut avoir dans
lintervalle (a, b) aucune racine d’ordre supérieur ou au moins égal & 3,
done le lemme est démontré.

Lemme 5. Si ¥, a la propriété I.(a, b), alors ¥, a les propriéiés

L5, ...0, (@ D), 01t Py, Pay - - +» P SONE deS nombres naturels quelconques, satis-

faisant aux conditions Py + Py + ..+ P, = N et MAX {P1y Pos - - P} = 2.

Démonstration. Supposons que Y, aib la propriété I,(a, b). Nous
remarquons dés le début que pour la démonstration de ce lemme, on peub
supposer qu’au moins deux des nombres Py, Pay - - - Py, SO PlUS grands
que le nombre 1. En effet, il résulte de I’hypothése max {py; Pos-- P} =2
qui intervient dans Ténoncé du lemme 5, qu’au moins un des nombres p;
est égal & 2. Puis, si seulement un des nombres p, était plus grand que 1,
nous aurions m = n — 1, et la propriété correspondante Ip, s,.. 0, (@ b
résulterait aussitot de I’application successive des lemmes 1 et 4. En effet,
en supposant par 1’absurde que ’on n’aurait pas la propriété respective
Iy, »,....5, (@ b), il s’ensuivrait, conformément au lemme 1, que l’équ-
ation différentielle (1) admettrait une intégrale non identiquement nulle,
qui aurait, dans lintervalle (a, b), » — 1 racines distinctes, 1’une au moing
de ces racines ayant un ordre de multiplicité supérieur ou au moins égal
3 2. Cette circonstance contredirait pourtant Paffirmation du lemme 4.

Nous supposerons donc pour la démonstration du lemme 5 qu’au
moins deux des nombres p; sont égaux a 2, d’ot, tenant compte de la
condition p; + Py + - T Pu =1 il résulte l'inégalité m < n — 1.

Soit done py, Pay - - - Py UN SYstEMe queleonque de m nombres natu-
rels satisfaisant aux conditions :

m<n—1
PPy TP =N (9)
maXx {plypm"';pm} = 2.

Ce systéme de nombres est arbitraire mais, le choix en étant une
fois fait, nous supposons qu’il est fixé pour ce qui suit.

Ces précisions étant faites, supposons contrairement & laffirmation
dulemme 5 que Y, n’aurait pas la propriété Ip, v...s, (2 b) Ol Py, Poy« » +y P
sont des nombres naturels choisis en respectant les conditions (9). Alors,
conformément au lemme 1, il résulte que I’équation (1) admettra au moins
une intégrale non identiquement nulle y,(x), qui ait dans Dintervalle
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(a, b), m racines distinctes @, @, .. .y Tm ayant respectivement les ordres
de multiplicité =, m,, ..., 7, satisfaisant aux inégalités

T =Py Ta=Pas+c T = P (10)

Notons par 4, s ..., i, les indices i, pour lesquels = représente un
nombre pair et par jy, ja, - - -, je les indices j, pour lesquels w; est nombre
impair. Sans restreindre la généralité du raisonnement, nous pouvons sup-
poser que les racines @;, Ty ..., Ty de Iintégrale y,(#) sont consécutives
et quelles satisfont aux inégalités :

By < By < ooi << By (11)

Considérons parmi ces racines celles qui correspondent aux indices jy,
Gay - -« Jay C'est-d-dire celles qui représentent des racines d’ordre impair
pour intégrale yo(x). Ces racines sont au nombre de {3 et nous les noterons
Tespectivement ;,, i, - - ., Tz Nous prendrons dans Vintervalle (z,, b)
des neeuds distinets £, < &, < ... << £,_g—; au nombre de n — f — 1.
On constate, en tenant compte de la premiere relation de (9) que n — B —
— 1> 0. Le choix de ces neeuds sera fait de maniére qu’aucun d’entre
eux ne coincide avec une des racines de la fonction y,(«) qui se trouveraient
éventuellement dans I'intervalle (@, b).

Soit maintenant w(#) une intégrale non identiquement. nulle de
P’équation (1) qui vérifie les conditions :

7](509‘1) = 7)(907'2) S B 'I](ﬂ?m) = 07 (12)
(&) = (&) =... =1 (En-p-1)==0.

T’existence d’une telle intégrale 7(x), non identiquement nulle dans
Pintervalle (a, b), résulte de ’hypothése que la famille Y, a la propriété
I, (a, b),en tenant compte que le nombre des conditions d’annulation de
(12) est n — 1. Nous montrerons dans ce qui suit que dans les hypothéses
adoptées, pour des valeurs positives suffisamment petites du parameétre e,
au moins une des intégrales ey(x), ou — ev(x), prend dans au moins n
points distincts de lintervalle (a, b), des valeurs communes avec 1'inté-
grale yo(x), sans coincider identiquement avec Yol®), — ce qui aménera
une contradiction de la propriété I,(a, b) de la famille ¥,.

En effet, étant donné que les n — 1 conditions de (12) se référent &
n — 1 neeuds distinets de Pintervalle (a, b) et compte tenu que par hypo-
thése I'intégrale v () n’est pas identiquement nulle dans (a, b), il s’ensuit,
conformément & la propriété I,(a,b) delafamille ¥, que Vintégrale n(x) ne
peut avoir dans lintervalle (a, b) d’autres racines que @;,, ®j,, ... & et
£1, Eay .oy Eq—p—1. 1l Tésulte encore, conformément au lemme 4, que toutes

ces racines de lintervalle (a, b) de l’intégrale = (#) sont simples (du 1-er
ordre) et que, done, si la variable # augmente continument de la valeur
a 3 la valeur b, alors lintégrale = (x) change alternativement de signe

quand la variable passe par chaque valeur de la suite :

Biyy Bjyy e vy Bigs E1y Boyoevy Gu-p-a- (13)
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Tn tenant compte du fait que dans lintervalle [, @, ] toutes les
racines impaires de Vintégrale ¥, (@) sont des racines impa,ires‘également
pour m(z), il résulte que i la variable z augmente de x; & @, , alors
pour Pune des intégrales 7 () ou—n(x), le sens du changement de son
signe quand la variable passe par chaqune de ces racines IMpaires &,

@jyy ooy Bigs coincidera avec le sens du changement du signe de Vintégrale

9, (). Notons par 7 (&) celle des intégrales v(x) et —v(x) pour laquelle
se réalise ce désidératum, c’est-a-dire lintégrale pour laquelle dans des

voisinages suffissamment petits des nombes &, , Liyy - - -y Lig ODG lieu les
Sgalités :
‘@€ [@,— &1, Ty + &l
sgn {7 (w)=sgn Wol@)}, | - -~ -~ (14)
€ E [wflﬂ_ 8(37 w?‘ﬁ + SB]
Tci, les intervalles [aj,— &y, @i -+ e ly e [@ig— ey Pig -+ eg] sont

choisis suffisamment petits pour qu’ils soient compris dans l'intervalle
(a, b) et ne pas contenir d’autres racines de l'intégrale y,(«) que, respecti-
vement, @j,, Li,y - -+ Lig: Pour lintégrale 7(x), la relation (14) aura liew
également dans des voisinages guffisamment petits des nombres wx;,
Tiyy ... %, & lexception, toutefois, des centres de ces voisinages,
puisque, dans ces points, Pintégrale y,(x) s’annule, tandis que % (w) ne
peut pas s’annuler.

Notons par (I') la courbe d’équation y = ¥, (x) et par (T;) la courbe
d’équation y = &7 (@), ot & est un parametre positif. Nous examinerons
maintenant la maniére dont les courbes (I') et (T';) se situent entre
elles, lorsque le paramétre € est petit. Nous remarquerons d’abord que ces
courbes ne peuvent pas coincider identiquement dans Vintervalle (g, b),
puisque dans les nceuds supplémentaires £y, &y - -« En-p-1 (dont le nombre
est supérieur 3 zéro, comme il a été spécifié antérieurement) ’intégrale
7 (x) s’annule, tandis que y, () est différente de zéro.

Considérons & nouveau ’ensemble formé par les indices Gy Gog + + «5 Jos
pour lequel w; est un nombre impair. Cet ensemble sera divisé en deux
sous-ensembles, comme suit : nous noterons par Gy Jray oo j’“v’ leg indices
ju pour lesquels m;, = 1, et par Jus s o Jups les indices j, pour lesquels
Tle g 3.

Relativement aux points &j, , @i -+ Tig? nous constatons qu’ils
sont (par hypothése) des racines simples pour la fonction ¥, (), ¢’est-a-dire

Yo (@i ) = Yo (@3,) = -+ = Yo () =0

y(’)(mikl> ?e Oa yl’)(wikz) # 07 LY y(,)(wiky) ‘T'L 0.




12 OLEG ARAMA 100

Mais, comme on déja 1’a montré, les nombres a;, , Ty 5« - -5 Ty repré-
g ’ Y

sentent des racines simples également pour I'intégrale 7 () et, done, pour

e7 () quelle que soit la valeur du parameétre € > 0;

(@) =7 (@) = ... =17 (wf,cY) =0
7’ (w?‘k‘) #+0, 7 (wjkg) F0,... ﬁl(mikY) + 0.

En tenant compte du fait que les fonctions y6(x) et 7' (x) ne s’annulent:
pas pour les valeurs @ , T, .-« i > il résulte que si le parametre ¢
Y

prend des valeurs inférieures & un certain seuil, alors auront lieu les relations
’ =t =
?/o(xfkl) Fe7 (wikl)7 SRy yé(mjkY) =+ ﬁ'(xik_()~

11 g’ensuit que pour de telles valeurs du parameétre ¢, les courbes (r)
et (T.) s’intersectent dans les points @, , Tig, 5 - < ) Ty S€ traversent l'une

Pautre dans ces points.
Ensuite, pour les points @ , L, ;.- :v,.ls, aura lieu la propriété

suivante : Si le paramétre‘ e prend des valeurs positives, inférieures & un
certain seuil, alors, dans chacun des voisinages donnés suffisamment
petits :

(wnl — €1y ”nl + &, )7 (miz2 — &y wm + &1, )7 e (wy'za — &g w"ls +355)7

les courbes (') et (I%) Sintersecteront dans au moins trois points dis-

tincts. En effet, les nombres & , @ ;.. i représentent des racines
simples pour l'intégrale 7(x) (comme on 1’a montré ci-dessus) et des racines

multiples d’ordre impair, supérieur ou au moins egal a 3 pour I’intégrale
Yo (2), (ceci, par hypothese). Soit xj, 1'un de ces points. Supposons, pour

L4

Fig. 3

fixer les idées, que dans un voisinage de ce point, la fonetion y,(x) est
croissante (fig. 3). Soient ensuite ; et ¢, deux nombres, satisfaisant aux
inégalités : .
@y, — &, < 4 < @iy, < Ly < @, +e.
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Etant donné que les égalités (14) ont liew, il résulte qu’il existe un
seuil E,, tel que pour & < E, aient lieu les inégalités :
Yo (&) =¢7 (1)s
Yo (C2) = €M (o) (15)
D’autre part, en tenant compte du fait que @, est une racine com-
mune & yo(x) et & (), il s’ensuit que les courbes (T') et (T;) s’intersectent
dans le point ; , quelle que soit la valeur du parametre €.
Développant ensuite les fonctions yo(») et e7i(x), selon la formule de

" Taylor, dans le point @;, et tenant compte des ordres de multiplicité de

(ri

/,/(":)

- .
s
. x N .
;A

Fig. 4

la racine a; relativement & ces deux fonctions, on constate que quel que
soit € > 0, il existe pour celui-ci un sous-voisinage suffisamment petit du

" point @iy s de sorte que la courbe (T') se situe au dessous de la courbe (I%),

pour les valeurs x> ;,, de ce sous-voisinage, et au-dessus de la courbe
(T.) pour > @, (fig. 3). En partant de cela et de (15), on déduit que
quel que soit = satisfaisant aux inégalités 0 < e < Ej, les courbes (T')
et (T'.) s’intersectent dans lintervalle (&, — e, i, + g, ) dans au moins
trois points distincts, se traversant 'une Pautre dans ces points.

Des conclusions analogues sont formulées pour chacune des racines
.le_:, {Djla, ey %jls.

On observe ensuite que dans chacun des voisinages suffisamment
petits des points @i, #i,,- . -, ¥is; POUr des valeurs positives suffisamment
petites du paramétre <, les courbes (T') et (T,) s’intersectent dans au mo-
ins 2 points, se traversant 1’une P'autre dans ces points (fig. 4).

Nous obtenons, en définitive, le résultat suivant :

Si le paramétre ¢ prend des valeurs positives suffisamment petites,
alors les courbes (T') et (T.) s’intersecteront cormnme suit : dans au moins
2a points distincts, qui se forment dans des voisinages des racines i,

i,y - - -y Ti,, eDsUite dans 33 points distinets, qui se forment dans des voisi-
nages des racines o , T ..« Tig et s'intersecteront encore dans les
points @, , Tiy, - -y i AU nombre de y.
1 2 Y

Done, si le parameétre positif ¢ est suffissamment petit, le nombre
des points d’intersection des courbes (I') et (T[;) sera supérieur ou au
moins 6égal & N = 2« + y -+ 33. En tenant compte de la 2-e et de la 3-e
relation de (9), ainsi, que des inégalités (10), nous déduisons que

20 +v +38=p;, +P2 + - TP =1

1l s’ensuit que le nombre N des points distinets d’intersection des

courbes (I'), et (T;), de lintervalle (a, b), satisfait & linégalité N = n et,




14 ‘ OLEG ARAMA 12

de 13, que, pour des valeurs positives et suffisamment petites du parametre:
e, Vintégrale () = yo(@) — =n(%) de I’équation (1) s’annule pour N =n
valeurs distinctes de l'intervalle (a, b). Mais y.(») ne peut étre identi-
quement nulle dans lintervalle (a, b), puisque dans les ncuds supplé-
mentaires £y, £, . - -5 &,-p-1, dont le nombre est plus grand que zéro, comme:
il pésulte de la premicre relation (9), 'intégrale 7(z) s’annule, tandis que:
yo(®) est différente de zéro.

En conclusion, Pintégrale particuliere V(w) de Véquation (1) n’est
pas identiquement nulle et, lorsque € > 0 est suffisamment petit, elle:
g'annule pour N = n valeurs distinctes dans Vintervalle (a, b). Confor-
mément au lemme 2, ce résultat contredit la propriété I,(a,b) de la
famille ¥, et de 1i résulte Paffirmation du lemme 5.

Lemme 6. St y,(@) est une intégrale non identiquement nulle de Uéqua-
tion (1), qui en m points distincts Ty, Ly - - o5 T de (a, b) satisfait auw con-
ditions

y(a) =y' (@) = ... =y» " (m) =0
Y(@) =y (@) = ... =y" (@) =0 (16)
y(tn) =9 (@) = .- =97 (@) =0
0% Pyy Doy« + -5 P SONE des nombres naturels, satisfaisant aux conditions
p1+p2+---+pm=n~1} (17)
max {py, Poy - - » Pk = 2

- alors, danms Vhypothése que la famille Y, a la propm’été I,(a,b), il résulie les
relations :

Yo () == 0, Y09 () = 0, .. ., ¥ (@) F O (18)

» Démonstration. Soit y,(#) une intégrale non identiquement nulle
de 1’équation différentielle (1) qui, dans les points &y, gy« - -5 Tms satisfait
qux conditions (16) et (17). Notons par m, Ty .. Tn les ordres de multi-
plicité des racines o, ... ¥m de V’intégrale yo(«). Nous démontrerons
que, dans les hypotheses du lemme 6, ont lieu les égalités m = Py Ty =
= Pgy + - s Tom = Dy NOUS ODsErvONS dés le début que P'intégrale yo(x) con-
sidérée ne peut avoir dans Vintervalle (a, b) d’autres racines que oy,
Ty, . - -y Ty PUisque, dans le cag affirmatif, Pafirmation du lemme 5 serait
contredite. Cela précisé, nous montrerons d’abord que les nombres m,
Togy o v oy T ©6 D1y Doy vy P sont respectivement de la méme parité.

Considérons la fonction J. (@) = Yo(®) — (), ol y,(®) est linté-
grale qui intervient dans Pénoncé du lemme 6, et 7j(x) est également une
intégrale de 1’équation différentielle (1), construite selon le procedé
indiqué dans la démonstration du lemme b5, relativement aux racines Z,
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Ty ..., @, de Dlintégrale yo(x) 1), Tout comme — l&, on montre que
si une racine quelconque x; du groupe o, T ... In Vordre de
multiplicité pair par rapport & y,(z), alors, aussi petit que soit un voisinage
de cette racine x;, pour des valeurs positives suffisamment petites du para-
métre ¢, 'intégrale y.(x) aura, dans le voisinage considéré, au moin deux
racines distinctes; puis, si «; est une racine d’ordre impair par rapport a
yo(x) alors, aussi petit que soit un voisinage de cette racine, pour des
valeurs positives et suffisamment petites du parameétre €, lintégrale
7.(2) aura dans ce voisinage une racine ou au moins trois racines distinctes,
selon que w; = 1 ou m; > 1. Il s’ensuit que si une racine quelconque #;
de Dintervalle (a, b) de l’intégrale y,(x) a un ordre de multiplicité impair,
glors cet ordre doit nécessairement étre égal & 1. Au cas contraire, dans
le voisinage de cette racine x;, I'intégrale 7.(«) aura trois racines distinectes
et, compte tenu des relations (17), il résulterait que dans l’intervalle
(a, b) Vintégrale 7.(%) aura au moins (n — 1) +2 =n -1 racines dis-
tinctes (si le paramétre ¢ prend des valeurs positives, suffisamment pe-
tites). Ceci contredirait la propriété I,(a, b) de la famille ¥,, étant donné
que P’ntégrale y.(x) n’est pas identiquement nulle dans l'intervalle (a, b) ?).
11 résulte, en définitive, la propriéte suivante :

Si, dans les conditions du lemme 6, m; est @'mpair,} (19)

alors m; = 1, et donc =, = p;.

Soit maintenant x; une racine de l’intégrale y,(x), de D'intervalle

(a, b), ayant un ordre pair de multiplicité, =;. Nous démontrerons d’abord
que la propriété suivante a lieu:

Si, dans les conditions du lemme 6, T, est pair, 1 (20)

alors le nombre p; est également pair. J

En effet, en supposant par Pabsurde que le nombre p, est impair, alors,
compte tenu de la seconde égalité de (17), il régulterait que p, = 1. D’autre
part, la racine «; ayant un ordre pair de multiplicité par rapport & I'inté-
grale y,(@), il s’ensuit qu’a cette racine correspondront pour lintégrale
V(%) deux racine distinctes, situées dans des voisinages aussi petits que
P’on veut du point a;, si bien entendu, le parametre prend des valeurs
positives suffisamment petites. On obtiendrait ainsi le résultat suivant :
Pour des valeurs positives et suffisamment petites du paramétre ¢, 'inté-
grale 7.(x) a dans Dintervalle (a, b) au moins (n — 1) -1 = n racines

1) A la différence de ce qui fut exposé lors de la démonstration du lemme 5, 'inégalité
n— B — 1> 0, résulte dans le cas présent de la maniére suivante : On constate d’abord que
dans les hypothéses du lemme 6, I'inégalité m = n — 1 ne peut avoir lieu, puisque une telle
inégalité et les relations (16) et (17) contrediraient ’affirmation du lemme 4. Donc, on a néce-
ssairement m < n — 1. Compte tenu. de I'inégalité évidente B < m, il en résulte VYinégalité
n — B — 1> 0. Nous rappelons que le nombre n — B — 1 représente le nombre de noeuds
auxiliaires &;, &g, ..., En—p—1, qui interviennent par les formules (12) dans la définition de
Pintégrale 7 (x).

2) La démonstration de la propriété que Pintégrale i]‘; (x) n’est pas identiquement nulle

dans Vintervalle (¢, b) se fait tout comme pour le lemme 5.
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distinctes. Ce résultat contredirait la propriété I,(a, b) de la famille ¥,
étant donné que I'intégrale 7.(«) n’est pas identiquement nulle dans P’in-
tervalle (a, b). Il résulte, en définitive, la propriété (20).

Plus encore, nous montrerons maintenant que dans les hypothéses
du lemme 6, quelle que soit la racine paire x; de l'intervalle (a, b), de
D’intégrale y,(x), pour cette racine a lieu I’égalité =, = p,.

En effet, 'inégalité =; = p; est évidente. Supposons, par P’absurde,
qu’il existerait dans l'intervalle (a, b) au moins une racine paire x;, de

‘Tintégrale y,(x), dont Vordre =, , satisfasse & U'inégalité stricte mi, > Pi,-
Nous montrerons qu’une telle hypothése méne & Pabsurde. En effet, nous
observerons d’abord que de ’inégalité w;, > p.,, compte tenu du fait que
les nombres w;, et p;, ont la méme parité, il résulte la relation

=P, +2 = 4. (21)

Une telle relation, au cas ol n << 4, est absurde.

Supposons, & présent que n = b.

Nous diviserons ’ensemble des racines ,, @, ..., @, de l'intégrale
Yol®), de l'intervalle (a, b), en deux sous-ensembles. Dans le premier sous-
ensemble nous considérerons les racines d’ordre pair, que nous noterons
par &, &, ..., € et dans le second sous-ensemble nous considérerons les
racines d’ordre impair, que nous noterons Par &j , Ti,, - « - Lig- Il est evi-
dent que « + B = m. Nous distinguerons deux cas :

Premier cas: « =1, B =m — 1, (n =5). )

Supposons que Déquation différentielle (1) ait, dans Pintervalle
{a, b), une seule racine d’ordre pair, ;, , et que l'ordre de cette racine
satisfait & inégalité (21). Toutes les autres racines de Pintervalle (a, b) d'e
Dintégrale y,(x) étant supposées impaires, seront donc simples, conformsé-
ment & la propriété (19) établie antérieurement. Compte tenu de la pro-
priété (19) ainsi que des inégalité (17), nous déduisons que le nomb}“e de
ces racines est p = n — 3. Dans chacune d’entre elles, la courbe d’équa-
tion y = y,(x) traversera I’axe Ox. ‘ "

Soit ¢ un nombre positif et soit p.(2) intégrale de 'équation diffé-
rentielle (1), qui satisfait dans le point a;, aux conditions suivantes de
CAUCHY :

e (@) = Yo (@s,) = 0, pi(@,) = yo(@,) = 0, pi' (@,) = yo' (wi,) =0
LL;”(&U%) — ¢
0TV (m3,) = YIV (@,), « - o 1070 (@5,) = Yo (5,). (22)

On voit de ces formules que l’intégrale p.(x) satisfait au point
@;, aux mémes conditions de CAUCHY que (%), 3 Dexception de la
dérivé du troisiéme ordre, qui prend au ce point la valeur e. _

Si le paramétre prend des valeurs positives suffisamment petites,
alors les conditions de CAUCHY, satisfaites par lintégrale u.(®) sont
proches des conditions de CAUCHY satisfaites par 1.’intégra,le Yo (@)
et §'il tend vers zéro, alors la fonction p.(z) tendra uniformeément vers
Y, (), dans tout sous-intervalle fermé [a,, b;] contenu par (a, b).
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Etant donné que la courbe d’équation y = y,(x) traverse I’axe Oz
dans chacun des points @, @j,..., %, il résulte que quelque petits
que soient choisis certains voisinages de ces points, il existe pour eux un
seuil E, de maniére que, quel que soit le nombre positif ¢ < K, la courbe
intégrale correspondante y = p.(x) traverse I’axe Ow, dans chacun des
voisinages choisis. Nous noterons les abscisses de ces points d’intersection
respectivement par Ij,, Tj,,..., Ti. Outre ces racines, l'intégrale . ()
admet encore la racine x;,, ayant ’ordre de multiplicité 3, ce qui se con-
state dés formules (22). Il résulte, en définitive, que ’intégrale u. () a, dans
Vintervalle (a, b), une racine triple ;, et, de plus d’autres § racines dis-
tinctes T, Ti,, . .., Tj,, differentes de ;, et ayant des ordres impairs de
multiplicité. Pour ces § - 1 racines de l'intégrale u.(x) sont satisfaites
les conditions (16) et (17), sion choisit p;, = 2etp;, =pj, = ... = Dip = 1,
et si ’on tient compte gue dans le premier cag considéré, f = n — 3.
On constate également que ’intégrale y.(z) ne peut avoir dans l’inter-
valle (a, b) d’autres racines distinctes que Tj,, T, . . ., Tj, et @i, En effet,
au cas contraire, le nombre total des racines distinctes qu’aurait dans
Vintervalle (a, b) 'intégrale non identiquement nulle y, (x) serait au moins
égale a n — 1, et conformément au lemme 4, il g’ensuirait que toutes ses
racines sont simples. Cette propriété est toutefois en contradiction avec
T'existence pour I’intégrale u. () de la racine triple x;,. Dans ces conditions,
P’integrale p.(«) jouit de la propriété (19), selon laquelle toutes les racines
d’ordre impair d’une telle integrale non identiquement nulle doivent
étre simples. Il résulte, en définitive, que la racine x; de l'intégrale
Yo () ne peut avoir ’ordre de multiplicité plus grand que 2 et, de 14, que
T = Py

Deuzieme cas: o =2, {(n = 5).

Dans ce cas, en tenant compte des égalités (17), ainsi que des pro-
priétés (19) et (20), il résulte que B =L » — 5. Soit maintenant le nombre
v=(n—1) — B — 2. Compte tenu que p =n — 5, il s’ensuit l'inéga-
lité v = 2. Nous supposerons que les racines x,, #,,..., ¢, sont écrites
en ordre croissant: z; < 2, < ... < #,,. Nous choigissons dans linter-
valle (@, b), v nceuds distincts £;, &,,.. , &, Puisque 'intégrale 4, (z) n’a
pas dans Pintervalle (a, b) d’antres racines distinctes outre oy, @, ..., @,
(fait établi précédemment), il résulte qu’aucun des nceuds choisis &,
€, - .., & ne peut coincider avec une racine de 'intégrale y, (). Soit p(x)
une intégrale non identiquement nulle de 1’équation (1), qui satisfait aux
conditions :

wl@,) = uw'(@,) =0
play) = p(ag,) = ... = p(@p) =0 (23)
p(E) = p(&) = ... =p(&) =0.

Le nombre de ces conditions d’annulation étant 2 +f +v=n — 1,
il résulte, en vertu du lemme 5, ’existence d’un telle intégrale nonidenti-
quement nulle, satisfaisant aux condition (23). Cette intégrale ne peut pas

2 - ¢ 1609
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avoir dans P’intervalle (a, b) d’autre racines distinctes que @j;, @i, - . ., Tjp,
i, Egy ...y &y ob @, . En effet, au cas contraire, le nombre total des racines
distinetes qu’aurait dans cet intervalle ’intégrale non identiquement nulle
w(x) serait supérieur ou au moins égal &4 n — 1 et, conformement au
lemme 4, il résulterait que toutes ses racines sont simples. Cela contra-
dirait la premier suite d’égalités de (23). D’autre part, nous observons que
les conditions (23), satisfaites par ’intégrale non identiquement nulle y(x),
ont la forme des conditions (16) et (17) auxquelles satisfait 1’intégrale
¥, (). Dans ces circonstances, sont valables pour ’intégrale y (), les pro-
priétés (19) et (20), en vertu desquelles toutes les racines de l'intégrale
w(x), & Pexception de la racine m;, sont simples, et la racine x;, a un
ordre pair de multiplicité. Nous arrivons ainsi & la constatation que
Pintégrale p(x) satisfait toutes les conditions analogues aux conditions
satisfaites par intégrale y, () dans le premier cas, traité ci-dessus. En
nous fondant sur les résultats obtenus & P’occasion de ’étude du premier
cas, nous pouvons affirmer que la racine paire @;, de lintégrale y.(x), doit
&tre de Pordre 2 :

w(w,) = ' (@) = 0, " (@,) 0. (24}

Il s’ensuite des considérations ci-dessus que la courbe intégrale
d’équation y = p(«x) traverse I’axe Owx dans chacun des racines @;, , j,, . . -
Tigy E1y Bay ooy By eSO situé du méme coté de I’axe Oz dans un voisinage
suffisament petites de la racine ;. .

D’autre part,en nous référant & l'intégrale y (), toujours en vertu
de la propriété (19), nous pouvons affirmer que les racines impaires ; ,
Ligy ey Big doivent mnécesserement étre simples pour y,(x). Les autres
racines @, %y,..., &, ont des ordres pairs de multiplicité et, parmi ces
racines, se trouve également la racine x;,, qui a l’ordre =;, satisfaisant &
I'inégalité (21). Il en résulte que la courbe intégrale d’équation y = y,(x)
traverse aussi ’axe Ox dans chacune des racines @, , @;,, - . ., j, et se situe
de méme coté de I’axe Ox, dans le voisinage de chacune des racines x; ,
Tiyy .-+ ;. BN tenant compte de ces propriétés établies pour lesintégrales
w(x) et y, (2), ainsi que du fait que totesles racines &;, &,, .. ., &, de I'inté-
grale p(x) sont situé en dehors de P'intervalle [a,, ,], il s’ensuit que si la
variable = croit de la valeur e & la valeur b, alors, au moins pour une des
intégrales w(x) ou — p(#), le sens du changement de son signe, en
chacunedes racines ;,, j,, - . ., @iy, coincidera au sens du changement du
signe de I'intégrale y,(#) en chacune de ces racines. Notons par w(@)
celle des intégrales p(x) et —u(z), pour laquelle cette condition est rem-
plie, c’est-a-dire pour laquelle, dans des voisinages suffisamment petits
de nombres ;,, i, . . ., ¥, ont lieu les égalités : :

PElm T A
Sgn {{‘_L (w)} e Sgn {yo (m)}’ . " ----------------- (25)
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Tei, les intervalles [@, — e, @+ &l,. .., [@ig — g, %iy + €] sonb
choisis suffisamment petits, de maniére & étre contenus dans (a, b) et qu’il
ne contienent pas d’autres racines de 'intégrale y,(x) que, respectivement,
Ljy Ligygoo oy w,-a.

En tenant compte du fait établi antérieurement que l'intégrale p.(z)
n’a pas dans l'intervalle (a, b) d’autres racines distinctes que ;,, @,,. ..,
@, E1y B2y e+ - & (du premier ordre), ainsi que la racine paire ;,, il résulte
que 1’égalité (25) aura lieu aussi dans des voisinages suffisamment petits
des racines paires w; , @i, ..., «; de I'intégrale y,(), & I'exception, éven-
tuellement, des centres de ces voisinages. Notons par (I') 1a courbe d’équa-
tion y = y, (@) et par (I';) la courbe d’équation y = eu (@), ot € est un
paramétre prenant des valeurs positives.

On constate facilement qu’il existe un seuil E,, de maniere que si

e < E,, alors dans chacun des points @;,, ;,,..., @i, les courbes (I') et
(I'.) s’intersectent, se traversant l'une Pautre. (Cette affirmation résulte
du fait que les nombres @, @;,,..., @i, sont des racines simples pour

chacune des intégrales y, () et n(2)). 4

Choisissant ensuite des voisinages suffisamment petits des racines
paires @, iy, ..., T , & lexception de la racine a;,, il existe pour eux un
seuil E,, tel que, quel que soit ¢ satisfaisant aux inégalités 0 < e << B,
les courbes (T) et (I'.) s’intersectent dans chacun des voisinages considérés,
dans deux points distincts, se traversant l'une l’autre dans ces points.

En ce qui concerne le point x;,, compte tenu des relation (24) et (21),
nous constatons que la courbe d’équation ¥ = p(x) a dans z;, un contact
du premier ordre avec I’axe O,

wlm,) =T (2,) = 0, B"(w,) %0, (24)

tandis que la courbe d’équation y = y,(®) a dans ;, un contact d’ordre
impair = 3 avec ’axe Ou,
Yo lmi,) = Yo (@) = ¥ (@3,) = ... =yyio" " (a,) =0 (26)
Yo (@1,) # 0. -

Soit un intervalle fermé [z, — e;,, @i, + &, ] choisi suffisamment
petit, pour qu’il soit contenu dans (a, b) et ne contienne aucune autre
racine del’intégrale y,(x), ou de V'intégrale (). De la maniére dont I'inté-
grale {4 () a été choisie parmi les intégrales u(x) et — p (@), il s’ensuit que
si le voisinage [ @i, — i,, @i, -+ €, ] du point x;, est suffisamment petit, alors
les courbes d’équation y = y,(x) et ¥y = p () se situeront de méme coté

-de Paxe Oz, c¢’est-a-dire qu’aura lien 1’égalité

- sen (@) = sgnii (@)}, T€ [@,— iy, T+l - (25))

A Supposons, pour fixer les idées, que p”’ () > 0. Il s’ensuit en vertu
des relations (24’) et (25) que sgn {y,(®)} = sgn {u(z)} = 1, lorsque
@€ [, — ei,, %i,) et lorsque @€ (@, @i+ &), fig. B S
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Nous démontrerons dans ce qui suit qu’il existe un seuil E,; de sorte
que si ¢ gatisfait aux inégalités 0 < e < #,, alors dans le voisinage
[@;, — €, @i+ &, ) les courbes d’équation y = y,(x) et y ==zp(m), a
Pexception du point a;, on elles présentent un contact du premier ordre,

Ay e ,ﬁ,(x)
Y% (%)

O A

s’intersectent encore dans deux points distincts, se traversant 1’une

Pautre dans ces derniers. En effet, soient £, et £, des nombres réels
satigfaisant aux inégalités :
L

w — & <B < m,<E < @, + &,

Soit ¢ un nombre positif suffisamment petit, de sorte que soient
satisfaites les inégalités (fig. 6):

5'@(51) < Yo (E1)s

e (8) < ¥y ()

Développant les fonctions y,(«) et ¢y (x) selon la formule de Taylor
dans le point z;, et tenant compte des relations (24'), (26), (25), ainsi que
du fait que =;, > 2, on constate que, quel que soit ¢ positif, dans un sous-
voisinage suffisamment petit du point ;,, la courbe y = y,(w) se situe
en dessous de la courbe ¥ = e (@), (fig. 6). Compte tenu de cette consta-
tation, ainsi que des inégalités (27), il résulte que pour tout = positif, satis-
faisant & linégalité ¢ <& = H;, les courbes d’équations y = y,(x) et
y = ep(x) s’entre-couperont dans deux points distinets de (£, &,), se
traversant 1'une l’autre dans ces points, et presentant en méme temps,
dans le point #;,, un contact du premier ordre (fig. 6). En conclusion,
compte tenu de ce qu’on vient de montrer ci-dessus, il résulte que
si ¢ satisfait & Dinégalité 0 < ¢ < min {E,, H,, E;} alors lintégrale
Ye () = Yo (@) — e (@) aura dans lintervalle (a, b) des racines provienent
de la maniére suivante : ’ )

A chaque racine ; d’ordre pair, de ’intégrale y,(z), a Pexception de
la racine ;,, correspondront pour lintégrale . (), deux racines dis-
tinctes z;, et ;.

A la racine x;, multiple d’ordre pair = 4, de l'intégrale y,(), cor-
respondront, pour U'intégrale ¥, («), une racine double »;, et deux autres
racines simples z;,, Z,. .

Enfin, les racines #; d’ordre impair (simples) de l'intégrale y,(x)
sont des racines simples également pour 7. ().

(27)
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Il résulte, en définitive, que 'intégrale 7. (#) aura dans lintervalle
(a, b) une racine du deuxiéme ordre et autres 2(« — 1) + 2 + p = 20 + 8
racines simples. Mais, puisque 2« 4+ B =n — 1, ce que ’on d¢duit de (16)
et (17), compte tenu des propriétés (19) et (20),il s’ensuit que ¥, (z) a dans
Pintervalle (a, b) au moins (n — 1) 4~ 1 = » racines distinctes (dont I'une
est double). Alors, étant donné que par hypothése la famille ¥, a la pro-

% (%)
- &)

¥
|
| .
o
i
|
i
[
'
|
!
i

§

[

Fig. 6

priété I,(a, b), il résulte, en vertu du lemme 2, que y. (#) = 0 dans linter-
valle (a, b). Cette identité contredit le fait que ¥, (@) = y,(#) — e (@) ne
s’annule pas dans les neeuds supplémentaires £, £,, ..., £, dont le nombre,
comme on I’a déja montré, satisfait a 1’inégalité v = 2.

Il résulte, en définitive, que I'inégalité (21) ne peut avoir lieu et,
conformément & la propriété (20), c’est 1’égalité m;, = p;, qui doit avoir
lieu, e.q.f.d.

EY ) ¥

Nous passerons maintenant & la démonstration effective du thé-
oréme 1.

Démonstraticn du thécréme 1.

Pour simplifier 1'éxposé, nous donnons d’abord les définitions sui-
vantes : ' ,

Définition 4. Nous disons que la famille ¥, ala propriété I® (a, b)
(ou k est un nombre naturel satisfaisant & inégalité k =< n), si cette famille
Y, a les propriéiés Ly, o,,. .. o, (@, b), se référant & tous les systémes de nombres

naturels m, py, Pay ..., P Sotisfaisant auzx conditions :
Pi+DPet oo TP =1 (28)
max {Py, Pay - -5 Py = k.

. ’D éfinition 5. Nous disons que la famille Y, posséde la pro-
priété PP (a, b) (o k est un nombre naturel satisfaisant & 1'inégalité
k=mn—1), si quelle que soit Dintégrale non identiquement nulle y(x)€Y,,

qui dans m points distincts x,, @,, . .., z,€(a, b) satisfait aux conditions :

Y(@)=y"(m) =... =y» b (@) =0
Y(@) =y () = ... =y (@) = 0

....................................

(29)
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0% Py, Doy.r., D Sont des nombres naturels quelconque, satisfaisant auwx
conditions

Pr+Pe+ o+ Pp=n—1
max {py; Pay - Do} =k,
il résultera de la réalisation des conditions (29) et (30):

Y (@) 0, 3 (2,) % 0, ..., Yol (a,) 2 0. 31

Pour la démonstration du théoréme 1, nous montrerons de proche
en proche que, dansg les hypothéses de ce théoreme, la famille ¥, posséde
les propriétés

{LY (a, b), P (a, D)}, (I (a, b), PP (a,b)}, ..., {LP (a, b), P (a,b)},
y L7V (@, b), P70 (a, b)), I3 (a, D). (32)

Dans ce but, nous utiliserons le principe de P’induction relativement &
Vindice supérieur k. Nous observerons d’abord que, pour la famille ¥,
les propriétés {I7 (a, b), P}’ (a, b)}, {I?(a, b), P (a,b)} qui correspon-
dent aux valeurs ¥ = 1 et k¥ = 2, sont vraies en vertu des affirmations
des lemmes 4, 5 et 6. Supposons maintenant que pour la famille Y, aient
lien les propriétés :

LY (a, b), P (a, b)), (I (a, b), PP (a, b)}, ..., {Ii"V (a4, b), PF7 (a, b)},
(33)

correspondant respectivement aux valeurs 1, 2,..., ¥ — 1 de ’indice supé-
rieur. Démontrons que, dans cette hypothése, la famille ¥, a aussi les
propriétés I (a, b) et PP (a, b). Nous supposerons dans ce qui suit que
k> 2. Nous comencerons par éta.b]ir le lemme suivant :

Lemme 7. Si la famille ©J, a toutes les propriétés indiquées en (33),
alors cette famille a aussi la pmpmete I# (a, b).

Démonstration. Nous utlhserons, afin d’établir la propriété IV (a, b),
le procédé de démonstration indiqué & Poccasion de l’etabhssemen‘ﬁ du
lemme 5.

Supposons, par P’absurde, que, dans les hypothése du lemme 7, la
famille 9, n’aurait pas la propriété I¥(a, b). Alors, conformément au
lemme 1, il résulterait que 1’équation différentielle (1) admet au moing une
intégrale non identiquement nulle y,(x), qui ait dans ’intervaile (a, b), m
racines distinctes xy, @,, ..., @, , ayant les ordres de multiplicité =, , 7y, . . .,
w,, de sorte que - ' :

(30)

T = Pry T = Pay ey Ton == Py (34)
oll Py, Psy..., P, Teprésentent des nombres naturels, satisfaisant aux
conditions (28)

Nous observons dés le début que, pour la démonstration de la pro-
priété I'¥ (a, b), nous pouvons supposer qu’au moinsg deux des nombres
Pyy Poy- - -y Dy SONG égaux au nombre k. En effet, il résulte de I’hypothése
max {p;, Ps ..., Pu} = k, qui intervient dans la définition de la pro-
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priété I (a, b) qu’au moins I’un des nombres Py, Pq, - - -, P, est égal & k.
&iun seul des nombres p,, P,, . - ., P, est égal 4 &, et tous les autres sont plus
petits que &, alors Pexistence d’une intégrale y,(») non identiquement nulle,
satisfaisant aux conditions (29) serait en contradiction avec la propriété

=1 (a4, b), supposée vraie par hypothése. En conclusion, pourla démon-
stration de la propriété I¥ (a, b), nous pouvons donc supposer qu’au

moins deux des nombres p;, Ps, ..., P, sont égaux a k.
Nous associerons aux nombres py, Ps,..., Py, respectivement les
pombres p3, ps, ..., Py, comme suit :
< |75 si w et p; sont de meéme parité
P =

p;+1, si = et p; ne sont pas de méme parité
(t=1,2,..., m). (35)

Considérons ensuite la suite de nombres pi*, pi*,..., pa*, définie
de la fagon suivante :

P Ll i R I Sy ©(36)
Pl sipl =1
Il csbevident que les suites de nombres {r,, w,,.. ., Tn}s {pt, pas. .+,

Pty {pl , DYy ..., P} sont tels que leurs termes du méme rang ont
la méme parxte, dans la derniere suite pouvant figurer ega,lement le
nombre zéro.

Puisque, par hypothése, au moins deux des nombres p;, Pay ...y Dy
sont égaux a k, et puisque, toujours par hypothese, k> 2, il résulte, en
tenant compte de (35) et de (36) qu’au moing pour deux indices ¢ a lieu
Tinégalité stricte p* < p, . Dela, en tenant compte des inégalités p; =
(t =1,2,...,m) — qui résultent egalement de (35) et (36), puis de la pre-
midre relation de (28), il s’ensuite l’inégalité :

m
yopr=n—2 6D
Nous diviserons l’ensemble des nombres pi*, p;*, ..., P en deux
gous- ensembles, comme suit : nous noterons par iy, &, ..., i les indices ¢

pour lesquels p;’ prend la valeur zéro, et par j;, jas.--, js, les indices j
pour lesquels pf* prend des valeurs plus grandes que zéro (si, bien
entendu, il existe de tels indice).

Notons par v l1a somme de ces nombres p;*. Compte tenu de (37),
il résulte de fagon évidente l’inégalité

v‘—y_-p;;*—f—p;‘z*—}—...—f-pjﬁ*gn—2. © 37

Sans restreindre la généralité de la démonstration, nous pouvons
supposer que les racines %, #,, . . ., ¥, de I’intégrale y,(x) sont consécutives
et satisfont aux indgalités », < x, < ... < @, (cela parce que le nombre
naturel m peut &tre quelcongue). :
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]
v

Nous choisirons dans intervalle (z,, b), » — v — 1 noeuds dis-
tinets &, &,,..., &, ,—1, de facon qu’aucun de ces nceuds ne coincidera
avec une des racines de l’intégrale y,(x) qui se trouverait éventuellement
dans Vintervalle (x,, b). En tenant compte de (37'), on constate que le
nombre n — v — 1, qui représente le nombre des noeuds supplémentaires
&y Eay- -y Euoy-1, st plus grand ou au moins égal a 1, de sorte que 'en-
semble de ces noeuds n’est pas vide.

Considérons maintenant les racines w;,, @;,, .. ., &, , correspondant

aux nombres pi*, Py, p;‘ﬁ* mis antérieurement en évidence, et soit

n(x) une intégrale non identiquement nulle de I’équation (1), qui vérifie

les conditions :

%%

(» 1)

n(w,) =0 (m) =...=n " (2,)=0
T -1
(@) =7 (w,) =...=71 " (2,)=01 . ditions (38)
- 0y "= 1)
(@) =0 (@g) =...=7nF (2,)=0
v (51) = 7](52) = ... = Y)(E-vn—v~1) =0

au nombre de » — 1. L’existence d’une telle intégrale non identiquement
nulle résulte de I’hypothése que ¥, a toutes les propriétés IP (a, b),
I1#(a,b),..., I¥V (a, b), qui figurent en (33), et du fait que les ordres
de multiplicité p;‘f, p;.:*, ce ey pj; qui interviennent dans les conditions (38)
satisfont & 1’inégalité

max {fp;‘l*y p;‘:7 ] ]7;:} é k— 11 ) (39)‘
qui résulte de (35), (36) et (28).

Puisque, par hypothése, les propriétés Py (a, b), Py (a,b),...,
PV (a, b) sont vraies, il résulte de la relation (39) que l’intégrale = (z),
supposée non identiquemente nulle, satisfait aux relations :

EY [T

A7 (@) 0, 1R (@) F O,y 4 (ay) 2 O
7' (&) # 0, 7 (Eg) #0,..., 7)’(211“\,_1) =+ 0.

11 résulte encore que les seules racines distinctes de (a, b) de P'inté-
grale n(x) sont les nombres @, , @i,y - -+ Tig; &y &y -4y &, ;7). En te-
nant compte de cette derniére constatation, puis des relations (38) econ-
sidérées avec (40), ainsi que de la constatation faite antérieure-
ment, que les nombres pi*, pi*, ..., p.* sont respectivement de la méme.

(40)

1) Cette affirmation résulte également de ’hypothése que la famille ¥, a les proprié-
tes I (a, b), ..., 1%V (a, b).
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parité que les nombres m;, w,, ..., w,, il résulte qu’au moins une des in-
tégrales 7 () ou — 7(x) aura le méme signe que y, (x), dans des voisinages
suffisamment petits des points w«;, #,,..., ®,, & ’exception, éventuelle-
ment, des centres de ces voisinages. Nous noterons par 7(z) celle d’entre
les intégrales () et —= (@) qui satisfait & cette condition.

Puis nous noterons par (I') la courbe d’équation y = y,(x) et par
(Fe) la courbe d’équations y == e7(x), oll £ est un parameétre. Nous nous
proposons d’examiner de quelle fagon se situent 'une par rapport a ’autre
les courbes (I') et (I'.), lorsque ¢ tend vers zéro par des valeurs positives.

Nous observons dés le début que, quel que soit = > 0, les courbes
intégrales (I') et (I';) ne peuvent coincider identiquement dans linter-
valle (a, b), puisque dans les nceceuds supplémentaires £, &,,...,8 |
(dont le nombre est plus grand que 1, comme on I’4 déja montré), 1’inté-
grale 7(x) s’annule, tandis que y,(x) prend des valeurs différentes de zéro.

En nous référant d’abord aux nombres x; , @, ..., %, , NOUS consta-
terons qu’ils représentent pour la fonction y,(x) des racines d’ordre pair.
Cette affirmation se justifie aussitot, en tenant compte du fait que p;* =
=pF=...= p;": = 0, aingi que de (35) et (36). Par contre, la fonetion
7 (#) ne g’annule dans aucun des points z;, @y, ..., #;, . Il résulte, du
choix. de l'intégrale 7(x) parmi les intégrales n(x) et —=n(x), que dans des
voisinages suffisamment petits des points i, 2,..., ;,, & ’exception,
toutefois, des centres de ces voisinages, a lieu la relation

sgn {7 (@)} = sgn {y,(2)}.

11 résulte de ces constatations que si le parametre ¢ est positif et
inférieur & un certain seuil, alors dans chacun des voisinages respectifs
des points @, @,,..., x; , les courbes (I') et (I';) s’intersecteront dans
deux points distinets. Nous noterons les abscisses de ces points d’inter-
section, respectivement par X, , @i, , Tiyy Liyy -+ oy Liyy By -

Ensuite, en nous référant aux racines w;, , @,, ..., T, , DOUS les divi-
serons en deux sous-ensembles, comme suit: Nous noterons par @

B T
@ -+ @; les racines x; pour lesquelles le nombre =, correspondant est

it
"
égal a 1, et par Ly y .-, @ les racines pour les quelles le nombre =,
1 2 S
correspondant est plus grand que 1.

Nous remarquerons, en tenant compte de (35) et (36), qu'ont lien
les égalités : '

—_ — K Wk
TCJ,C - .p/j - p,‘ - pj =1
1 koy ky ky

(41)
TC,.kY = pikY =p:‘kY = 'pj];Y = 1.
En vertu de ce qui précéde et de (40), il résulte que les nombres

wikla 90,‘,‘2, sy w,-ky représentent pour y,(x) et 7(x) des racines simples, et
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done que yo(x) et 7'(x) prennent de valeurs différentes de zéro pour chacun
d’entre elles. . . ‘ _
Il s’ensuit que si le parameétre < > 0 est inférieur 4 un certain seuil,
alors les courbes (I') et (I';) s’intersecteront dans les points B0 Ty v
1

@;  se traversant I’une ’autre dans ces points.
v .

)
R -~~ N

[, 7]

&

Fig. 7 . Fig. 8

Enfin, en nous référant aux racines qui nous sonbt restées ;,

Ly yeeey B, MOUS observerons, en tenant compte de (35) et (36) qus,
I, N

(]
pour elles, ont lieu les relations :

0 <10;;*§7’~'a'l1— 2; 0 <p;‘:_§_7t,<lz——2;7..., 0 <P**<n"za_ 2,

qui nous montrent, compte tenu de (38), que chacun des nombres @

@ ., @; , représente des racines aussi bien pour la fonction 7(x) que
1
3

1y ‘
pour y,(z) — et que 1’ordre d’une quelconque de ces racines, concernant
1a fonetion %(x), est plus petit de deux unités au moins, que l’ordre de }a
méme racine concernant la fonction y,(x). D’autre part, comme on I’a

déja spécifié, les nombres pjl*, p;”‘l*, ceey p;‘l*s sont regpectivement de la
1 2

PR

meéme parité que les nombres Ty Ty oo er T En vertu de ces consta-

tations, il résulte les conséquences suivantes\: ' -
1°. Quelle que soit la valeur du paramétre e, les fonections yy(x) et
=7 («) prennent des valeurs égales dans les points Tis Bip oy m,-ls, la

coincidence ayant lieu jusqu’a leurs dérivees d’ordre p;‘.‘l*l — 1, p;“l: —1,...,
p;*— 1. Donc les courbes (I') et (I';) présenteront dans ces points d-°s
i, ' *

contacts tangentiels, respectivement de l’ordre p;‘:— 1, py.l:‘— 1,

21 ,

2°. Si le parameétre ¢ > 0 est suffisamment petit, alors les fonctions
9,(x) et 7 (x) prendront des valeurs égales en autres 28 points, situés

_

.

\
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deux par deux dans des voisinages suffisamment petits des nombres ;
: 1

Ly yeeey @ Nous noterons les abscisees de ces points d’intersection,
8

]

respectivement par Z; fjl y Tj Ey:jl s oeeey Ty EZ . (fig. 7 ou 8). Cette
1 1 2 2 8 S

affirmation se fonde sur le lemme suivant :

Lemm e 8. 8% deuw fonctions f(x) et g(x) définies dans un intervalle
(@, b), ont les propriétés suivantes : ,

1°. Elles admettent dans (a, b) des dérivées continues de 1'ordre P,
respectivement p + 2k, ow k > 1.

2°. Elles possédent dans Vintervalle (a,b) une racine commune T,
qui_pour f(x) est multiple dun certain ordre p et pour g(w) est muliiple
de Vordre p - 2k.

8. sgn {f"(2,)} = sgn{g+® (a)} + 0.

Dans ces conditions, étant donné wn voisinage quelconque (xy — 3,
@y + 9) contenu dans Vintervalle (a, b), il existe pour ce voisinage un seuil
E > 0, de sorte que si le paramétre e satisfait auw inégalités 0 < ¢ < B,
alors les fonctions e f(x) et g(x) prennent des valeurs communes dans au
moins trois points distincts du voisinage (zy — 3, x, 4+ ) considéré. L'un de
ces points est xy, ol les courbes correspondantes présentent entre elles wn
contact tangentiel de Uordre p — 1, et dans les autres deux points d'inter-
section, les courbes se traversent réciproquement.

La démonstration de ce lemme se fait facilement, en développent les
fonctions ef(x) et g(#), selon la formule de TAYLOR , dans le point x,.

*

* *

Revenant & la démonstration du lemme 7, considérons la fonction
Y (®) = yYo(@) — en(x), qui représente évidemment une intégrale de I’équa-
tion différentielle (1) et qui n’est pas identiquement nulle dans l’inter-
valle (a, b), puisque comme on I’a déja montré, les fonctions Yolx) et e 7 (@)
ne peuvent coincider identiquement dans lintervalle (a, b), quelle que
soit la valeur prise par le paramétre . En tenant compte des constatations
précédentes, concernant le comportement des courbes (I') et (T.) entre
elles, nous arriverons, en vertu du lemme 8, & la conclusion suivante :
Si le paramétre ¢ prend des valeurs positives, inférieures & un certain
seuil K, alors l'intégrale ¥, («) s’annule pour les valeurs distinetes!) sui-
vantes de lintervalle (a, b):

&l

Liyy Tiyy xiuwiz? LRI x’i“7 -

5'3':"1017_@17',62 R wjky
G TR T 7. s
i mill ) xalz ’ 377,27 s Tigg s By (42)
mll1 ’ cv,-lz, ey m"la . v
I‘Jes racines qui figurent dans la derniére ligne de (42) ont, relative-
ment & la fonetion ¥, (x), respectivement les ordres Py, P, ..., prY
1 [ 15
e — 1 2 (]
1) Les valeurs écrites dans la premiére et la troisi¢me ligne dépendent de .
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Compte tenu de (39), il résulte que ces ordres sont tout au plus égaux.

au nombre k — 1. o ’ )

On constate ensuite que le nombre total des conditions d’annulation.
de l'intégrale 7_(x), correspondant aux racines de (42), est plus grand ou.
au moins égal & la somme :

N =2a +vy +23 +p;‘l* _;_p;l*_;_,,,_{-p;‘]’;. (43)
1 2

Nous montrerons que cette somme est plus grande ou au mqins éga)li:ﬂ

& n. En effet, en tenant compte du fait que les nombres p;*, Py DY

sont tous égaux & zéro (par hypothése), il résulte de (36) que les mom-
bres p!, pt,..., p; sont tous égaux a 2, puis, de (35), que les nombres.

Diys Piy 5 - - - Pi, sont plus petits ou tout au plus égaux & 2. Il s’ensuit de-
cette derniere affirmation, I'inégalité

20 = pi, +Pi, + o0 T Piy - (44).
Ensuite, de (41), résulte 1’égalité :
Y = Pyt Pa, + o P (45)

et enfin, de (36), résultent les inégalités :

PEZRL =2 B ED, — P2 — 2 (46).

Additionnant, membre par membre, les inégalités (46), nous obten--
drons :

23 +p;‘l:‘ +p;‘l:+ +p;‘l’;§p;“ll+p;;2+ +19;;8- (47)
Puis, compte tenu des inégalités p7 =p; (1 =1, 2,.. ., m), qui résul--

tent de (35), on déduit de (47) Vinégalité : :
23 +p;kl* +p;z: + ... +p‘j‘:‘l’; gp,-ll—kp,-lg—f— . —}—p%. (48)

Additionnant, membre par membre, les inégalités (44) (45), (43),.
nous obtendrons D’inégalité :

Né(l’g““?@‘*‘ "'+pia)+(p7'kl +p:ik2+ +p:‘kY) +
+ (P, + Py A - + i, )- (49)

Mais, comme parmi les indices 4y, fy,.. . a3 Jiey Jear v o Jpy
Jus Juae- - Jigy figure chacun des indices 1, 2, .. .,.?n, une fois, est seﬁll«?--
ment une fois, il résulte que ’expression du deuxiéme membre Qe ’iné--
galité (49) représente la somme des non}brgs p; correspondant ks tout_eg.
les racines w, s, ..., &, considérées, de 1’11_1teg1’a,le Yo (®). Ainsi, 'inégalité-
(49) peut étre transcrite de la maniére suivante

N=p +p:+ - +Pu- (49p
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Toutefois, conformément & la premiere relation de (28), il résulte
que la somme du membre droit de I'inégalité (49’) est égale au nombre n,
de sorte que linégalité (49) devient N = n, ou, compte tenu de (43):

N =20 +y +20 +p)"+p;" + ... —f—p;‘l’;zn- ~ (50)

On obtient finalement le résultat suivant :

L’intégrale non identiquement nulle 7, () de l’équation différen-
tielle (1) s’annule dans ’intervalle (a, b), au moins pour les valeurs indi-
quées au tableau (42), — toutes ces valeurs étant distinctes. Les racines
Ti s Biyen o ao,.ls qui figurent dans la dernidre ligne de (42) ont, relative-

1 ) . L, ~ ey el .
ment & Dlintégrale ¥.(x), les ordres de multiplicité, respectivement
BOoptt o, ..., pr* satisfaisant i 1’inégalité
,P,Z ’ p’z ’ ’ p’ls g
1 2
max {p;:7 p;* PARSRY] p;;} é k — 11
1 2

qui résulte de (39). Les autres racines de lintégrale %, (#) quifigurent au
tableau (42) ont des ordres de multiplicité plus grands ou au moins égaux
& 1. I’inégalité (50) a également lieu.

Compte tenu du lemme 1, ces résultats obtenus par rapport & ’inté-
grale y. () sont en contradictions avec I’hypothése que la famille Y, pos-
sede les propriétés I¥(a, b), I®(a, b), ..., I% 1V (a, b).

11 résulte, en définitive, que si la famille ¥, a les propriétés (33),
alors ¥, a également la propriété I'® (a, b).

Ensuite, nous démontrerons le lemme suivant :

Lemme 9.8%lafamille Y, a toutes les propriétés indiquées dans (33)
alors cette famille a également la propriété P¥(a, b).

Démonstration. Soit y,(x) une intégrale non identiquement nulle de
Yequation différentielle (1), qui dans m points distinets x, z,,..., 2,
«de Vintervalle (a, b) satisfait aux conditions (29) et (30). Notons par
Ty Ty, ...y T, les ordres de multiplicité des racines w, @,,..., , de
Pintégrale y, (). Nous voulons démontre que, dans ’hypothése que 3, a

y

_les propriétés (33), les relations (31) ont lieu, c’est-a-dire les égalités

T = P1y Tg = Pay vy Ty = P

Nous observons dés le début que lintégrale y,(x) considérée ne
pPeut avoir dans l'intervalle (a, b) d’autres racines, outre w;, @, ..., 2,
puisque, au cas contraire, P’affirmation du lemme 7 serait contredite.
Nous supposerons dans ce qui suit que @, < @, < ... < @, .

Avec ces préeisions, nous démontrerons d’abord que :
)

Dans les hypothéses adoptées, les nombres w, o, ..., «, €t }

X L 5
Pys Pay - - oy P SONE TEsSPectivement de la méme parité. (51)

. Nous considérerons, dans cebut, l'intégrale ¥, (z) = yo(2) — 7 (),
oOu yo(x) est lintégrale choisie précédemment et % (x) est toujours une
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intégrale de 1’équation différentielle (1) construite relativement aux racines
Ty, Loy ..., T, de Pintégrale yo(x) selon le procédé utilisé antérieurement
dans la démonstration du lemme 7. Nous tiendrons compte des différen-
ces suivantes concernant l’intégrale v,(x), qui ont lieu dans le cas du
lemme présent.

D’abord, il faut remarquer qu’an lieu de la premiére égalité de (28),
on considére dans le cas présent, ’égalité p, +p, + ... + 9, =1 — 1,
comme on l’indique dans (30). Ensuite, il résulte de la seconde relation
(30), qu’au moins I’un des nombres p;, Py, - - ., Pr ©st égal au nombre k.
Dans cette situation, & I'encontre du cas du lemme 7, nous prendrons en
considération également le cas ot un seul des nombres p;, Py, . .., Py €86
égal au nombre k, tous les autres étant plus petits que k.

Puisque, par hypothése nous avons k > 2, il résulte compte tenu de
(85) et (36) qu’au moins pour I'un des indices ¢ a lieu l'inégalité stricte
pi* < p;. De la, compte tenu des inégalités p;*=p (i=1,2,..., m),
qui résultent toujours de (35) et (36), puis de la premiére relation de (30),

nous déduisons l'inégalité ¥ p;* =n — 2, de 1aque11é résulte, de facon
i=1
évidente, P'inégalité :

v=p P . D = — 2 o (52)

Cette inégalité est analogue & linégalité (37'), établie & occasion
de la démonstration du lemme 7. Tout comme dans ce cas-1a, on choisit &
volonté n — v — 1 nceuds distinets £, < &, < ... < §,,_; de linter-
valle (,,, b). En tenant compte de (52), le nombre de ces neuds supplé-
mentaires satisfait & Pinégalité » — v — 1 = 1. Pour ce qui suit, il est
utile de relever le fait que I'intégrale y,(x) ne peut s’annuler pour aucune
des valeurs £, €4, ..., &,_y—1, choisies, puisque, comme on I’a déja montré,
cette intégrale n’a pas, dans lintervalle (a, b), d’autres racines outre
Lyy Loy v o vy Ty -

Nous considérerons ensuite une intégrale non identiquement nulle
y(x), qui satisfasse aux conditions (38) seréférant aux racines &y, &y, - - - Tp,
de lintégrale () ainsi quwaux neeuds &, &,... &,-y-1 choisis. Tout
comme pour le lemme 7, on montre que dans les hypotheses adoptées, au
moins une des intégrale v(x) ou — n(x) aura le méme signe que y,(x) dans
des voisinages suffisamment petits des points #;, @, ..., @y, & Pexception
éventuellement des centres de ces voisinages. Désignant par v (@) celle
qui satisfait ce desideratum, nous considérons y. (z) = ¥yo(®) — 7 (). On
constate également que quelle que soit la valeur du parameétre ¢, les fone-
tions yo(®) et ev(x) ne peuvent pas étre identiquement égales dans I'inter-
valle (a, b), et done Pintégrale 7. («) ne peut étre identiquement nulle dans
cet intervalle. Tout comme dans la démongstration du lemme 7, on montre
que si le paramétre ¢ est positif et inférieur & un certain seuil, alors Dinté-
grale 7, (x) s’annulera pour certains points distinets de Vintervalle (a, ),
indiqués dansle tableau (42). Les racines quifigurent dans la derniére ligne
de (42) ont, relativement & l’intégrale y. (x), les ordres de multiplicité
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p;‘:, pjl:‘, . pj.‘l:.' Comme il résulte de (39), ces ordres satisfont i la.

relation
max {p;ll, P,’-*Zj, ey 272’[:}‘ =k—1. (53)

On constate que le nombre des conditions d’annulation de 1'inté-

grale 7.(#) correspondant aux racines écrites dans le tableau (42) est au-

moins égal & la somme
N =204y +25 +p"+p/* + ... +p;" (54)-
1 2 8

_ Qn montre, tout comme dans la démonstration du lemme 7, qﬁe»
les inégalités (44), (45), (46), (47), (48) (49) ont lieu, ainsi que 'inégalité

N=zp, +p, + ... + Py (55)

gui est ,ana,logue a Pinégalité (49’). En nous fondant sur cette derniére.
inégalité, et compte tenu de la premiére relation de (30), nous obtenons.
Pinégalité

N=n-—1. ' (56

Nous passerons maintenant & la démonstration effective de la pro--
priété (51). Nous supposons par absurde le contraire, & savoir que parmi
les racines @, &, ..., 4, de l'integrale y, (), il existerait au moins une-
racine ., pour laquelle les nombres p. et w, correspondants, seraient de-
parités différentes.

Compte tenu de la relation de définition (35), il s’ensuit que

) }7: =p. +1 (67)
et, puisque p. =1, il résulte de (57) que p* =2, puis de (36), que
P =p —2 =p, — 1. (58)

Il peut se présenter les deux cas suivantes, selon que p** = 0
ou pI* > 0. )
Cas 1. pT* = 0. Dans ce cas, on déduit de (58) I’égalité
} p.=1 (59):
p’a,utre part, puisque nous avons supposé que p** = 0, il résulte.
que l'indice + représente 1'un des indices 4y, 4,, ..., 4. Puis, compte tenu
que les nombres p;”, Py p;; sont tous égaux & zéros, il résulte de-
(36) que les nombres Py p;‘;, N p:a sont tous égaux a 2, et de (35) que les.
nombres pi, Pi,, ..., p;, sont au plus égaux & 2. De 13, en tenant aussi
compte de 1’égalité (59), il résulte 1'inégalité stricte
200> piy +pi,+ .. Py, - (60)
analogue & ’inégalité (44), & la différence 3 i
. que, a la place du signe =, se
trouve dans le cas présent le signe de l’inégalizoé striete. & ’

5
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Poursuivant le raisonnement que nous a mené de 1'égalité (43) &
I'inégalité (49'), nous arrivons & la conclusion que, dans le cas présent,
grace & ’inégalité stricte (60), il y aura dans la relation (49) le signe de
Tinégalité stricte, & la place du signe =. On obtient ainsi, en définitive,
Pinégalité stricte N > p; + Pz + -+ & Py d’olt, compte tenu de la
premiére relations de (30), il résultera Vinégalité

N>n—1. (61)

Ceci nous montre que le nombre des conditions d’annulation auquel
satisfait ’intégrale non identiquement nulle %, (), concernant les racines
indiquées dans le tableau (42), est plus grand ou au moins égal 4 n. En
méme temps pourtant, a lieu.également la relation (53). Conformément
au lemme 1, cette situation est en contradiction avec les propriétés IY (a, b),
12 (a, b), ..., IV (a, b) de la famille ¥, supposées par hypothése, vraies.

Cas 2. p** = 1. Dans ce cas, nous déduisons de (58) que p. > 2 et
de 14, & fortiori, 'inégalité =. > 2. Conformément aux précisions anté-

rieurs, il résulte que 'indice t représente 'un des indices j, , j, ;- - - jla'
Puis, dans un autre ordre d’idées, compte tenu de I'égalité (57), ainsi
que des inégalités p; = p; (1 = 1,2,..., m) qui résultent de (35), nous

déduisons, en additionnant membre & membre les inégalités (46), inégalité
stricte suivante :
28+pf+pﬁ+~--+pﬁ:>ml+pﬁ+»..+p% (62)
1 2 o 1 2
analogue & l'inégalité (48).

Suivant le raisonnement qui nous a conduit de D’égalité (43) &
Tinégalité (49'), nous arriverons a la conclusion que, grace a inégalité
stricte (62), aura lien & la place de l'inégalité (49'), I'inégalité stricte
N> p, +ps + ... +D, et en vertu de la premiére relation de (30),
I'inégalité stricte N > n — 1. Cette inégalité nous montre que le nombre
des conditions d’annulation auxquelles satisfait lintégrale mon identi-
quement nulle 7.(x), concernant les racines indiquées au tableau (42),
est au moins égal & n. Mais, en méme temps, a lieu également la relation
(53). Cette circonstance est en contradiction avec les propriétés IV (a, b),
1®(a, b), ..., I¢~Y(a, b) de la famille ¥,, supposées par hypotheése vraies.
En conclusion, étant donné que ces deux cas épuisent tous les cas possi-
bles concernant p**, il s’ensuit, de leur examen, la propriété (51) c.q.f.d.

¥ *

Nous considérerons ensuite une intégrale non identiquement nulle
yo(), de I’équation (1), qui dans m points distinets @, @, ..., & de l'in-
tervalle (a, b) satisfait aux conditions (29) et (30).

Nous noterons respectivement par my, =, . .., 7, les ordres de multi-
plicité des racines @y, @, ..., %, de l'intégrale y,(z). Nous démontrerons
la propriété suivante :

Si la famille Y, a les propriétés (33), alors dans Vhypothese
que Vintégrale y, (x) satisfat aux conditions (29) et (30), il résulte (63)
que cette intégrale satisfait aux relations (31).
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Afin de démontrer cette propriété, supposons par l’absurde que
1o(®) 1O satisferait pas aux conditions (31). Alors, au moins pour 'une
des racines w; (4 =1, 2,...,m) aura lieu 'inégalité stricte =; > p,. Pour
clarification, nous supposerons que cette racine correspond a l'indice 1
c’est-a-dire que ’

™ > P ’ (64)

Dans ces hypothéses, nous observons dés le début que si p, < k,
alors, compte tenu de (64), nous pourrons considérer en ce qui concerne
la racine #, au lieu du nombre p,, le nombre p, 4 1 (qui est au plus égal
a k), et, par cette substitution, la somme figurant dans la premieére
relation de (30) sera égale & n. Ainsi, conformément au lemme 1, la pro-
priété 17 (a, b) de la famille ¥ , propriété assuré par le lemme 7, serait
contredite.

11 resulte, en définitive, I'inégalité p, = k, et, comme par hypothése
la deuxiéme relation de (30) doit avoir lieu, il s’ensuit I’égalité ’

p, = Fk. (65)

Compte tenu des relations (64) et (65), il résulte Vinégalité stricte

7, > k et, ensuite, compte tenu de la propriété (51) établie préeédement
il g’ensuivra l’inégalité ’
™=k 4 2. (66)

_ En, ce qui concerne le nombre k, nous observons qu'il faut qu’ait
lieu 'inégalité

kE<n —3, (67)

puisque, au cas contraire, c¢’est-a-dire au cas ol k¥ > n — 3, il résulterait
de ‘(66), que m > n — 1 et que donc #, est une racine multiple d’ordre au
moins égal & n pour lintégrale y,(wx). Mais ce résultat serait incompatible
avec 'hypothése que y,(x) n’est pas identiquement nulle dans ’inter-
valle (a, b). '

En ce qui concerne les ordres m, 7, ..., ™,, nous distinguerons les
deux cas suivants :

Cas. 1. mi=k +2; my=my= ...=7n,=1, 2<k<n—3).
Dans ce cas, la courbe d’équation y = y,(x) traversera Iaxe Oz dans
chacun des points x,, @s, . .., 4,, puisque la fonction y,(x) change de sens
(i}a,ms ces points. Soit ¢ un nombre réel non nul et soit p.(2) I'intégrale de
Péquation (1) qui satisfait, dans le point #, aux conditions de CAUCHY :

e (@) = 7o (#) = 0; M;(%) = Yo(®) =03 ..., p () = ?/f)k)(wl) = 0,
pED (@) = e (68)
45 () = Y0 (@) o w0 (@) = 95D (3y)

~ Ceci veut dire que l'intégrale y.(x)satisfait dans le point #, aux
{J’aemes conditions de CAUCHY que y, (), & I'exception de la dérivée de
ordre k& -+ 1, qui prend la valeur ¢ == 0 dans le cas de la fonetion p.(x),

do— e, 1609
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tandis que dans le cas de I'intégrale y,(), cette dérivée prend la valeur zéro.

Si le paramétre ¢ est petit en valeur absolue, alors les conditions
de CAUCHY satisfaites par lintégrale p() se rapprochent des condi-
tions de CAUCHY que satisfait y,(w), et si ¢ tend vers zéro, alors w(x)
tendra uniformément vers y,(z) dans tout intervalle fermé [a,, b,] contenu
dans (a, b).

Yitant donné que la courbe d’équation y = y(x) traverse l’axe Oz
dans les points &y, @, . . ., &, il résulte qu'aussi petits que soient les voi-
sinages choisis de ces points, il existera pour eux un seuil B, de maniére
que, quel que soit le nombre ¢ satisfaisant aux inégalités 0 < e < ¥,
la courbe intégrale y = u.(x), correspondant au nombre = ainsi choisi,
traverse l’axe Oz en un point de chacun des voisinages choisis. Nous
noterons les abscisses de ces points d’intersection par @, Tgy ooy Ty BN
outre, comme on le constate des relations (68), Dintégrale u.(«x) admet
encore la racine x;, ayant I’ordre de multiplicité k - 1. 11 s’ensuit done
que lintégrale p.(x) a dans Vintervalle (a, b) la racine z, = @; multiple
de lordre k& - 1 et d’autres m — 1racines distinctes @y, @3, - - - Ty CAiffé-
rentes de «; et ayant des ordres impairs de multiplicité. Pour ces m
racines @, @, - -, &y de lintégrale p.(z) sont satisfaites les conditions
(29) et (30) concernant lintégrale we(x), avec les nombres p; = &, p, =
=Py = ...= P, =1, & cause du fait quont lieu les égalités p, = p;,
Do = Day - - vy P = Pmy QU résultent de (65), ainsi que de I’hypotheése
Ty = Mg = ...= T, =1, qui est caractéristique pour le cas congidéré.
Mais ordre de multiplicité de la racine @, se référent a l'intégrale p.(x)
est, par hypothése m; = k + 1, comme le montre 1’égalité (68). Il résulte
donc que pour la racine x; de lintégrale (), les nombres p, = k et
7, = k -+ 1 sont de parité differentes. Mais ce résultat contredit la pro-
priété (51) établie antérieurement. La contradiction provient de la fausse
hypothése (64). En Péliminant, il résult Daffirmation (63), c.q.f.d.

Cas 2. =, =k + 2, max {my, T3y .. ., T} =2, 2<k<n—2).
Tout comme au dessus, NOUS SUPPOsErons par P’absurde qu’au moins
pour une des racines &, (¢ =1,2,..., m) a lieu inégalité =; > p;. Pour

fixer les idées, nous supposerons que cette racine est z;, done que l’inéga-
lité (64) a lieu.

Nous associerons aux nombres Py, P, - - - P (3 ’exception de p; = k),
respectivement les nombres p;*, p;* ;.- -, p}* définis par les relations
(35) et (36). De ces relations et de la propriété (51) établie ci-dessus, il
résulte :

o _ | Pi— 2 sip>1
P, {p” Sipizl(@_—fa,?),...,m) (69)
Nous montrerons que, dans les hypotheéses adoptées, Iégalité p;* = p;, — 2

g lieu au moins pour Pun des indices ¢ = 2, 3, ..., M. En effet, en tenant
compte de (69), il sera suffisant de montrer qwau moins un des nombres
Pay Pas+ -+ D 8t PlUS grand que le nombre 1, ¢’est-a-dire que

max {pg Pay-- -1 Pu) = 2- (69")
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Supposons par ’absurde que p, = p3 = ... = p, = 1. De la, con-
formément ém‘ la propriété I¥(a, b) de la famille Y, (propriété établie par
le lemme 7), il résulte necessairement les égalités wp=m3 = ... =m, =1
qui contredisent I’hypothése max {m,, m,,..., T, = 2, caractéristique
au cas considéré. Il résulte donc que Dégalité p;* = p, — 2 a lieu au
moing pour un des indices ¢ = 2, 3, ..., m. Compte tenu des considérations
ci-dessus et de (69), résulte I'inégalité

v=p NP S (] -2 (70)
=2 i=2

En tenant compte de Iégalité p, +p, + ... +p, = n — 1 de(30), il
résulte de (70) I'inégalité

vep + Y Pt S 3 (71)
En supposant que les racines @y, %y, . . ., &, de’'intégrale y,(x) consi-
dérée, satisfont aux inégalités
By < By < vih < By (72)
nous choisirons dans l’intervalle (z,, b), » — v — 1 neuds distinets
&y By vy Bamvene (73)

Compte tenu de (71), il résulte ’inégalité n — v — 1 = 2 qui nous
montre que 1’ensemble des nceuds supplémentaires (73) n’est pas vide.

Soit maintenant v(x) une intégrale non identiquement nulle de
I’équation (1), qui satisfasse aux conditions suivantes :

, (k1)
C(m) = ()= ... =1 () = 0
(@) = ... =7"F (@) =0
N(wy) = ... = ”’)(ps' —1)(“’3) =0
(74)
n(mm) = e = 'n(p;n*—l)(wm) =0

(€)= (&) = o = N(E—v-1) = 0.

Parmi ces conditions, celles qui correspondent aux nombres z;, pour
lesquels p;* = 0, n’ont pas de sens et par conséquent, nous en ferons

abstraction. En tenant compte de (65) et (70) on constante que le nombre
des conditions d’annulation de (74) est égal au nombre

k+(§p;‘*)+n—v——1=v+(n~v~—1)=fn~——1. (75)

. Nous observons en outre que D’ordre le plus é1évé de dérivation qui
intervient dans (74) est égal au nombre k — 1, ce qui résulte de (69) et
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de la seconde relation de (30). Conformément & la propriété g {a, b)
de la famille ¥, (établie par le lemme 7),il résulte existence d’une telle
intégrale non identiquement nulle »(#), qui satisfasse aux conditions (74).

Nous diviserons ’ensemble des racines @y, @5, ..., &, en deux caté-
gories, comme suit : Nous notons par i, @i, ..., %, celles des racines
pour lesquelles le nombre correspondant p; satisfait 2 Pégalité p, = 11)
et par @, By, .. Tig celles des racines z,, pour lesquelles le nombre cor-
respondant p; satisfait & 'inégalité p;, > 1. Evidemment que « 4 =m —1,
puisque la racine ®; n’a pas été prise en considération. En tenant
compte des formules (69), nous obtenons les égalités

Pl =0, =10 =p, =15 P =0, =1
e Rl s R R e T

A partir de ces égalités, en tenant compte de la deuxieme relation de (30),
résulte la relation

(76)

B, Rk o
max ::7 fpz;a ve Py 5 Py Py ij} =k-—2 (77)

1

Nous montrerons maintenant qu’ont lieu les relations :

T)(pi") (@:,) = 0, 71(?;”) (i) 0, - 7’(%) (@) %0 (78)
“O(pj‘ ) (2,) 0 7 ") (@) F0, o ’](% )(%) + 0.

En effet, si une relation quelconqué de (78) n’avait pas lieu, ceci

contredirait la propriété I (a, b) de la famille ¥, (vraie en vertu du
lemme 7), puisque le nombre des conditions d’annulation de (74), véri-
fiées par l'intégrale non identiquement nulle v(w), est égal an — 1, tou-
jours & cause de la relation (77). Compte tenu de (76), les relations (78)
peuvent s’écrire :

7]'(“'%‘1) qé 0’ T)I(m’iz) %& 07 RS ’I)’(wim) # 0
2% (@) # 0, (@) FE 0, e (@)70.

Ces relations, avec les égalités (74), nous montrent qu’en ce qui con-
cerne lintégrale =(x), les racines @i, @i, ..., %, sont simples, et que
Ly y Biyy -+ 5 Lig ONG respectivement les ordres pj;, —2, pj, — 2, . . ., Pig— 2 2,

Nous référant i lintégrale y,(x), et en tenant compte des égalités
Pi, = Pi,= ... = Pi,= 1, nous déduisons, pour les mémes raisons que
ci-dessus, les relations :

y(,)(w'il) # 07 yé(ﬂ%) ?& 07 @y y(’)(wia) '7& 07

(79)

1) L’ensemble de ces racines pourrait étre vide.
¥ B
2) Les nombres x; pour lesquels p; = 0 ne sont pas des racines pour 7 (%).
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qui nous montrent que les racines @i, @i, ..., &, sont simples en ce qui
concerne aussi 'intégrale yy(x).

Puis, en vertu de la propriété (51) établie antérieurement il résulte
gue les ordres de multiplicité =, , m,, . . ., 7;; des Tacines @, , Fj,, . - ., Lig S0k,
en ce qui concerne l'intégrale y,(x), de la méme parité que les nombres
Piry Piny -+ Pig 6 compte tenu des relations (74), (76) et (79), il résulte

qwils sont de méme parité que les ordres des mémes Tacines @i, Ty, - - -y iy

relativement a 'intégrale 4 (@). :

Toujours en vertu de la propriété (51), on constate que Pordre de
multiplicité de la racine w,, se référant i 1'intégrale y,(w), est de la méme
parité que le nombre p;, lequel, en vertu de ’égalité (65), est égal & k.
De méme, Pordre de multiplicité de la méme racine «,, se référent a l’in-
tégrale v(w) est de la méme parité que le nombre p correspondant, lequel,
comme nous le montre la premidére suite d’égalités (74), est égal & k. En
conclusion, il s’ensuit que les ordres de multiplicité de la racine z,, rela-
tivement aux deux intégrales y,(x) et (=), sont de la méme parité.

Nous avons obtenu en définifive, le résulbat suivant :

Les ordres de multiplicité des racines @y, @y ..., &,, relativement
5 lintégrale n(x), sont respectivement de la méme parité que les ordres
des mémes racines, relativement & l'intégrale y ().

Dans un autre ordre d’idées, nous constatons que Pintégrale non
identiquement nulle y,(x) ne peut avoir dans Pintervalle («, b) d’autres

racines que &, ¥ ..., T, pusique, au cas contraire compte tenu des
k)

realtions (29) et (30), la propriété I, (a, b) de la famille ¥, — propriété,
vraie en vertu du lemme 7, serait contredite. Pour ces mémes raisons,
l’intégrale non identiquement nulle y(x) ne peut pas avoir dans Pintervalle
(@, b) d’autres racines que Ty, Toy ..., Lmy E1y Gose -y Ep—v-1-

A partir de toutes ces conclusions, compte tenu aussi du fait que
toutes les racines £, £y, . . ., E,—y—; de Pintégrale n(x) sont situées en dehors
de Iintervalle (z;, «,,), il s’ensuit que si ’on considére les intégrales »(w)
ot — v(@), alors Pune d’elles maintiendra dans des voisinages suifisament
petits des racines @y, @y, ..., %, le méme signe que l’intégrale y,(«) (a
Pexception éventuellement, des centres de ces voisinages). Nous noterons
Pintégrale qui satisfait ce desideratum par n(z). Donc n(x) est nen iden-
tiquement nulle, satisfait aux conditions (74) et, en outre, & Végalité

sgn { (@)} = sgn {y,(2)}, (85)

valable dans des voisinages suffisamment petits des points @y, @, ..., &g,
4 Dexception éventuellement des centres de ces voisinages.

Nous considérons maintenant la courbe intégrale (I') d’équation
¥ = y,(®) et la courbe intégrale (I';) d’équation y = 7 (x), olt ¢ est un
paramétre prenant des valeurs positives. Nous examinerons ensuite la
manidére dont se situent I'une & Pégard de Pautre les courbes (T') et (I')
lorsque ¢ - 0*.

En nous référant d’abors aux nombres i, i,... @i, b, compte

tenu du fait établie précédement que ces nombres sont des racines simples
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aussi bien pour ¥ (x) que pour ¥,(#), il s’ensuite que, si le parameétre e
prend des valeurs positives, inférieures &4 un certain seuil E,;, alors les
courbes (TI') et (I'c) se traverseront dans les points i, @i, ..., %, (sans
étres tangente entre elles dans ces points).

Puis, en nous référant aux racines i, #j,,..., ¥j, et compte tenu
des relations (29), (74), et (79), nous arrivons aux conclusions suivantes :

1°. Dans les points @, @j,,..., @j, les courbes (I') et (T%) pré-
sentent des contacts tangentiels, respectivement d’ordres p;, — 3,
Piy— 350y Pig— 3, c’est-a-dire que les fonctions y,(x) et n (x) coinei-
dent, respectivement, dans ces points jusqu’s leur dérivée respectives
d’ordres p;, — 3, pj, — 3, ..., Pj; — 3 inclusivement 1.

2°. Si le parametre = est suffisamment petit, alors, compte tenu
du fait que les ordres de multiplicité w;, m,, ..., w, des racines
@iy Diyy - . .y Wi relativernent a Dintégrale y,(x), sont respectivement de
méme parité que les ordres p;, — 2, pj,—2,..., pij;— 2 des meémes
racines relativement & lintegrale %(x), compte tenu aussi des inégalités
strictes

> P — 2y T, > P, — 2,y Tig = Pig — 2,
il résultera, en vertu du lemme 8, que si le parameétre < est positif et infé-
rieur & un certain seuil ¥,, alors dans des voisinages donnés, suffisamment
petits des points @, @i,,..., ¥, les courbes (') et (I';) s’intersec-
teront encore dans certains points zi,, @i, s,y Diyy - - -y Ligy Bigy difLé-
rents 1'un de l'autre et différents de s, ;,,..., 2j,, se traversant réci-

proquement dans ces points.

Enfin, en nous référant & laracine x; nous déduisons a partir de (64),
(65) et (74) que, quelle que soit la valeur prise par le paramétre =, les
courbes (I') et (I'.) présenteront dans ce point un contact d’ordre au
moins égal a k — 1. :

En conclusion, en tenant compte de ce qu’on vient de constater ci-
-dessus, nous arrivons au résultat suivant :

- Si le parametre ¢ > 0 est suffisamment petit, alors l’intégrale
Pe(®) = Yolx) — 7 (x) de Péquation différentielle (1) admettra dans
Vintervalle (a4, b), outre la racine x;, multiple d’ordre =k, les racines
distinctes suivantes :

Liyy Liy gy wia
w?‘z’ wje 12y mi’g o (80)

Liyy Ligy Biyy Biyy o oo Tig y Tig

1) Par hypothése, les nombres P, p,-z', .. .,py(3 sont plus grands ou au-moins égaux
4 2. Dans le cas ol V'un des ces nombres, par exemples p;, est égal a 2, le résultat ci-dessus
doit étre interprété ainsi: La courbe (I') a avec I’axe Ox dans le point correspondant %; un
contact de 'ordre T, —.1 ot T, est un nombre pair = 2 et la courbe (I'¢) ne s’intersecte pas
avec 'axe Ox dans le voisinage de ce point @, se situant par rapport a cet axe, du coté ol
se situe (I).
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ayant des ordres de multipleité respectivemment plus grands ou au moing
égaux aux nombres

L1, ... ..., 1
Piy— 2y Piv— 2y« .+ Dig— 2 (81)
i, 1,1,1,. . ... .1, L

La somme des nombres se trouvant dans (81), est égale a
§=o 4P, +Pi,+ ... TDPi

of, compte tenu des premiéres relations de (76), puis de la premicre r’qla,ti_on
de (30), ainsi que de P’égalité (65), il s’ensuite pour la somme s 1’égalité

§ = (ph +p'i2 + ... +p’5“) +(pj1 +ZM‘2 + ... +p7'g) = (82)
—n—1—p=n—1—F

En nous référant i laracine x, del’intégrale v (x) et en tenant compte
des conditions (74) que satisfait cette intégrale, nous distinguerons les deux
gous-cas suivants, selon que 7™ (x) s’annule ou non pour la val_et‘lr T == &y

' Sous-cas 1: 9 (x) = 7' (2y) = ... =70 (x)) = 0; 7™ (@) 0.

Dans ce sous-cas, si on tient compte de l'inégalité =k +2 de (66),
ainsi que de ’hypothese spécifique au cas _cons1déré, on constate que les
courbes (I') et (I'.) présentent dans le point z, un contact de tangence
de Tordre k—1 (c’est-a-dire que la coincidence des fonctions Yo (@) et 7 (@)
pour la valeur x=x, se réalise jusqu’aux dérivées de l’or’dl;e k—1, inclu-
sivement). Ensuite, en tenant compte du fait établi antérieurement que
les nombres w, (7, =k +2) et k, qui représentent respectwement les
ordres de multiplicité de la racine x,, relativement aux intégrales yo(x)
ot 7 (x) sont de méme parité, on déduit en vertu du\lemme 8 que, si le
paramétre ¢ prend des valeurs positives, inférieurs & un certain geuil
E,, alors dans le voisinage du point , les courbes (T') et (I') s’intersec-
teront en outre dans deux autres points distincts z; et @, de 1’1nterva¥ll_e
(a, b), différents de x; et des points de (80). ! résulte en défi-
nitive, que si le paramétre ¢ prend des valeurs positives et suffisamment
petites, alors intégrale 7. (z) = yo(®) —eN () satisfait, en ce qui concerne
les points @, 7y, 7, et les points de (80), 4 un nombre de s +k 42 con-
ditions d’annulation, c’est-a-dire, tenant également compte de (82), a
un nombre de (n — 1 — k) +k +2=mn +1 conditions d’annulation.
Mais puisque 7. () ne peut étre identiquement nulle dans Pintervalle (a, b)
quel soit € == 0 (ce qui se déduit en tenant compte que Yo (&) q& 0 etb
7(E,) = 0), il résulterait des considérations ci-dessus que la fa..mllle.%‘ﬂn
n’aurait pas la propriété I$(a, b). Ce résultat contredirait 1’a,ff1rma,1\710n
du lemme 7. Nous arrivons ainsi & la conclusion que, dans les hypotheéses
du lemme 9, le sous-cas 1 ne peut avoir lieu.

Sous-cas 2 7 (@) =7 (%) = .. =70 (&) = 7% (2;) = 0.

Nous montrerons d’abord que dans ce sous~eas,dans_l’hypothese que
la famille ¥, a toutes les propriétés (33), alieu aussi ’égalité 7’]“‘?1’(401):0‘,
c’est-a-dire que Pordre de multiplicité de la ra,cine\wl, relativement a
lintégrale 7 (x), est plus grand ou au moins égal a k + 2. En effet,
nous observons d’abord que les conditions d’annulations (74) satisfaites
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par l'intégrale non identiquement nulle%(z), ont la forme des conditions
(,.29_), (30), que vérifie y,(x), an sens que le nombre total des conditions
écrite en (74), est égal & » — 1 (comme nous le montre Pégalité (75)), et
que le nombre des conditions d’annulation de (7 4) dans le cas d’un noéud
l%ugggﬁzek(.ies neuds 2, @, ..., ¥,, &, &,..., £ _,_, ne dépasse Pas
‘ Notqns par p(@,; 7) le nombre p de (74), relatif & Pintégrale 7(x)
et a la racine x,, et par =(x,; %), ordre de la méme racine @, relatif & Pin-
tégrale 7 (#). Comme nous le montre la premiére relation de (74), nous
avons p(a, ; M) = &, et en vertu de Phypothése spécifique au cas ennéidéré
nous avons w(w;; M)= k + 1. Nous retenons les relations : ’

pl@; M) =k, w(og; 7)==k 4 1.

?’onfomiément & la propriété (51), que nous énongons par rapport & Pin-
egl_"a%e 7 (@), }es nombres p(wx;, 1) et w(x;; %) doivent étre de la méme
parité. Cela étant, compte tenu des relations précédentes, il s’ensuite

@ )=k +2 (83)

et ainsi, Paffirmation faite précédemment est démontrée.
En nous référant ensuite aux autres racines de Pintégrale 7(x), qui
se trouvent en (74), nous observons qu’on a P’inégalité stricte

max {P (g 1)y P(Tgy M)y oo vy P(B5 1)5 D(EL; M)y ovvy D (Epoyns A <
< max {P(; o), P (@55 Yo)y - o P( T 5 Yo}, (84)

ou 19,(3%; 1), (¢ :2_7 37'”? m) et }’)(E,,-; n), (=1, 2y ooy N —v —1)
représentent _respecmvement les nombres p de (74) se référant aux racines
z; et &; de lintégrale 7 (x), et p (25 9,), (1 = 2, 3,.. ., m) représente les
nombre_s P de (29) relatifs aux racines »; de Iintégrale Yol2).
L’mege};hté (84) se déduit  en tenant compte des relations (74)
(29), (76), ainsi que de la propriété (69'). 7
Nous considérons maintenant au lieu de D’intégrale Yol), Vinté-
grale non 1der_xt1quement nulle 7 (x). En tenant compte des relations (7 4)
(75)’ et (83), il peut survenir pour 7(z) I'un des deux ecas mentionnés’
antérieurement pour Vintégrale y,(x). Comme on 1’a déja démontré, les
conditions _spéclﬁques du cas 1 sont en contradiction avec l’hypot,hése
qpe }a famille ¥, a les propriétés indiquées en (33). I résulte done que
llnteg.rayle 7 (2) doit satisfaire aux conditions du cas 2, et en méme temps
aura ,heu pour elle Vinégalité stricte (84), qui joue un réle de réductionf
En répétant le raisonnement utilisé au cas 2, mais relativement 3 1'inté-
grale 7 (2), nous serons amenés i la considération d’une intégrale %,(x)
non identiquement nulle dans I'intervalle (a, b) satisfaisant aux conditlioné
analogues aux conditions (74), (75), (83), (84). On constate toute comme
ci-dessus, que 7;(x) doit satisfaire aux conditions du cas 2. Ensuite, en
partant de I'intégrale 7,(»), on obtient de la méme maniére une intég,rale
m(m) non 1denﬁ1_quement nulle dans D’intervalle (a, b), satisfaisant elle
aussi aux conditions analogues aux conditions (74), (75), (83), (84). Ainsi
en tenant compte du fait que chaque fois a lieu l'inégalité stricte (84):
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qui joue un role de réduction, on arrivera finalement & une intégrale 7y(x),
non identiquement nulle dans V'intervalle (a, b) et qui satisfait aux condi-
tions du cas 1 considéré précédemment.

Comme on I’a déja démontré, les hypothéses spécifiques & ce cas
sont en contradiction avec les propriétés (33). On arrive en définitive,
5 une contradiction qui provient de I’hypothése absurde (64). Ainsi, la
propriété P (a, b) de la famille ¥, est établie.

Revenant % la démonstration du théordme 1, il s’ensuit des afirma-
tions des lemmes 7 et 9 que si la famille ¥, a les propriétés indiguées
en (33), alors cette famille a aussi les propriétés I, (a, b) et P (a, b). Con-
formément au principe de I"induction, il résulte 'affirmation du théoréme 1.

*
* *

Dans ce qui suit, nous supposerons que I’équation différentielle (1)
2 des coefficients continus dans Pintervalle semi-fermé [a, b) et, done
que la famille ¥, des intégrales de cette équation est formée par des
fonctions définies dans lintervalle [, b). Les définitions 1, 2, 3, donneées
précédemment relativement & unintervalle ouvert (a, b), s'étendent aussi
au cas d’un intervalle semi-fermé [a, b). Nous désignerons respectivement
par I.[a, ), In,, »,..... 0,0 B), I’ o, b)les propriétés de la famille ¥,
mises en évidence par ces définitions. On observe aisément que les
lemmes 1, 2,3 établis & ’occasion au théoréme 1 dans le cas d'un
intervalle ouvert (a, b) s’étendent également au cas d’un intervalle semi-
fermé [a, b). Nous établirons maintenant le théoréme suivant :

Théoréme 2. Si Véquation différenticlle (1) a les coefficients
continus dans Vintervalle semi-fermé [a, b) et si la famille ¥, des intégrales
de cette bguation a la propriéié I, (@, b), alors la famille ¥, a également la
propriété I, [a, b).

Pour démontrer ce théoréme, nous établirons au préalable le lemme

suivant :
Lemme 10. Supposons gue Uéguation différentielle (1) ait les coefi-
cients continus dans Dintervalle ouwvert (a, b) et que la famille Y, des

intégrales de celte équation ail la propriéié I, (a, b). Soient n—1 nombres

B, < Xy < ...y < @,-q chotsis arbitrairement dans Dintervalle (a, b) et soient
By (), .., hy-1(®) des intégrales mon identiquement nulles de I'équation
différentielle (1) satis faisant awx conditions :1)
(o) =h (@)= .. . ... ... ... §k({g,g)=0
= (85)

hy (21) = By (@) = . . . .= kg (Byog) = 0, hy (@,-1)

hn~1 (ml) = {)7 h'ﬂ—l (wZ) = 1
1) L'existence de telles intégrales non identiquement nulles est assurée par la propriété
I (a, b).
wn E
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Dans ces hypotheéses, ont liew les relations

hy(w) £ 0, W [hy(@), ho(®)] 5= O, ..., W[hy(®), ..., h,_y(2)]=~ 0, (86)

valables dans les intervalles (a, @) et (w,_y, b). Ici W[h(2),..., h(x)]
représente le wronskien des fonctions hy(x), ..., k().

La démonstration ci-dessous est en quelque sorte analogue & la dé-
monstration du théoreme IV établi par G. PoLya dans le travail [137%).
Aingi, puisque par hypothése l'intégrale non identiquement nulle h,;(x)
s’annule pour n—1 valeurs distinctes x;, ,,..., ®,_; de (a, b), résulte-t-il
que cette intégrale ne peut s’annuler pour aucune autre valeur de cet
intervalle, puisque au cas contraire, la propriété I, (a, b) de la famille ¥,
serait contredite (conformément au lemme 1). Ainsi, la premiére relation
de (86) est établie. Nous adopterons les notations h(x) = wy(x) et
WEhl(m)y ho(®); ..oy ()] = we(2), (k= 2, ..., n —1). .

Utilisant 1la méthode de l'induction, supposons que dans les deux
intervalles (a, ;) et (z,-1, b) ont lieu les relations.

wy(@) 0, wy(w) F 0, ..., w(w) # 0, (87)

le nombre % satisfaisant & linégalité 1 <k < n — 1.

Dans ces hypotheses, nous démontrerons que la relation w, () 5= 0
3 également lieu dans les intervalles (a, @,) et (z,_;, b). Dans ce but, consi-
dérons la combinaison linéaire '

W) = Oy hy(x) + Oxhy(m) 4 ... 4 O h(@) + by yy (), (88)

ou 0y, C,, ..., C, représentent des constantes arbitraires. Nous observons
dés le début, que quelles que soient les valeurs prises par ces constantes,
1a fonetion correspondante i(x) s’annule dans les points @y, @5, .. ., Zyop_1,
cela puisque chacune des fonctions h(x), by (@), . . ., hy(2), by ;(2) qui inter-
viennent dans l'expression de la fonection h(x), s’annule dans ces points.
Soit maintenant x, un point arbitraire de l’intervalle ouvert (a, ;), ou
de lintervalle (x,-,, b). Nous déterminons les constantes C;, C,,..., 0,
de manieree que h(x) s’annule & fois dans le point x,, ¢’est-a-dire qu’elle ad-
mette la valeur z, commeracine multiple de ’ordre k. Une telle détermination
est possible et cela d’une seule maniere, puisque le déterminant des % équati-
ons qui se forment en écrivant ces conditions, est W[h(®), . . ., h(z)]=~ 0.
Ce déterminant est différent de zéro, conformément & I’hypo-
these (87). Soient C;, C,,..., 0, les valeurs ainsi déterminées des cons-
tantes C, C,,..., C, et soit h(x) la fonction correspondante, obtenue &
Vaide de la formule (88). Cette fonction aura donc comme raeines les
nombres x,, %;,..., ®,_;—1, la racine x, ayant ordre de multiplicité
au moins égal & k.

1) Dans I’énoncé du théoréme IV du travail [13] de G. POLYA on suppose que la famille
¥Ypn a la propriété I [a,d), c’est-a-dire qu’elle est interpolatrice de l’ordre n dans I’intervalle
semi-fermé [a, b) et les nceuds %, %,, ..., ¥y quiinterviennent dans les conditions (85) sont
considérés tous confondus dans le point # = a. Dans cette hypothése, on montre la validité
des relations (86) dans I'intervalle ouvert (a, b). Voir le théoréme A énoncé dans ce qui suit,
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11 s’ensuit que h(z) s’annule au total n—%k — 1).+'k =n—1
fois dans lintervalle (a, b). Nous observons encore que'l’mte_grale h(x)
n’est pas identiquement nulle dans Pintervalle (a, b), puisque h (@, ;) =
= Pyoe1 (Zp—p) = 1. . , _
“Il’uisq{le, par hypothése, la famille ¥, des 1ptégrales de I’équation
différentielle (1) a la propriété I, (a, b), il résulte conform.ément au lemme 1,
que les Tacines @y, gy« - -y Ly de ’intégrale h(x) sont simples, et la racine
#, ne peut avoir un ordre de multiplicité plus grand que k.
Nous utilisons maintenant Pidentité suivante, établie par G. POLYA

dans [13]:

: 2 d wi d wi 4 wi d oy
Wilhey oo by ] = b 2 e = (89)
Wyoq OB Wy Wy do w, wy, dx wyw, 4z w,
valable dans tout intervalle de 'axe Ow, ol les fonctions

wy = hy (%), Wy = W [hy(®), ho(@)]y - W = W [y (@), « - ohy ()]

pe s’annulent pas, et pour toute fonction y(z) ayant des dérivées continues
dans cet intervalle, jusqu’aordre k inclusivement. Dans la formule (89)
on convient de prendre w, = 1. )
Supposons maintenant que les fonctions hy(), Zazgw), e h,v.(;?), qui
interviennent en (89) sont celles qui ont été considerées dans Pénoncé
du présent lemme, c’est-a-dire celles qui satisfont aux\condm(_)ns'(%).
Dans le cas de ces fonctions, en tenant compte de ’hypothese (87) il résulte
que Didentité (89) est valable dans les intervalles ouverts (@, ,) b (®a-1s b’),
quelle que soit la fonction y(x), ayant des dérivées continues jusqu’a
Pordre % inclusivement. En particulier, en substituant la fonction y(x) &
% () dans (89), nous obtenons l'identité B
w: d Wi, d wi d w d h (90)

Whyy ool R] =
Ly ees By W,y Q% Wy_g Wy dx w,w, dx wyw, dz w,

Compte tenu de la relation (33) qui définit la fonction i (x), on
observe que
Wlhyy o b RI=Wlhyy oo ly b1l = Wesn (91)
D’autre part, en tenant compte du fait établi anpériemement,
3 savoir que Dlordre de multiplicité de la racine x, relatlvement’ a la
fonetion % (z) ne peut étre plus grand que k, et en tenant compte égale-
ment des relations (87), supposées valables dans les deux }ntgrva]les
(@, %) et (x,-1, b), on déduit par application successive du théoréme de
Rolle que le deuxiéme membre de l'identité (90) mne s_’annule pas dans
le point x,. Cela étant, compte tenu de Pidentité (91), il §’ensuit que'lay
fonetion w,,, (#) ne s’annule pas dans le point x,. Mais, comme z, & été
choisj arbitrairement dans l'intervale (a, #;) ou (%,-1, b), il résulte la rela-
tion w,y, (@) 5 0, valable dans chacun de ces intervalles, ¢.q.f.d.
En vertu du principe de I’induction, il en résulte le lemme 10.
Observation. Supposant quel’équation différentielle (1) ales coe-

.~ fHficients a,(%), (4 =1, 2,..., ) continus dans Pintervalle semi-fermé

[a, b) et en choisissant les nceuds @;, ®5,. .., %-1 qui interviennent dans
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les conditions (85), de maniére que fous coinci i
A ] ) cident dans le point 2 = 4
le raisonnement cl-hessus menent au théoréme sui i ’
e
Qams 1o tramadl 18101 suivant établi par G. POLYA
Théoreme A, Supposons qgue Déquati différenti
é . N tielle (1) o
les  coefficients a,(x i=1, 2 Sy
i, (@), | L 2y n) continus  dans Pintervalle
Soit hy(x), ho(@), - . ., By, (@) un sysiéme d’intégral é )
satisfatsant aw ,pomt’ ©— a clmw oondgtions grates debéquation (1),

by (@) = by (@) = . =K a) =0, WV ()=1"
hy (@) = ha(a) = . . . . . =" (@) =0, B (a) = 1.
” (92)

‘7

hyog (@) = Tns (8) = 0, hy s (a) =1
hy_q(a) = 0, hn/_l(a) = 1.

, Alors, da:.:bs Phypothése que la famille ¥, des intégrales de 1'égquation (1)
a la propriéié I, [a, b), il S'ensuit que les intégrales hy (x), hy(w h,

consiflérées ci-dessus, satisfont dams Uintervalle (a, 1Zv() 'c)u;mz?selzz,tét;ﬁ,s :r1 )
I (@) 5= 0, W [hy(@), hy(@)] = 0,. .., W[h(@),..., hoa(®)]5= 0 (93)

La démonstration du théoréme 2 sera faite par induction par
au nombre naturel » qui représente 'ordre dIe) Péquation diggér;ggigﬁzt
Pour n = 1, la propriété exprimée par le théoréme 2 est évidente. Nous
supposerons que cette propriétd est valable pour le nombre naturel n — 1
et nous démontrerons sa validité également pour le nombre n. Dans
ce ‘l?ut, DOUS SUPPOserons que la famille ¥, des intégrales de I’équation
%ﬁferenpleﬂe (Z@) & la, propriété I, (@, b). (Uette hypothése intervient dans
enonce.’«liu théoreme 2). Il s’ensuit de cette hypothése, en vertu du lemme
3, que P’équation différentielle (1) n’admet aucune intégrale non identi-
guement nulle, qui ait » racines (distinctes ou non) dans Pintervalle
ouvert (a, b). Pour démontrer ’atfirmation du théoreme 2, il sera suffisant
(gougours en vertu dellemme 3) de montrer que ’équation différentielle (1)
n’admet aucune intégrale non identiquement nulle, qui ait # racines
(’(1131;111013@8 ou non) dans Vintervalle semi-fermé [a, b). Supposons par
1 absu}'de gu’il existerait une intégrale non identiquement nulle y, (x) €Y
qui alt n racines dans lintervalle [a, b). Alors, 'une des racines de
éln‘gégralle Yolx) doit nécessairement coincider avec Vextrémité © = a
¢ 611’ '1nt,eljva,lle [, b), puisque au cas contraire, si toutes les » racines étaient
a m};gr}eur de I'intervalle (a, b), alors, conformément au lemme 1, la
géopal.ete _{Gn(a, b) supposée valable par hypothése, serait contredite. Dans
o ([1 lbsm ;,_Dous noterons par & =a, Esy... En les racines distinctes
a, )_dql'mtégrale Yo (%) considérée, et par w,, my,..., 7, leurs ordres
des multiplicité. Il est évident que m; + my +...+ m, = nf'.a Nous suppo-
serons que les inégalités & < &, < ...< E, ont liew.

1) Dans le travail {13] ce théoréme est numéroté par IV.
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Soient maintenant #; < @< ... < @~y des valeurs choisies arbitrai-
rement de Pintervalle (£, , b). Considérons n — 1 intégrales hy (@), ks (),
.+« hy_q (%) satisfaisant aux conditions (85), mais oll Xy, Lgy -« -y Tu-1 Tepré-
gentent les nceuds choisis antérieurement, de Vintervalle (£, b). De telles
intégrales existent, puisque, par hypothése, on a supposé que la famille
3y a la propriété I, (a, b). Conformément au lemme 10, il résulte que
dans Dintervalle (a, z;), ont lieu les relation :

h(@) == 0, W [y (@), ho(@)] o= 0, ooy W [y (2); - ooy By (2)] 55 0(94)

pour z € (a, @;).

En outre, Vintégrale h, (@) s’annulant en n —1 points @y, Tay - - 5 Tp—1
de lintervalle (a, b), il s’ensuit qu’elle ne peut plus yannuler dans P'in-
tervalle (a, b), puisque au cas contraire, 1a propriété I, (a,b) de la famille
9_ (conformément au lemme 1) serait contredite.

Au plus, Vintégrale k() ne peut s’annuler au point ¥ = a. En
effet, supposant par I’absurde que h,(a) = 0, considérons T’integrale
9. (z) de Péquation différentielle (1), qui satisfait aux conditions

g (a+e) =Mh(a), yllat+e)=Ha),.., y¢ (e +e)=hr(a)

ol ¢ Teprésente un paramétre satisfaisant aux inégalités 0 < e <&, — a.
Si le paramétre ¢ tend vers zéro par des valeurs positives, alors intégral.
y, (@) tendra uniformément vers hy(x) dans tout intervalle fermé [a, by]
contenu dans Vintervalle [a, b). Cela étant, compte tenu du fait que les
racines @, o, ..., &,-1 de lintégrale hy() sont simples (ce qui résulte de
Paffirmation du lemme 4), il s’ensuit que si le paramétre ¢ > 0 est suffi-
samment petit, alors intégrale y () correspondante aura n — 1 racines
distinctes Z;, Tp, ..., Tp-1 situées dans Vintervalle (£,, b) et s’annulera
aussi dans le point @ = a -+ appartenant & Vintervalle (a, £,). On obti-
endrait ainsi une intégrale non identiquement nulle y (x) de Péquation
différentielle (1), qui g’annule dans au moins 7= points de l'intervalle
(a, b). Cette situation contredit cependant la propriété I » (a, b) dela famille
% . En conclusion, I'inégalité hy(a) = 0 a lieu.

Rffectuons ensuite sur Véquation différentielle (1) le changement
de. fonction

y(2) = Iy (2) . 2. (95)
On obtient alors de (1) Péquation différentielle
T, (2) = hy (@) [0 4 @ (2) 270 + .o+ & (2)2] =0,

ayant les coefficients @, (%), - . ., @,-1(2) continus dans lintervalle [a, @),
ou la fonction A, () ne s’annule pas. Notons
2 = . (96)
En tenant compte du fait que k, (x) est différent de zéro dans I'in-
tervalle [a, @), équation précédente se réduit dans cet intervalle &
’équation
T, q(u) = wt Vg (o) w2+ . d g (2) s = 0,  (97)
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ayant les coefficients continus dans lintervalle [a, ;). L’intégrale

d x
Uy () = s (%) de P’équation (97) correspondra & l’intégrale y,(x) de
1
l’équation différentielle (1). Etant donné que par hypothése, la fonction.
Yo(2) s’annule au moins n fois dans Vintervalle [a, #;), notamment dans
les points &, =a,&,, . . .,&,, ayant les ordres de multiplicité respectivement:
Ty, Ta, ...,T, Satisfasant évidemment & Pinégalité m 4w + ... +
4+ m, > m, il résulte que Dintégrale u,(z) de Péquation (97)s’annulera
au moins n — 1 fois dans Dlintervalle [a, z,). D’autre part, en tenant
compte du fait que Vintégrale y,(x) n’est pas identiquement nulle dans
(a, b), il §’ensuit que également u,(x) n’est pas identiquement nulle dans
I’intervalle [a, 2;). En effet, en supposant le contraire, ¢’est-a-dire que
uo(w) = 0 dans Pintervalle [a, «;), il résulterait, compte tenu des chan-
gements de variable (95) et (96) que identité y,(x) = Chy(®) a lieu dans
Iintervalle [a, a,) et donc dans tout I'intervalle (a, b). Dans cette identité,
c représepte une constante. Etant donné que y,(x) est par 11ypothése’,
non identiquement nulle dans l'intervalle (a, b), il s’ensuit de l’identité
4o(@) = Ohy(w) que C == 0. 11 résulterait en méme temps que V’intégrale
hy () ’annule dans Vintervalle [a, @;) pour toutes les valeurs de cet inter-
valle pour lesquelles s’annule aussi y,(«). Mais la fonetion yy(#) s’annule
n fois dans l'intervalle [a, ;) dans les points &, = a, &,,..., &, ayant
les ordres de multiplicité respectivement my, 7y, ..., T, (71 + 7o +. ..
i > n). Mais, puisque ¥, (z) n’est pas identiquement nulle dans
1’1n.tervajlle (a, b), il résulte que le nombre m de ces points satisfait & I'iné-
galité m > 2 et donc que la fonetion y,(x) s’annule au moins dans un
oint & lintérieur de Dintervalle (¢, ay). D’autre part, comme il ressort.
de (85), Vintégrale h,(«) s’annule encore n — 1 fois dans l'intervalle [y, ).
On arrive en définitive & la conclusion que ’intégrale non identiofue—
ment nulle A,(x) de ’équation (1) s’annule au moins n fois dans T’inter-
valle ouvert (a, b), ce qui contredirait la propriété I, (a,b) dela famille
9,, propriété supposée valable par hypothése.

Nous obtenons en définitive, le résultat suivant : I'intégrale w,(w)
de Péquation (97) n’est pas identiquement nulle dans Vintervalle [a, ;)
et s’annule au moins # — 1 fois dans cet intervalle. T

Par la suite, aux intégrales hy (@), . . ., h,_ (@) de’équation (1) corres-
pondront respectivement les intégrales wy(), ..., %,-1(x) de Péquation
(97), ayant les expressions :

a (h(@))
wp () =—|2=), i=2,..,m—1
@ dw(hl(w))’ s (98)

Ces intégrales sont définies dans Dlintervalle [a, @), ol k() n
s’annule pas. Utilisant Pidentité L@, @), 1(#) ne

(Rhy\ [ hg) Y 1
W[—E),(-i),.,. L) == Why, & .
[ B 7 y 7y 7 Thyy hoy ooy B,
établie par G. POLYA dans [13] et en tenant compte des formules (98),
on constate que les intégrales %, (%), . . ., #,-1(x) de ’équation (97) satis-

0

-

v
.
-
_
-

45 RESULTATS <COMPARATIFS CONCERNANT PROBLEMES POLYLOCAUX 47

font dans Vintervalle (a, #;) aux conditions suivantes, analogues aux
conditions (94):

wq (@) = 0, Wlug, sl =+ 0,. .. W [tgy Ugy o« -+ Un-1] F 0 (99)
pour x € (@, ).

Nous arrivons. ainsi & le conclusion que Péquation différentielle
(97) a les coefficients continus dans Vintervalle semi-férmé [a, ;)
ot satisfait aux conditions (99) dans lintervalle ouvert (a, o).

Conformément au théoréme I du travail [13] de G. POLYA (voir
théoréme B énoncé ci-dessous), il résulte que la famille ¢, des intégrales
de l’équation différentielle (97) aura la, propriété I,_; (a, x,). Puis, en te-
nant compte de ’hypothése faite initialement, & savoir que la propriété
exprimée par le théoréme 2 du présent travail est vraie pour le nombre
naturel n — 1,1, il résulte que la famille qf,_, desintégrale de ’équation
différentielle (97) a également la propriété I, ,[a,x,). Mais cete conclusion
est incompatible avec Pexistence de Pintégrale u,(z) dela méme équation
(97), qui, comme on I’a montré précédemment, n’est pas identiquement
nulle dans Pintervalle [a, ;) et s’annule en méme temps dans cet inter-
valle % — 1 fois. Cette contradiction provient de 1’hypothese absurde
gelon laquelle dans les conditions du théoréme 2, ’équation différentielle
(1) admettrait dans Pintervalle [a, b) une intégrale non identiquement
nulle y,(z), qui s’annule n fois dans cet intervalle. Il résulte donc que,
dans les hypothése du théoréme 2 du présent travail, équation diffé-
rentielle (1) n’admet auncune intégrale yo(x) de ce genre, et donc que la
famille %, a la propriété I,[a,d) c.q.f.d.

Avant de formuler les conséquences des résultats obtenus ci-dessus,
nous énoncerons le théoréme suivant qui est également donné par G.
POLYA dans le travail [13]. '

Théoreme B.2) Si Véquation différentielle (1) a les coefficients
continus dans Vintervalle ouvert(a, b), et si elle admet n — 1 intégrales
By ()« « vy By—q () satisfaisant dans cet intervalle auwx relations :

hy (@) = 0, W [hy(@), ho(@)15£ 0,00y Wihi(2), .- ho-1(2)] 0,
alors la famille ¥, des intégrales de Véquation différentielle (1) a la pro-
priété I, (a,b).

Conséquences

11 résulte deés théorémes A et B de G. POLYA, en tenant compte éga~
lement du théoréme 2 démontré ci-dessus, le

Théoreme 3. Dans Uhypothése que Véquation différentielle (1) a les
coefficients continus dans Pintervalle semi-fermé [a, b), la condition néces-
saire et suffisante pour que la famille %, des intégrales de Uéquation (1)
ait la propriété I, [a, b) est que pour tout systéme de n — 1 intégrales hy (),
hy(), . . ., h,—1(x) de Véquation différentielle (1), satisfaisant cuz conditions
(92), aient liew les relations (93) dans Vintervalle ouvert (a, b).

1) Cette hypothése; a été faite 4 Poccasion de I'application du principe de P'induction.
2) Ce théoreme est numéroté par II dans le travail [13] cité.
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Observation. Supposons quel’dquation différentielle (1) aib
les coefficients continus dans un intervalle semi-fermé [a, b) et qu’elle
admette un systéme particulier de n — 1 intégrales k, (%), ho (), . . 5 By (@)
satisfaisant aux conditions (93) dans Pintervalle (e, b). Dans ces hypo-
théses, tout autre systéme de » — 1 intégrales, satisfaisant aux conditions
(92), vérifiera également les relations (93) dans Pintervalle (a, b).

Cette propriété résulte immédiatement des théoremes A et B de G.
POLYA aingi que du théoréme 2 du présent travail.

*
» *

Enguite, en tenant compte du théoréme 1 établi dans le présent
travail, ainsi que du théoréme 3 énoncé ci-dessus, nous obtiendrons le

Théoréme 4. Dans Uhypothése que Déquation différentielle (1)
a les coefficients continus dans Uintervalle semi-fermé [a, b), la condition
nécessaire et suffisante pour que la famille ¥, des intégrales de cette équation
ait la propriété I,[a, b) est que pour tout systéme de n — 1 intégrales h,(x),
ho(2), . . oy hu—1(2) de Véquation différentielle (1), satisfaisant aux conditions
(92), aient liew les relations (93) dans Dintervalle ouvert (a, b).

Applications

La détermination de Dintervalle mazimum [a, b), & Vextrémité gauche
donnée, oit la famille ¥, des intégrales de Véquation différentielle (1) o la
propriété 1, [a)b) et donc la propriété I, [a, b).

Ce probléme est relié & de nombreux travaux concernant les pro-
blémes aux limites polylocaux relatifs aux équations différentielles liné-
aires. Dans le présent travail, on donne une sclution de ce probléme,
liée aux résultats obtenus dans les paragraphes précedents.

Supposons qu’on donne une équation différentielle (1) ayant les
coeficients a,(«) continus dans l’intervalle (— oo, 4 co). Soit ¢ == a un
nombre réel quelconque donné. Nous nous proposons de déterminer I'in-
tervalle semi-fermé [a, b), de longueur maximum, ou la famille ¥, des
intégrales de 1’équation différentielle (1) ala propriété I,[a, b) (done
également la propriété I,[a, b)). Dans ce but, en tenant compte du thé-
oréme 4, ainsi que de 1’observation faite a I’occasion du théoréme 3, nous
pouvons procéder de la maniére suivante : ,

Nous considérons d’abord un systéme particulier gquelconque de n — 1
intégrales hy(x), hy(2), . . ., hy—q (@) de Uéguation différentielle (1), satisfaisant
aux conditions (92), et ensuite nous déterminerons Uintervalle ouvert maximum
(@, b), ot aient liew les relations (93) pour le systeme d’intégrales choisi.
Lintervalle semi-fermé [a, b) sera Vintervalle cherché. :

Exemple.

Soit ’équation différentielle linéaire et homogeéne a coefficients
constants, du 3%me ordre

%y'” + 011?/” + azy’ + a,ay = (. . (100)
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Nous supposons que le polyndme caractéristique associé a cette
équation a une racine réelle 7 et deux racines complexes « -+ iB. Nous
nous proposons de déterminer les intervalles de longueur maximumn, de
la forme [a, b), ol la famille Y; des intégrales de cette équation chfféljen:
tielle a la propriété respective I, [a, ) (done également la propriété
I;la, ).

Comme on 1’a montré dans le travail [2], la longueur de ces inter-
valles maximaux d’interpolation ne dépend pas du nombre a qui represent
Pextremité gauche de Iintervalle (ceci, puisque une telle éguation diffé-
rentielle reste inchangée, si une translation quelcongue est effectuée
qur la variable indépendante). En notant par I la longueur cherché et en
prenant @ = 0, le probléme se réduit & trouver Vintervalle maximum
de 1a forme [0, 1) oit la famille ¥; a la propriété 1,00, 1).

Toujours dans le travail [2] on a montré que, en utilisant un chan-
gement de variables

o

=
T = B_lt; = ¢f .z(1),

Péquation différentielle donnée se transforme en une autre équation
différentielle, ayant des coefficients constants, réels, dont le polyndme
caractéristique a pour racines complexes, les nombres +i et — i. En
notant par i* la longueur de lintervalle maximum de la forme [0,7%), ou
Pensemble des intégrales de l’équation transformé a la propriété
1,10, 1), on constate aisément que Pégalité I =|B[~*.1" a lien. Ainsi, sans
restreindre la généralité du probleme, on peut supposer que les deux
racines complexes du polynome caractéristique associé a ’équation donnée
(100), sont +4 et — 4. Nous noterons toujours par 7 la racine réelle du
polynome caractéristique associé a cette équation. Nous obseryons encore
que nous pouvons supposer cette racine non négative, ce qui peut tou-
jours se réaliser, en effectuant le changement de la variable indépen-
dante # = — E.

Ainsi nous supposerons dans ce qui suit que les racines de polynome
caractéristique associé & équation différentielle (100) sont » =0, + 4
et — i. Dans cette hypothése, l'intégrale générale de Péquation (100)
s’écrira

y(w) = Cre® 4 O, sin & + €3 cos a. {101)
Pour trouver le nombre I correspondant, nous utiliserons la méthode
de travail présenté précédemment.

Nous déterminons d’abord deux intégrales %, () et hy(x) de ’équation
différentielle donnée, qui satisfassent aux conditions :

By (0) = ki (0) = 0, Rh{'(0) =1 102)
hy(0) = 0, h5(0) = 1, k3 (0) = 0.

¥ — c.1609




50 OLEG ARAMA 48

On trouve que

Iy ()

=1 7.2(6”5 — 7 sin @ — co08 )

hy, (x) = sin @;

wy (@) = by (®) = (¢® — r sin © — COB x)

1+ 7

Wy (@) =

T [e(cos © — 7 sin z) — 1]

I ﬁa,udra, trouver lintervalle ouvert maximal (0, 1) ol aient liew
les relations w,(x) == 0, wy(@) =+ 0. La longueur ! de cet intervalle est
doqnée par la formule [ = min {p;, p.} oW p; €b pa représentent les plus
petits racines positives des équations w, (x) = 0, respectivement w, (®) = 0.
Nous distinguons les deux cas suivants, selon que 7 > 0, our = 0.

Cas 1. r> 0.

Pour étudier dans ce cas le comportement de la fonection w, (¥)
dans lintervalle (0, oo) nous calculons

— w, (%) =

T 3
. T (re y cos ¥ -+ sin @).

On observe d’une maniére directe que dans le cas considéré a lieu
] v . . a
damns Pintervalle (0, w),l’mégahte—d— w,(x) > 0. Done, dans cet intervalle,
2

1a fonetion w,(x) est croisante et comme w, (0) = 0, i s’ensuit que wy (2}
prend des valeurs positives dans Vintervalle (0, ).
. ’D’a,utre part, nous observons que §i @ =, alors ont lieu les iné-
galités :
(1 +r2)w, (x) = €° — T gin @ — cos @« >e"—7r—1>0
11 s’ensuit que dans l’i_nterva.lle [, co), la fonetion w; () ne s’annule
pas, restant toujours positive. En définitive nous obtenons le résultat
que, dans le cas considérs, la fonctions w. (%) n’a pas de racines positives.
En ce qui concerne le comportement de la fonction w,(x), on obtient

A d . R
aussitot que a;wg(w) — — ¢@gin @, d’ou on déduit que la fonetion -

w, (x) est décroisante dans intervalle (0, ) et croisante dans Vintervalle
(w, 27). Nous obtenons le tableau de variation :

x 0 T 27
nd—'w () O 0
P + + 4+ + 0
wy () 0 ~ min A (e —1)
172
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s ——

11 résulte de ce tableau que, si r > 0, alors la plus petite racine
positive de la fonction w,(wx) est située dans lintervalle (m, 2m).

En conclusion, dans le cas 7 > 0 considéré, nmous avons 1= gy

Cas 2. r=0.

PDans ce cas, NOUs avons

wy(z) =1 — 008 &, wy (&) = €O8 & — 1
et on voit que l=1p = p2 = 2.

Nous retrouvons, en définitive, le résultat suivant, établi par une
qutre voie dans le travail [27:

Si le polynome caractéristique associé & ’équation différentielle
(100) 2 une racine réelle r = 0, ainsi que deux racines complexes 41 eb
— 1, alors le nombre 1 correspondant 4 ’équation différentielle considérée
est égal & la racine de Vintervalle (w, 27) de Péquation

(1 1) wp(w) = ¢ (cos @ — 7 SIn z) —1=0.

1’ Académie de la République Populaire Roumaline,
L’Institut de calcul
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