ASUPRA REPREZENTARII NOMOGRAFICE
A UNOR SISTEME DE ECUATII
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in nomograma unei ecuatii cu mai multe variabile,
F(zy, 295 vy 2y Zngqg) =0

in cazul cind e posibild constructia ei, se cere si se gdseasci valorile
functiei implicite z,,,;, pentru un numir destul de mare de sisteme de
valori ale variabilelor 23, 2o, 23y - - 1y Odati construiti nomograma, acest
calcul se face destul de simplu cu a]utorul elementelor cotate, puncte
si curbe cotate.

In acest cadru intri cea mai simpld din ecuatii, ecuatia cu trei vari-
abile

F(zy, 25, 25) = 0

care stim ci se rezolvi cu ajutorul unei nomograme cu linii cotate. Ori care
din variabilele z poate fi consideratd ca functie implicitd de celelalte douid
variabile.

Pentru ecuatiile cu mai multe variabile, prin introducerea unor vari-
abile auxiliare, se asociazd ecuatiei date un anumit sistem care admite o
reprezentare nomografici, in care valorile variabilelor auxiliare nu trebuie
calculate.

Se mai intilnesc probleme, in care se cere calcularea valorilor mai
multor funcfii, date prin mai multe ecuatii. Aceasta revine din punct de
vedere graﬁc la cdutarea unor reprezentan nomograﬁce pentru sisteme.
In cele ce urmeazi vom considera citeva cazuri de aceastd naturd.

Fie sistemul de doud ecuatii cu trei variabile
F(x,y,2) =0,  G(x =0 M

in care se dau valorile lui z si se cer valorile corespunzédtoare ale variabi-
lelor x si y. Aceasta revine la calcularea valonlor functnlor implicite x(z)
si y(z), date de acest sistem: :
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Pentru problema noastri presupunem ci sint indeplinite conditiile
de existentd ale acestor functii implicite si vom da numai metode nomo-
grafice pentru gisirea wvalorilor lor. :

O reprezentare nomograficd a fiecirei ecuatii, spre exemplu cu o no-
mograma cu linii cotate, nu duce la rezultat, deoarece in fiecare nomogramai
trebuie sd cunoagtem un cuplu de valori, ceea ce este contrar ipotezei. -
Dacd in cele doud nomograme consi-

) derim aceeasi refea a curbelor (x) si (y)
\\ \\ L~ ) Pe acelagi plan, atunci obfinem o nomo-
S)L\ﬂ% ="' grami cu ajutorul cdreia putem calcula va
T  lorile variabilelor x si y, cind se di z. Zi-
A _ cem cd am reprezentat nomografic sistemul
X 1Y g
YL (1) (tig. 1).
4 \ 3\
i s

‘Pentru claritatea figurii s& folosim la
. desenarea refelei (x), (y), alti culoare si
' sd presupunem cd famila (2) reprezinti
variabila z din prima ecuatie a sistemului
si (z') variabila z din cea de a doua ecua-
tie. In acest caz fiind datd o valoare z a.
variabilei z, o reprezentim prin curbele cotate corespunzitoare din cele
doud familii (2), care se taie intr-un punct P. Ficind abstractie de fa-
miliile (z), punctul P se giseste in refeaua curbelor (), (y). Cotele cores-
punzidtoare x;, y, sint valorile ciutate.

Acest mod de rezolvare a sistemului (1) este complicat deoarece pre-
supune trasarea simultand a patru familii de curbe cotate pe acelasi plan.

Sistemul poate fi rezolvat mai simplu, daci renuntim la familiile
(2) si (¢) din cele doud ecuatii §i trecem in locul lor numai curba obti-
nutd ca locul geometric al punctelor cu aceiasi cotd z, sau curba obtinuti
prin eliminarea parametrului z din cele doud ecu- ‘
atii. Pe ea trecem gradatiile variabilei z. Aceasta
ne duce la ecuatiile parametrice ale curbei
obtinute
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Fig. 1

%

x = ¢(2) ’ 7
y = ¢(z).

Reprezentarea nomografici in acest caz
devine deosebit de simpld. Reprezentim in plan

(yy

o retea x, y pe care desenim scara variabilei (2). ()
Reteaua (x, y) poate fi reteaua de coordonate Fig. 2
(fig. 2).
Aceste reprezentiri se simplifici si mai mult daci familiile de

curbe sint familii de drepte si se transformi figura obfinuti prin dualitate.
In primul caz se obfin patru sciri, iar in cazul al doilea doud sciri
si o familie de drepte (fig. 3 si fig. 4). Utilizarea lor este simpli.
Fiind datd o valoare a variabilei z, in prima figuri corespund doui
puncte pe scirile variaibilei z si in a doua o dreapti din familia (z).
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vIntersec‘,cia dreptelor formate cu scdrile variabilelor (x) si (y) ne dau valo-

rile ciutate. » .
84 considerim acum un sistem de 2 ecuatii cu 4 variabile x,y, z si ¢

F(x,9, 2, =0  G(x,9,214 =0 @)

tn care se dau valorile a doud variabile si se cer valorile celorlalte variabile.

2

x Z Z v
fig. 3

fig. 4

Presupunind cd z si ¢ sint variabilele ale cidror valori sint date, si le
eliminim succesiv din cele doud ecuatii. Obtinem In acest fel sistemul
echivalent

f(x; Y, Z) =0
glx, .8 =0 2%

care poate fi reprezentat analog cu sistemul (1). . .

Reprezentind simultan cele doud ecuafii ale sistemului (2') in acelasi
plan cu conditia ca reteaua variabilelor (x, ) sd fie comund, obtinem repre-
zentarea nomografici care rezolvd orice sistem de forma (2).

In fig. 5 sint trecute numai familiile cotate corespunzitoare varia-
bilelor z si ¢, pentru simplificarea desenului. Utilizarea ei este imediati.
Fiind date valorile 2; si#,, lor le corespunde
punctul P, coordonatele lui P in reteaua (x, y)
stut valorile ciutate. Evident sistemul (2')
determini un clmp binar de variabilele z i ¢,
care In cazuri particulare poate fi format din <

doud familii de drepte. In acest caz fiecare 7 —
din ecuatiile sistemului se reduce la o ecuatie (2) —
Cauchy » t

fufs +1egs +hs =0 (27 (t)

fifs +1ega +0, =0

cu functiile f; si f, comune. o _

Printr-o transformare duald nomograma cu linii cotate se transformd
intr-o nomogrami cu doud sciri rectilinii pentru variabilele » i y si dou:Et
sciri curbilinii pentru variabilele z si £. Aceste sciri pot fi rectilinii daci

fig. §

_familiile de drepte z si ¢ sint fascicole. Utilizarea acestei nomograme devine

foarte simpli.
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Fiind date valorile pentru 2z si ¢ acestea determind o dreapti care taie
scirile x si ¥ In punctele de cote ciutate (fig. 6) Conditiile ca un sistem
(2) sd poatd fi reprezentat cu o nomogrami de tipul celei din figura 6
sint conditii care permit sistemului scrierea sub forma ecuatiilor lui Cauchy.

X . 7 t v

fig. 6

FEle se scriu separat pentru fiecare ecuatie in parte, dupi ce s-a pus siste-
mul sub forma (3).

Nomogramele construite functioneazi, oricare din cele 4 variabile ar
fi cele doud variabile date.

Pentru sistemul (2) se poate construi de asemenea o nomogrami cu
transparent orientat in care se presupun construite doud cimpuri in pla-
nul fix §i doud puncte in planul transparent (fig. 7).

I i

)
| (xX)

Y (z)

>
e

fig. 7

Transparentul se simplificd in cazul sistemului (2). Acest tip de sis-
tem poate fi generalizat printr-un sistem de % ecuatii cu # -+ 2 necunoscute.

Fi(2y, %o+« oy 2y Zpgqs Zpgs) = 0
. e e (3)
Fuzy, 2, ) 2y Zugq, Znge) = 0.
Presupunind ci sint indeplinite conditiile pentru existenta celor
functii implicite, acest sistem, este echivalent cu sistemul
2 = 91(Zn+1 Znyo)
. ’
23 = Po(Zn+1, Znta) 3

. Zn = Qp (zn-i-l: Zyts)-
Dacd reprezentdm in acelasi plan o retea (2,.;, 2,4,) comunid tuturor
ecuatiilor sistemului, atunci celor » ecuatii le mai corespund inci » familii
de curbe cotate (z;), (), ..., (2,) construite pe refeaua (2, 2,44)-
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Renuntind la refeaua de bazd (2,44 Z.4.), care poate fi i refeaua
carteziani dé coordomate, obtinem graficul din fig. 8, care reprezintd
pomograma sistemului de ecuatii (3) considerat. N .

Utilizarea acestei nomograme este analoagi cu utilizarea nomogramei
sistemului (2). Fiind date val(.)rﬂ‘e Zui1r Znig, acestea determind un punct
in planul nomogramei. Cotele liniilor (z;), (%), (2g). .., (2,) ce trec_ prin acest
punct. sint valorile cdutate.

W=

(Z) (Zn1) (Z)

Fig. 8

Complicatia nomogramei creste pe misurd ce creste numirul ecua-
tiilor. Practic pentruun numdr mare de ecuatii, nomograma de acest tip
nu mai poate fi utilizata. , o :

Existi cazuri particulare de sisteme care conduc la ecuatii simple,
chiar cind numirul ecuatiilor sistemului este mare. Astfel dacd refeaua
si familiile de linii cotate sint formate din familii de drepte, prin aplicarea
dualititii, nomograma devine cu puncte cotate; familiile de linii se transforma
in scirile variabilelor 2y, 2z, - - ) Zus Znt1s Znge _ ‘

Daci refeaua de bazd este o retea carteziand, adicd o refea formatd din
drepte paralele cu axele de coordonate, atunci ea se ‘Fransfp;n.lg prin dual_l‘ga‘.cg
in doud sciri rectilinii, iar celelalte putind fi sciri rectilinii sau curbilinii,

L1
1 \/\/>/l

L B Iy Zey Zp
fig. 9

dupid cum familiile celelalte de drepte sint sau nu sint fascicole. In acest
caz toate ecuafiile fascicoluluisint ecuatii tip Cauchy cu functiile care con-
tin variabilele z,,, §i z,,, identice sau combinatii liniare de aceeasi functie.

Daci nu existi o retea de drepte comund tuturor ecuatiilor, dar toate
ecuatiile sint reprezentabile cu o mnomogramd cu trei fanpln de drepte,
atunci sistemul are o nomogrami compusi din nomograme izolate.

Cu aceastd ocazie constatim ci se pune problema conditiilor de ana-
morfozi pentru un sistem, analoagd cu anamorfoza unei ecuafil.

Ca si in cazul ecuatiilor cu mai mult de trei variabile, sistemele de
ecuatii cu mai mult de patru variabile nu admit in general reprezentare
nomograficd.
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Existd o clasi importanti de sisteme, reprezentabile nomografic
>

Slstemlele reprezentabile prin nomograme cu transparent orientat. Cu nomo-.
gramele cu transparent orientat pot fi reprezentate anumite sisteme de

patru ecuafii cu cel mult 12 variabile.
Ele sint de forma

flé ”" f78 = f34 - f9,10 = llss _ f11,12 (4)

812 — 878 = L34 — 1z = 56 — fi1.12-

tran Pentru sisteme de tipul (}) si (2) se poate construi o nmomogrami cu
; isparent orientat care are in planul mobil doui punctesi in planul fix
oua cimpuri binare sau un clmp si o scard. |, '

De asemenea pot fi r i
S eprezentate cu acest tip de nom i si
mele de tipul (3) P crame 5t siste-
fu(z1, 23, 23, 24, 25) =
81(21, 25, 23, 24, 25)

ha(zy, 25523, 2, 25) =

I

0
0 (5)
0.

In acelasi mod po i
ate fi reprezentat cu nomogr
_ celag am
orientat si sistemul Brame cu transparent

fi(z1, 2, 25, 24, 25, 26) = 0; i=1,2, 8, 4. 6)

aéelaISIil C%Icrfgt 1_11t11q c:;lz variabilele date pot fi notate cu z, si 2g, apar in
celas $1, prin alegerea convenabili a ci i rame i
simplificate. impului, nomogramele pot fi
acumPegl:ru 51ste1me1e care nu mai intrd in categoria celor studiate pind
ac m:’ii " gﬁngra nu existd o reprezentare nomografici. Ca si la ecuatiile
o mal 1 ult de patru variabile se pune problema a cunoaste multe tif)uri
e o g:crame cu formele lor canonice si a ciuta conditiile in care sis-
at poate admite o astfel de reprezentare.
Pentru sistemul

Filz, 25, 23, 20) =0 4 =1, 2,3

se consideri scirile’

Z = 9(zy); Zg = {(2,)
2= 9(z) s 2 = x(zy) ’ U]

repre i i i
co%rdzo?;’?;e érll acelz(mi§1 plan»;p_e.re‘,celele (=, 2) §1 (71, 25) luate ca retele de
donate. Lle ne dau posibilitatea ca la fiecare valoare a argumén‘cului
%y, sa gdsim valorile corespunzitoare ale variabilelor 2. 7, si z
Pentru sistemele ' e

filz, 2y, 23, Zg 25) =0

fi(zn, 25 23, 24, 25, zg) =03

(=12 (8)
(=12 (9)

putem construi nmomograme numai in cazuri pafticulare.
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Prin exemplele prezentate, am semnalat citeva aspecte simple care se
4ntrevid la o primd examinare a problemei reprezentirii nomografice

a sistemelor de ecuatii.
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PE3IOME

0 HOMOTPA®UYECKOM M30BPAKEHNN HEKOTOPBIX CUCTEM
VPABHEHMUN :

JI. BAJT

Basarer cuerems (1), (2), (3) m mamores pasnidYHEE TUNE HOMOTpaM

[pu TOMOL{Y KOTOPHIX OHH MOTYT OBITH PeIIeHH.
Morom B3aTs cuereMut (4), (B) u (B) ¥ HaAXOJWTCH UX peIIeHHe ¢ IOMO=-

mWpi0 HOMOTDAM.
DTH CHCTeME paccMaTPUBAITCH, MPeNIosajas, UTo CeMedcTBa KPUBHX

ABJIAOTCA CeMeficTBAME IPAMEIX MM IyIKAMH KPUBHIX. Y KABaHH M HEKO-
Topble MPOGIEME B CBASH ¢ 9TUMU CHCTEMAaMH.

RESUME

SUR LA REPRESENTATION NOMOGRAPHIQUE DE CERTAINS
SYSTEMES D’EQUATIONS

PAR

L. BAT,

On considére les systémes (1), (2), (3) et on présente de différents
types de nomogrammes a l'aide desquels peuvent étre résolus.

Par suite on considére les systémes (4), (5) et (6) et on cherche leur
représentation 4 l'aide des nomogrammes a transparent orienté.

On étudie ces systémes dans 'hypothése que les familles de courbes,
sont des familles de droites ou fascicules de droites. On montre aussi cer-
tains problémes qui sont mis en liaison avec ces systémes.
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