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Dupd cum se stie [5], sirul

O T OLgy Olgy « oy Oopy e v+
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se spune ci este un gir de distributie uniformd pe By, dacd pentru orice
hiperparalelipiped '
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unde 0 < a; < b; < 1, jel,d are loc relatia

. . 1 N
lim = %, (o) = | 41,

Naw N 21

unde () = 1 dacd o; €4
Ao A% 0 daci o G4
$i a
}A\:H(bj-a;).

j=1

Notiunea de sir de distributie uniformd, introdusd de H. Weyl in
1916, se aplicd in formulele de cubaturd cu nodurile aleatoare [1] sau in
metodele din teoria numerelor pentru calculul -integralelor multiple [3].

La baza acestor aplicatii std urmétoarea teoremsi & lui H. Weyl [5]:

TEOREMA 1. Dach o : Oy gy «-ny Gy .- 0506 U sir de distribufie
uniformd pe E; gi f(x) este o functie complewd integrabild Riemann pe By,
atunci in formula de cubaturd

{ o) do= %, fle) + Rlo £, )

Ey

1) Comunicare prezentatd la Institutul de caleul al Academiei R.P.R.— Filiala Cluj-
in gedinta din 24 septembrie 1963.
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are loc
: lim R («,f, N) = 0.

N> o

in lucrarea de fati se extinde acest rezultat (teorema 2) pentfu
integrale definite pe un cimp de probabilitate {H, K, P} ( (47, pag. 99).

Fie f o functie simpld definitéd pe B, cu domeniul de valori flE) =
— {1, Cay - - 5 Cm} (€3 Cgy - - -, Gy SiNb NUMere complexe) §i e
f_l (‘07') EK: (.7 Ely d)

Orice functie simpld cu f(E) = {¢, ..., ¢;} are reprezentarea [2]:

=Y &% e
j=1
iar integrala pe o mulgime 4 € K a unei functii simple f, se definegte prin
| J P@)= % o PAN fHa)
A j=1

Sirul «: o, % ... &, ... de elemente din E se spune cd este un
gir de distributie uniformd fatd de cimpul de probabilitate {H, K, P},
dacdl pentru orice 4 € K are loc relatia

lim ~— Xy (o P(4).
am g,l i () = P(4)
Dacsh « este un sir de elemente din ¥ i 4 C E, atunci prin
<a 4>

vom nota subgirul lui « format din acei termeni care aparin lui 4.
Pentru cimpul de probabilitate {E, K, P} si mulfimea 4 ¢ K cu
P(4) > 0, vom nota

K,={B:Be¢K, BC 4}

1 ,
P, (B)= —— - P(B)
P(4)
peuntru orice B € K ,.
Se aratd simplu ci {4, K,, P4} este un cimp de probabilitate.

Daci « este un gir de distribufie uniforma pe {E, K, P}, multimea
AgK, si P(A) > 0, atuneci girul < «, A > este de asemenea un gir de
distributie uniforms pe {4, K4, P.}.
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Acest fapt se demonstreazd folosind definitiile si urmatoarea propo-
zitie elementard. Dacd 4, B, 0, D, < sint numere Teale strict pozitive,
atunci din indeplinirea condﬂzulm

BD
4 —o)< B2y pop < B2
AL B A+ B
rezultd
A ¢
Tl < e
B D

Cu aceste pregitiri, putem trece la demonstrarea urmitoarel teo-
Teme :

TEOREMA 2. Dacd f este 0 funciie simpld definitd pe E, mullimea
A€ K dar sirul « este un gir de distribufie wniformd pe ctmpul de probabili-

tate {E, K, P}, atunci in formula de cubaturd
: 12
| f6 P@) = L% 76) + Bl ), 4, 3)
4 N o

unde B este sirul < o, A >, are loc
lim R(«, f, 4, N) = 0.
N8

Demonstratie. Fie M;(j€ 1 . m) numsrul de termeni din sec-
tiunea N a sirului < o, A >, care apartm multimii £ 1 (¢;). In acest caz

ZNW:me

Agtfel au loc egalitdtile

ummmeaw@me—

m

AR () Y
zc[(m m>N]

m G n
je=1 N
Sirul < «, 4 > fiind de distributie uniforma pe cimpul de probablhtate

{A K, P A}, rezultd ¢ pentru orice = > 0 corespunde un numir natural
N, astfel ca

==

| PANF (e) — 2| <= (j€1,m)
N m

deci pentru IV > N, are loc

IR(‘“7f7A7N)| < €

§i teorema este demonstrati.
Funectia complexd flu) definita pe I se numegte P-integrabild, dacd
pentru orice s > 0 i a > 0 existd un gir de functii gimple

f1,37 f2,€9 AR fn.i *
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si un numéir N, astfel ca pentru
N> N,
sd avem
P ({s:]f(8) — fuels) | < a}) < c(s€E)

w2
o

lim S fu.(s) P(ds) (4 € K)
N Ja

existd. Pentru funectiile P-integrabile, teorema 2 se extinde imediat.

Primitd la redactie la 12 februarie 1964,
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