PROGRAMAREA LA MASINILE ELECTRONICE A UNEI
PROBLEME DE OPTIMIZARE

L. NEGRESCU, I. PAVALOIU si T. RUS

Problema alegerii optime a planurilor economice este, in general, o pro-
blemd@ matematicd, care se poate include in schema generald a cdutérii opti-
mului unei functii cu legdturi date. Spre deosebire insa de modelul matematic
citat mai sus, modelul real al unei probleme de optimizare in problemele econo-
mice nu priveste un fenomen continuuy, ci are un caracter discret. Acest caracter
face ca metodele clasice ale matematicii, de gésire a procesului optim, sd nu
fie aplicabile, deoarece aceste metode presupun in afard de continuitate si
derivetilitatea furciiilor cu care se opereaza.

Cin aceastd cauza si datorita importantei planificarii optime a proceselor
ecoromce, se cautd metode matc matice roi, care sd permita rezolvarea problemei
de mai sus, fdrd a face apel la proprietati de continuitate si derivabilitate.

Vom examina asa-numita problemd de programare liniard precum si
problema de gésire a extremelor unei functii de mai multe variabile supuse
la anumite legdturi, unde functiile si variabilele iau valori discrete. De fapt
modelul programadrii liniare se include in cel de-al doilea model, avind parti-
cularitatea cd atit functia de optimizat cit si legaturile la care sint supuse
variabilele sint liniare, ceea ce si explicd puternica dezvoltare a metodelor de
rezolvare a problemelor de programare liniara.

Indiferent insa de mcdelul matematic ales pentru rezolvarea problemelor
economrice de aceastd naturd, gasirea solutiei efective a acestei probleme este
fngreunata de feptul ca calculele necesare sint uneori atit de laborioase, incit
cu metode obisnuite nu se pot efectua in timp util.

Aparifia masinilor electronice de calcul a insemnat, din acest punct de
vedere, o adevarata revolufie in tehnica calculului. Acest fenomen a fost deter-
minat de necesitatile imperioase ale vietii, de sarcinile avintului economiei
planificate.

In prezent, Institutul de calcul al Filialei Cluj a Academiei R.P.R. efec-
tueazd lucrari interesante pe baza cdrora s-au obtinut rezultate importante si
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s-a acumulat o experientd pozitivd in domeniul folosirii metodelor matematice
si a masinilor electronice de calcul in diferite probleme economice si de plani-
ficare, probleme cerute de diferite intreprinderi si institutii din {ara.

In cele ce urmeazd vom expure rezolvarea unei asemenea probieme la o
masini electronicd de calcul, si anume problema determinarii duratei optime
a campaniei de prelucrare a zahdrului in condifii specifice {drii noastre, pro-
blemi al cirei model matematic corespunde unei probleme de programare dina-
micd de tipul problemelor de teoria stocurilor.

Acest model permite determinarea influentei pe care o exercitd asupra
1ezultatelor economice factorii agronomici, tehnologici si financiari. Algoritmul
de rezolvare a fost adaptat la masina de calcul MECIPT-1, el incadrindu-se
inir-o schemd mult mai generald, pe care o prezentdm mai jos.

Se dau variabilele x, y, u, v care iau valori discrete in intervaleie
Xo(u’v)g.xéxl(u’ U)a YO (x’ u, U)gyé Yl(x’ u, U)r Uog.ué Ulv
VoZv=V,y,

unde X,(u, v), Y,(x,u,v), i =0, 1, sint functii date definite pentru u, v si x
din intervalele respective, satisfacind la conditiile X, (4, v) << X; (4, 0) si
Y, (x, u,0) < Y, (x, 4, v), iar U,, U,, V,, V, sint constante.

Se cere si se minimizeze (maximizeze) funcfia
c=® (%, 4, u,0,p,q,1,9),
stiind cd x, 4, 4,0, q, p, r, s satisfac relatiile
¢1(%, 4, 4, v, p) = 0,
¢ (%, 4, 8,0, p,q) =0,

(P3(X, Y, u, 0, P, q, r) = O,
e (X, 4, 4,0,p,¢1,8 =0 dy<s=d,.

aOépéalv
by =q=by

Co X1 =0y (1

Functiile ¢;, i =1, 2, 3, 4, sint astfel incit determina, pentru fiecare sistem
de valori date variabilelor x, y, #, v, in mod unic necunoscutele p, ¢, r, s.

Fie
X < X, LX< oo <X, <X, Y <Y <Ys < oun <Y1 < Ym
UpSu, <ty <ty < oo <llp_, <upg<U, @)
VhEn <, << ... < < =W

multimea valorilor discrete pe care le iau respectiv variabilele ¥, y, 4, v.

Se observi ci problema propusé are caracterul unei probleme de extre-
mum legat, care insd nu se poate rezolva aplicind metode clasice, dat fiind faptul
ci varabilele x, y, u, v iau valori discrete, iar asupra functiilor X, (u, 0),
Yi(x u,0), i =0,1,si ¢, i =1, 2, 3, 4 nu au fost impuse ipoteze de deriva-
bilitate si continuitate.

T
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Pentru a rezolva problema proceddm astfel :

Pentru fiecare pereche (u,, v;) din multimea (2) se calculeazd valorile
functiilor X, si X,, determinindu-se astfel multimea valorilor lui x corespun-
zitoare perechii (4;, v,). Dupa aceea se calculeaza valorile functiilor Y, si Y;,
determinindu-se astfel mullimea valorilor lui y corespunzatoare tripletului
(e, Uy, ).

Un sistem (x, y, u, v) astfel determinat il vom numi sistem admisibil.

Fiecdrui sistem admisibil (x, y, u, v) ii corespunde, conform relatiilor
(1), cel mult un sistem de valori (p, g, 1, 5).

Cu ajutorul relatiilor (1) determindm toate aceste valori corespunzatoare
tuturor sistemelor admisibile de forma (x, y, u, v). Ob{inem astfel o mul{ime
finitd de sisteme

Mi{x, y, u, v, p, q, 1, S}.
Pentru fiecare element al multimii M se calculeazd valoarea functiei
® (x,y,u,0,p,qrs) si notdm cu N mullimea valorilor obtinute.
Solutia problemei este datd de / = min N (L = max N).
Dim acum schema logica generald a programului de rezolvare a problemei
dupd metoda descrisd mai sus.
Introducem urmaétoarele notatii :

M§» — programul de calcul al functiei X, (1, v) pentruu = u; si v = v;;

T — programul de calcul al functiei X,(u, v) pentru u = u; si v = v;;

P, — operatorul logic care verilicd inegalitatea X,(4;, v) <X =
g Xl (uiv UJ') ,

TIGiak) — Qrogramul de calcul al functiei Yy(x, u, v) pentru x =x,, u= u;
si v=1;;

TIgsds) — program]ul de calcul al functiei Y, (x, u,v) pentru x= x,,
u=u; si v="0;;

P, — operatorul logic care verificd inegalitatea

YO (xk, ui’ Uj) _é’yé. yl (xk’ u’i’ Uf);

I, — programul care rezolvi ecuatia ¢, (X, 4., U;, v;, p) = 0;

P, — operatorul logic care verifica conditia i > K;

Py — operatorul logic care verifica conditia j> T';

P, — operatorul logic care verificd inegalitatea ay =< p =< a;;

I, — programul care rezolvd ecuatia ¢, (%. ¥, 4y Uy Pu @) =0,
unde p, este solutia ecuatiei @, (X, 4., 4,,0,, p) =05l ay < pr =23

P, — operatorul logic care verificd inegalitatea by = g = 0y;

M, — programul care rezolva ecuatia s (X, Y., Ui Uj Pu Gy 1) = 0,

unde ¢, este solufia ecuafiei @, (X4, Y, U, 0,y pry q) =0 s
by < g\ = by;

P, — operatorul logic care verifica inegalitatea ¢y =r = ¢;

I, — programul care rezolvd ecuafia ¢, (X, Yy Uy Ujs Padw M s) =0,
unde r, este solufia ecuatiei @z (%, ¥, 4 U; 0p Ga» 1) =0 3l
GQEr=06;
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P, — operatorul logic care verifici inegalitatea dy << s <d;;

My — programul care calculeazd valoarea functiei @ (X, ¥, Uy U;,
P G Ty Sy pentru fiecare element al multimii M;

F,(s) — operatorul de readresare al indicelui s al variabilei y;

Fz(ki) T 7 %) 1) ’ ” k ” T} X5
F3(]) - ‘n i) i) %) ” j " 99 [N
F4 (t) I ”» 9 2 ) i [ ”» ” us;
0,(s) — operatorul de restabilire al indicelui s al variabilei y;
02(k) o ” ” ” ” T k ” ” X5
03(]) - ” ” i1 ) ” j ” ) v;
04(£) T i) 9 ) ” ” i ” 9 u;
n — programul de alegere al solutiei optime si tipdrire.

9
Cu aceste notafii schema logica generald a programului are urméatoarea
forma :

5 4 1 2
VIENTIED | P, (Xo = 5 < XD ILEIR TEH0 L Py (Vo Sy, = VD) X

2

2 2
XTH.;Ps(aoéPAéal) tIL P, (boéqxébﬂTnsps (o =n=c) X (3)
2 2 2 31
X t11,Pg (do = s = d)t I, | Fy (s) Py (s> m)t | Fa () O, (s) %

P (> 1) F3(() 0 (5) Oy (8) Py (1> D)1 Fyfd) 04(9) 0ul) Ox() X Poli> #to,

unde P, si Py, sint operatori logici care verificd conditia s > n, respectiv 2> n.
Parametrii i, j. k, s initial iau valoarea I

Programele II;, i =0, 1, ..., 8, dupd cum s-a specificat mai sus, sint
programe de calcul al valorilor unor functii si, prin urmare, forma si dimen-
siunile lor depind de forma functiilor ale caror valori le calculeaza.

Parametrii i, j, k, s sint localizatii in programele IT, in sensul ca valorile
pe care le iau sint specifice fiecarui program in parte.

Asupra schemei (3) se pot pune diferite probleme fie legate de ordinea
in care trebuie luate programele IT; in schemd, in asa fel ca sd obfinem
economie maxima de timp si de celule ocupate in memorie, fie de reducerea
numarului de programe II; la un numér minim, in asa fel ca sd putem re-

zolva problema intr-un caz destul de general.
Prima problemd nu o vom aborda in dceastd lucrare, ea fiind obiectul

unei comunicari ulterioare. Problemei reducerii numarului  programelor IT; i
corespunde, in formularea matematicd a problemei in general, particuiarizarea
functiilor ¢;, i=1,2,3,4, in asa fel incit cu un numar minim de programe
TI, sa se poatd rezolva un numar maxim de ecuatii ¢;=0.

O problema dictatd de practica si anume problema determinérii peri-
oadei optime de recoltare si fabricare a zaharului din sfecla de zahar, care
se incadreazi in schema generald propusd de noi mai sus, a condus la urma-
torul model particular al problemei date :

Sa se minimizeze

C____C;(_x_,y;u,U,P:q;f, S) 5 ¥ (4)

CZ(x’y) u’a v7p7q1r’ S)
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q

o P8 ¢ x, y,u,0,p,q,r,5) dt +
D

0

?

unde C;= & OV (¢, x,y,u,0,p,q, 1,8 df + S

@
%o

+ S oY (¢, x,y,u,0,p,q,7,)dt + me P (¢, x,y,u,0,p,q,r,8)dt + ( 5)

p(a)
0 « 0
+ @F (x, 4, 4,0, P, G, 1, ), (i=1,2),
iar x,y,u,0,p,q, 1,8 satisfac urmaétoarele conditii :

Xo (o) < 2 = X, (1,0), Yoltrts0) <y=Yi(n,0), Uysu=U,
VooV, gp=p=a, bo<<q=b,, E=r=0, dy=s5=<d,
si ecuatiile (1) sint de forma

(6)

D
R U @, x, 4y, u, v) df = w, (x, y, u, v),

.Dg

a 1 Vg
Q 4 @& %, 4, 4, v, p) dt:S o, (¢ %, 4, 4,0, p) dt + 2o (%, y, 4, 0, p), 7)

<« de Do

£ a
R qlz(t’x:!/au,v,P,‘I)dt:g wz(t»x,y,qu,P,q)dt—}-

«To «do

; ,
5 R NG %y, 1,0, p, q) dE + o (%, 9, 4, 0, D, Q)

Do

Q %(z‘,x,y,u,v,p,q,r) dt=§ wa(f,x,y,u,v,P,q,f)dt+

vfo

p (
(¢ xy,0,p,qr) dt + v (%, 9, 4,0, p, g, 1),

D

+Sq il e, U, )= S
do

‘unde toate functiile ce intervin sint pozitive. Pentru orice sistem admisibil
((jx,?_,. y{, U, vi)dprgsupqngm ca {unctule bor @1, Y1, Ay, @, bs, Uy Ay, 03, P sint
efinite pe noduri echidistante in raport cu variabila # si de pasii constanti

h, i=1,2,...,10, incepind cu nodurile initiale date py, g, 7o, S, care cores-

pund limitei inferioare a integralelor respective. De asemenea, pentru orice
element al multimii M presupunem ca functiile @, (j=1, 2, 3, 4), i =1, 2)
sint definite pe nodurile echidistante in raport cu # incepind cu nodurile initialé
pi si de pasii constanti Ay, ;(j = 1, 2, 3, 4) pentru i= 1si hy + jpentru i = 2.

Pentru calculul integralelor din formulele (5) si (7) utilizam formula de
cvadraturé a trapezului. Programele II§», II¢#, I15%), TIg9# din schema 3)
depind de forma functiilor X,, X;, Y, si Y3, ele rdmdnind aceleasi §i in schema
de rezolvare a modelului particular. Y

Programul 11, realizeaza urmatorul algoritm. Se calculeaza valoarea
functiei w, pentru un sistem admisibil (x, g, u, v).

Se fageﬁf = p, -+ ih, unde i=1; la inceput se calculeazd valoarea
integralei 4o @ %, y, u,v) di, pentru acelasi sistem admisibil (x, y, u, v).

. Dot (i—=1h

: Dupd aceasta, daca notam cu y valoarea functiei w, si cu 3 valoarea
integralei, se verific conditia logici 8 > y. Dacd aceastd conditie nu este inde-
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plinitd, atunci se méreste i cu o unitate si se trece la operatorul de calcul al
integralei dupa care rezultatul se adund cu cel precedent. Acest ciclu se repeti
in cind conditia logicd 8 > v este adevaratd. Pentru a obfine solutia cu precizia
datd (facind abstractie de eroarea datoritd formulei de cvadraturd intrebuin-
tatd), proceddm prin injumatatirea ultimului interval de integrare, astfel ca
daci e este precizia cerutd, atunci numérul pasilor de injumatatire este dat

h s e - . y
de formula N = |log, — | -+1. Dacd memoria masinii permite pastrarea tuturor
€
solutiilor primei ecuatii, atunci, considerind sirul tuturor sistemelor admisibile
(x, y, v, u), vem obiine un sir corespunzator de solutii p.

Daci notim cu A@rw®, operatorul care calculeaza valoarea functiei w,,
cu Ai operatorul care calculeazd valoarea integralei, cu A, operatorul care
executd interpolarea prin injumatatire, schema logica a programului are urma-
toarea forma:

i ; s 1 2
1=, j, b | agnenitiagp > N1F@® 01 x
(x'i) yj! ulc) Uk) => (xr ya uy v)
3 2 4 3 4
X {lk+1=kP(N> Rt A0 0, (Sy

unde O, este sau operatorul de oprire, daci se calculeazd o singurd solutie p,
sau un grup de operatori care realizeazd redresarea si restabilirea tuturor para-
metrilor necesari pentru a se putea trece la calculul unei alte solutii p.

S# observim acum ci relatia a doua din (7) diferd de prima relatie numai
prin faptul ca apare in membrul al doilea o integrald a cérei limitd superioara
este solutia ecuatiei rezolvata de programul schemei (S,) (bineinteles abstractie
ficind de forma functiilor care apar).

Prin urmare, se vede clar ca in acest caz vom avea de a face cu doi opera-
tori in plus. Primul va fi operatorul care calculeaza valoarea integralei din mem-
brul. al doilea (a cdrui structurd este analoga cu a operatorului A} din schema
(Sy), iar al doilea operator este operatorul de interpolare pentru aceastdinte-
grala a cérui continut il precizdm mai jos. Deoarece noi nu cunoastem valoarea
functiei de sub semnul integralei in punctul p, operatorul de calcul al integralei
calculeaza expresia

m  ~Dy+ihy
@1 (f? X, y’ u: 0, P) dt’ (8)

i=1.D+(i—1)hg

unde m este astfel ales ca p, + (m — 1) hy < p < p,; + mh,.

P o

Pentru a calcula valoarea integralei R wy (4, %, y, u, v, p) df se observa ca

Do i f

valoarea functiei w, (¢, X, y, 4, v, p) pentru £ = p poate i calculata dupa urma-
toarea formula :

@1/(p, X, y’ u, v, P): h 5
2

+ Wy (po + (m et 1) hz’ X, Y, u, 0, p)y (9)

(hZ—p,) [ml(Po'l_mhz’ x" y’ u,o,p— 0~)1(po_}_(’n_ l)hz, XY, Ll, o, p)] +
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dacd functia w, este crescitoare in raport cu ¢ in intervalul [py 4 (m — Tt
Po + mhy), sau dupd formula

(Dl(p, X, Y, X, 0, P)=p’ [Q)l(p"—'—(m— l)hz’ % Y U, U}lp) E ml(p0+mh27 X, Y, u, v, p)] +
9 y
+ oy (py + mhy, %, y, U, 0, p), (10)

daci funciia w, este descrescdtoare in raport cu#in intervalul [p, + (fm — 1)h,,
p, + mh;}, unde p' = p, 4 mh — p. :

Operatorul de interpolare va calcula valoarea functiei o, (p, %, y, u, v, p),
dupi care va calcula valoarea integralei

Do+ mhy
Q o, ¢ %, y, u, v, p) dt 1)

« D

si 0 va scddea din valoarea expresiei (8).

Pentru a obline solufia ¢ din a doua relatie (7) folosindu-ne de programul
realizal de schema (S,) inaintea programului operatorului A} din schema (S,),
vem introduce programul schemei

IRt 2
(D]_. 1 > (lr I k, S, I') A(lm,z/,-u,v,p) L AL X
l(xi’ Y Up Uy, pr) = (x: Y, u, o, p)

2 12 Sy
XP(m>itF(@Hot] A=04,
Do+ily
unde Ah ER =, (¢ X Yy, u, 0, p) df,

. pu"r(i—l)hz

A" este operatorul care calculeazd valoarea functiei in punctul p, conform
relatiilor (9) sau (10), precum si integrala (11), pe care o scade apoi din valoarea
expresiei (8), iar @, operatorul care executd urmitoarele inlocuiri in schema -
(S): Y= b, R= o f3= A

Celelalte ecuatii din relatiile (7) se rezolvd cu ajutorul aceluiasi program
care se completeazd cu un numdar de subprograme corespunzator numarului
de operatori A% si A’ egal cu numarul integralelor noi care apar in membrul
doi al acestor relatii. Valorile C; se calculeazd dupa un program asemaindtor
cu programul schemei S, in care lipseste ultima conditie falsa, rezultatele folo-
sindu-se de data aceasta la calcularea expresiei (4). Calculele executate de
noi la MECIPT-1 au urmat calea descrisdé mai sus, in sensul ca s-a rezolvat
fiecare ecuatie separat, pentru toate sistemele admisibile (x, y, u, v).

In incheiere subliniem cd rezolvarea in ansamblu a problemei dupd un
singur program ar necesita o memorie operativa a masinii de citeva mii de
celule. Din aceastd cauzd, programele au fost intocmite pe blocuri, dupa sche-
mele descrise mai sus, in asa fel ca rezultatele unui program intermediar sa
constituie date inifiale pentru programul urmator. ‘ _

In felul acesta, rezultatele ultimului program sint si rezultatele problemei.




